
Lyée La Bruyère, Versailles 2009/2010ECS 2 � Mathématiques Analyse 3 � Intégrales impropres (1)Exerie 1 � Étudier la nature et, en as de onvergene, aluler la valeur des intégralessuivantes.1. I1 =

∫ 1

0

dx

x(x − 1)2. I2 =

∫ +∞

0

dx

(x + 1)(x + 2)3. I3 =

∫ π

2

0

tanx dx4. I4 =

∫ π

2

−π

2

sin x√
cos x

dx

5. I5 =

∫ π

2

0

dx

cos2 x6. I6 =

∫ +∞

0

1

(x2 + 1)(x + 1)7. I7 =

∫ 2

1

dt

t(ln t)β

, β ∈ R8. I8 =

∫ +∞

3

dt

t ln t(ln ln t)β

, β ∈ R.Exerie 2 � Soit f une fontion ontinue sur [a, +∞[, a ∈ RR. Montrer que si f admet unelimite non nulle en +∞, alors ∫ +∞

a

f(t) dt diverge.Exerie 3 � Soit, pour tout n ∈ N, fn l'appliation de R dans R dé�nie par :

∀x ∈ R, fn(x) = e−(n+x).1. Montrer que pour tout x de R, lim
n→+∞

fn(x) = 0 (on dit que la suite de fontions (fn)n∈Nonverge simplement vers la fontion nulle, � simplement � signi�ant point par point)2. Pour tout n ∈ N, justi�er la onvergene et auler la valeur de l'intégrale :

In =

∫ +∞

0

fn(t) dt.3. Peut-on intervertir limite et intégrale (impropre ou non d'ailleurs) ?Exerie 4 � Soit In =

∫ +∞

1

ln(nt)

(t2 + t + 1)n
dt, n ∈ N

∗. Montrer que la suite (In)n∈N est biendé�nie, et aluler sa limite.Exerie 5 �1. On pose, pour tout n ∈ N, In =

∫ +∞

0

(

sin x

2 + x3

)n

dx.Montrer que pour tout n, In est bien dé�nie, et que la suite (In)n∈N tend vers 0Indiation : on pourra utiliser la relation de Chasles, en oupant l'intégrale en deux en
a ∈ R

∗
+.2. Même question ave In =

∫ +∞

0

dx

(x5 + 1)n1

Exerie 6 � Étudier la nature des intégrales impropres suivantes :1. I1 =

∫ +∞

0

e−
√

x dx2. I2 =

∫ +∞

0

x ln xe−xα

dx, α ∈ R3. I3 =

∫ +∞

0

1

x(x − 1)(x − 2)
dx4. I4 =

∫ 4

0

1
√

x(x − 1)(x − 2)(x − 3)(x − 4)
dx5. I5 =

∫ +∞

1

1

xln(ln x)
dx6. I6 =

∫ +∞

0

(

1√
x
− 1√

x + 1

)

dx7. I7 =

∫ 1

0

ln x dx8. I8 =

∫ 1

0

(ln(x + 1) − lnx) dx

9. I9 =

∫ 1

0

(ln(x2 + 1) − ln x2 dx10. I10 =

∫ +∞

0

√

| lnx|√
xe2x11. I11 =

∫ +∞

0

sin 1x2

| lnx|√x12. I12 =

∫ 1

0

√
x

ln(1 − x)
dx13. I13 =

∫ +∞

1

(
√

x
2
+ 1 − 3

√
x3 + 1) dx14. I14 =

∫ +∞

1

e −
(

1 +
1

x

)x15. I15 =

∫ +∞

3

(ln(ln x))− lnx16. I16 =

∫ +∞

2

(ln x)− ln(ln x).Exerie 7 � Soit f une fontion ontinue sur [0, 1[. On suppose que ∫ 1

0
f(x) dx onvergeabsolument.1. Montrer que pour tout n ∈ N, ∫ 1

0
xnf(x) dx onverge.2. Soit ε > 0(a) Montrer qu'il existe a ∈]0, 1[ tel que pour tout n ∈ N, ∣

∣

∣

∣

∫ 1

a

xnf(x) dx

∣

∣

∣

∣

<
ε

2

.(b) Ce a étant hoisi, montrer qu'il existe un réel M tel que

∣

∣

∣

∣

∫ a

0

xnf(x) dx

∣

∣

∣

∣

6 M
an+1

n + 1
.() Montrer que lim

n→+∞

∫ 1

0

xnf(x) dx = 0.Exerie 8 � Soit, pour tout réel x pour lequel l'intégrale onverge,

f(x) =

∫ +∞

0

ln(t + 2)

t2 + x
dt1. Déterminer le domaine de dé�nition de f .2. Déterminer lim

x→+∞
f(x) (on pourra faire le hangement de variables u = t√

x

)3. Déterminer lim
x→0+

f(x).Exerie 9 � Soit f une fontion de R+ dans R+ de lasse C1, telle qu'il existe α > 0 tel quepour tout x ∈ R+, f ′(x) > α. Montrer que ∫ +∞

1

f(x)

x2

diverge.2



Exerie 10 � Nature et existene des intégrales suivantes :1. ∫ +∞

1

2t ln t

(1 + t2)2
dt2. ∫ +∞

1

1

xe
√

ln x
dx3. ∫ 1

0

t ln t

(1 − t2)
3

2

dt

4. ∫ 1

0

tα ln t

dt

, α > −1.5. ∫ +∞

0

(

1 − x Arctan
1

x

)

dx6. ∫ +∞

0

1√
1 + ex

dx

7. ∫ +∞

0

1

x2 + x + 1
dx8. ∫ 2

1

dt
√

(x − 1)(x − 2)

.

Exerie 11 �1. Justi�er la onvergene et aluler la valeur de ∫ +∞

0

dx

1 + x3

.2. On pose, pour tout n ∈ N
∗, In =

∫ +∞

0

dx

(1 + x3)n

.(a) Montrer que pour tout n ∈ N, In onverge.(b) Montrer que pour tout n ∈ N, In+1 = 3n−1
3n

In.() En déduire la valeur de In en fontion de n.Exerie 12 � Pour tout n ∈ N, on pose In =

∫ +∞

−∞
tne

−t
2

2 dt. Convergene de In, et valeur.Exerie 13 �1. Justi�er l'existene de I =

∫ π

2

0

ln(sin x) dx et de J =

∫ π

2

0

ln(cos x) dx.2. Montrer que I = J .3. Du alul de I + J , déduire la valeur de I.4. justi�er l'existene, et aluler la valeur de ∫ π

0

ln(1 − cos x) dx.Exerie 14 � Comparaison par équivalenes : un ontre-exemple1. Montrer que sin t

t
∼

+∞

sin t

t

(

1 +
sin t

ln t

)

dt2. Montrer que ∫ +∞

π

sin x

x
dx onverge.3. (a) Montrer que t 7→ 1

t ln t

est déroissante sur [π, +∞[.(b) En déduire que pour tout n ∈ N
∗, ∫ (n+1)π

nπ

sin2 t

t ln t
dt >

π

2
· 1

(n + 1) ln(n + 1)
.() En déduire que ∫ +∞

1

sin2 t

t ln t
dt diverge, puis que ∫ +∞

1

sin t

t

(

1 +
sin t

ln t

)

dt diverge.4. Conlure.Exerie 15 � On pose F (x) =

∫ +∞

1

dt

tx(1 + t)

.1. Déterminer l'ensemble de dé�nition de F .2. Étudier les variations de F . 3

3. Caluler, pour tout x pour lequel ette expression est dé�nie, F (x) + F (x + 1).4. En déduire un équivalent de F au voisinage de 0, puis de +∞.Exerie 16 � Limite sous le signe somme : un ontre-exempleSoit f une appliation de R
+ dans R, ontinue et bornée.1. Justi�er l'existene, pour tout n ∈ N, de ∫ +∞

0

nf(x)

1 + n2x2
dx.2. Justi�er, pour tout n ∈ N

∗, l'égalité : ∫ +∞

0

nf(x)

1 + n2x2
dx =

∫ +∞

0

f
(

t
n

)

1 + t2
dt.3. Montrer que lim

n→+∞

∫ +∞

0

nf(x)

1 + n2x2
dx =

π

2
f(0).4. Déterminer, pour tout x ∈ R

∗
+, g(x) = lim

n→+∞

nf(x)

1 + n2x2
dx.5. Justi�er que ∫ +∞

0

g(x) onverge et donner sa valeur.6. A-t-on lim
n→+∞

∫ +∞

0

nf(x)

1 + n2x2
dx =

∫ +∞

0

lim
n→+∞

nf(x)

1 + n2x2
dx ?Exerie 17 � Soit n un entier positif ou nul, et Fn : x 7→

∫ +∞

0

dt

(t2 + x2)n
.On dé�nit, pour tout t ∈ R+, la fontion ft sur R par ft(x) =

1

t2 + x2

.1. Domaine de dé�nition de Fn ?2. On suppose dorénavant que x > 0. Soit h un réel tel que |h| < x
2

.(a) Soit t ∈ R+. Soit M un majorant de f ′′
t sur [x, x + h] (ou [x + h, x]). Justi�er que :

∣

∣

∣

∣

ft(x + h) − ft(x)

h
− f ′

t(x)

∣

∣

∣

∣

6
h

2
· M.(b) Caluler f ′

t , f ′′
t .() Montrer que pour tout y entre x et x + h, on a |f ′′

t (y)| 6
2n(t2 + 4(2n + 3)x2)

(t2 + x2

4
)n+2

.(d) Montrer que ∫ +∞

0

2n(t2 + 4(2n + 3)x2)

(t2 + x2

4
)n+2

dt onverge(e) En déduire que Fn est dérivable en x et que

F ′
n(x) = −2nx

∫ +∞

0

1

(t2 + x2)n+1
= −2nxFn+1(x)3. Caluler, pour tout x ∈ R

∗
+, F1(x). En déduire que pour tout n ∈ N

∗, et tout a ∈ R
∗
+ :

∫ +∞

0

1

(t2 + x2)n
=

(

2n − 2

n − 1

)

π

(2x)2n−1
.

4


