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ECS 2 Mathématiques

Analyse 3 — Intégrales impropres (1)

Exercice 1 — Etudier la nature et, en cas de convergence, calculer la valeur des intégrales

suivantes.
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Exercice 2 — Soit f une fonction continue sur [a, +00[, « € RR. Montrer que si f admet une
+oo
limite non nulle en +o0, alors f(t) dt diverge.

a

Exercice 3 — Soit, pour tout n € N, f,, 'application de R dans R définie par :
Ve eR, f.(z)= e~ (nto)

1. Montrer que pour tout x de R, lirf fn(z) = 0 (on dit que la suite de fonctions (f,)nen
converge simplement vers la fonction nulle, « simplement » signifiant point par point)
2. Pour tout n € N, justifier la convergence et caculer la valeur de l'intégrale :

+o00

I, = fa(t) dt.
0

3. Peut-on intervertir limite et intégrale (impropre ou non d’ailleurs) ?

o In(nt
Exercice 4 — Soit I, = / ( n(nt) dt, n € N*. Montrer que la suite (I,,),en est bien
1
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définie, et calculer sa limite.

Exercice 5 —

+o00 . n
sin

1. On pose, pour tout n € N, [, = / dz.
0 2+ a3

Montrer que pour tout n, I,, est bien définie, et que la suite (I,,)nen tend vers 0

Indication : on pourra utiliser la relation de Chasles, en coupant l'intégrale en deux en
a € R
+
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Exercice 6 — Etudier la nature des intégrales impropres suivantes
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Exercice 7 — Soit f une fonction continue sur [0,1[. On suppose que fol f(z) dz converge
absolument.

1. Montrer que pour tout n € N, fol a™ f(x) dz converge.
2. Soit € >0

(a) Montrer qu’il existe a €]0, 1] tel que pour tout n € N,

/al:v”f(x) dz

(b) Ce a étant choisi, montrer qu’il existe un réel M tel que

/Oax”f(:r) dz

1
(¢) Montrer que liIE / 2" f(z) dz = 0.
n—-—+0oo 0

<8
7

n+1

+1°

<Ml
n

Exercice 8 — Soit, pour tout réel x pour lequel l'intégrale converge,
T In(t + 2)
‘(x) = ——dt
/(@) /U 2+
1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Déterminer lirf f(z) (on pourra faire le changement de variables u = ﬁ)
r—+00

3. Déterminer lim f(z).
z—0t

Exercice 9 — Soit f une fonction de R, dans R, de classe C!, telle qu’il existe a > 0 tel que

f(x)

xr2

+o0
pour tout z € Ry, f'(z) = a. Montrer que / diverge.
1
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Exercice 10 — Nature et existence des intégrales suivantes :
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Exercice 11 -

(2]

D

1. Justifier la convergence et calculer la valeur de /+OO da .
o 1+a3
2. On pose, pour tout n € N*, I,, = /+00 i
o (I+a3)m
(a) Montrer que pour tout n € N, I,, converge.

(b) Montrer que pour tout n € N, I, = =17,

(c) En déduire la valeur de I,, en fonction de n.

“+o00 2
Exercice 12 — Pour tout n € N, on pose [, = / e dt. Convergence de I,,, et valeur.
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Exercice 13

1. Justifier 'existence de I = /2 In(sinz) dz et de J = /2 In(cos z) dx.
0 0

2. Montrer que I = J.
3. Du calcul de I + J, déduire la valeur de I.

4. justifier Pexistence, et calculer la valeur de / In(1 — cosx) dz.
0

Exercice 14 - Comparaison par équivalences : un contre-exemple
sint sint sint
1. Montrer que — ~ — [ 1+ — ) dt
R ( lnt>

T gin gz

2. Montrer que / dx converge.

™

3. (a) Montrer que t — 7~ est décroissante sur [r, +00].

(n+1)m sin2 t 1

T
b) En dédui tout n € N*, — .
(b) En déduire que pour tout n ,/M e Y2 I Dmm D
+00 :..2 400 .
t t t
(c) En déduire que / ST diverge, puis que / sme + ) RV diverge.
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4. Conclure.

+o0o dt
Exercice 15 On pose F(z) :/ —.
1 tt(l+1)
1. Déterminer I’ensemble de définition de F.

2. Etudier les variations de F.

3. Calculer, pour tout z pour lequel cette expression est définie, F'(z) + F(x + 1).

4. En déduire un équivalent de F' au voisinage de 0, puis de +oc.

Exercice 16 Limite sous le signe somme : un contre-exemple
Soit f une application de R* dans R, continue et bornée.

+o0
1. Justifier 'existence, pour tout n € N, de / % dz
0 n2x
. > nf(z) =G
2. Justifier, pour tout n € N*, I'égalité : / ————dzr = / s dt.
o 1+n2a? o 14122
+0o0o
3. Montrer que nEToo | % dz = g]‘(O)
nf(z)

4. Déterminer, pour tout z € R, g(z) = lirp To i
n—+o00 n2x

+00
5. Justifier que / g(x) converge et donner sa valeur.
0

+oo . +o0 .
6. A-t-on lim m dz :/ lim M dz?
n—too Jo 14 n2a? o n—+oo 1 4 n2a?

+oo dt
Exercice 17 — Soit n un entier positif ou nul, et F, : x — / —
0 (t2 + .’11'2)”
. 1
On définit, pour tout ¢t € Ry, la fonction f; sur R par fi(z) = a2
x

1. Domaine de définition de F,, ?
2. On suppose dorénavant que x > 0. Soit / un réel tel que |h| < 5.
(a) Soit t € Ry. Soit M un majorant de f; sur [z, z + h] (ou [z + h, z]). Justifier que :

filz +h) — fi(z) / h y
% - filz)] < 3 M.

(b) Calculer f, f!'.

2n(t? + 4(2n + 3)2*
(c) Montrer que pour tout y entre x et = + h, on a | f/(y)| < ( T +(%)n+2) )

dt converge

T on(t? + 4(2n + 3)z?
(d) Montrer que/ n(® + 4 2”% i)
0 (tZ + %)n+2

(e) En déduire que F}, est dérivable en x et que

+00 1

3. Calculer, pour tout x € R%, Fi(x). En déduire que pour tout n € N*, et tout a € R, :

/+°° 1 _(2n-2 T
o (E+an \n—1)2z)-1



