
Ly
ée La Bruyère, Versailles 2009/2010ECS 2 � MathématiquesAnalyse 5 � Intégrales impropres (2) : Autour de la fon
tion ΓExer
i
e 1 � (Étude de la fon
tion Γ)1. Montrer que pour tout x > 0, Γ(x) >
1

e

∫

1

0

tx−1 dt.En déduire que lim
x→0+

Γ(x) = +∞.2. Montrer que pour tout x > 1, Γ(x) > 2x−1

∫

+∞

2

e−t dt.En déduire la limite de Γ(x) lorsque x tend vers +∞.On pose, pour tout t ∈ R
∗

+, ft la fon
tion dé�nie sur R
∗

+ par ft(x) = tx−1e−t.3. Montrer que ft est de 
lasse C2 sur R
∗

+, et 
al
uler f ′

t et f ′′

t .4. Soit x ∈ R
∗

+, et h ∈ R tel que |h| 6 min
(

x

2
, 1

).(a) Montrer que pour tout t ∈ R
∗

+,

∣

∣

∣

∣

ft(x + h) − ft(x)

h
− f ′

t(x)

∣

∣

∣

∣

6
h

2
M2(t, x),où M2(t, x) =

{

(ln t)2e−ttx si t > 1

(ln t)2e−tt
x

2
−1 si t < 1.(b) Justi�er la 
onvergen
e des intégrales

∫

1

0

(ln t)2e−tt
x

2
−1 dt et ∫

+∞

1

(ln t)2e−ttx dt.(
) En déduire que Γ est dérivable sur R
∗

+, et que pour tout x ∈ R
∗

+,

Γ(x) =

∫

+∞

0

f ′

t(x) dt.5. Montrer que la fon
tion Γ est 
onvexe sur R
∗

+.Exer
i
e 2 � Pour tout réels x et y, on pose

B(x, y) =

∫

1

0

tx−1(1 − t)y−1 dt.1. (a) Déterminer le domaine de dé�nition de B.(b) Justi�er que pour tout (x, y) ∈ (R∗

+)2, B(x, y) = B(y, x).(
) Déterminer une relation entre B(x + 1, y) et B(x, y + 1). En déduire que
B(x + 1, y) =

x

x + y
B(x, y).1

(d) Cal
uler B(n + 1, y) pour tout n ∈ N et tout y > 0.2. Soit n ∈ N
∗.(a) Montrer que, pour tout t > 0, on a 1 − t 6 e−t.En déduire que pour tout t ∈ [0, n], on a :

(

1 − t

n

)n

6 e−t.(b) Montrer que pour tout t ∈ [0, n], on a :
(

1 − t2

n

)

e−t
6

(

1 − t

n

)n

.On distinguera les 
as t ∈ [0,
√

n] et t ∈ [
√

n, n].(
) Des questions a et b, déduire un en
adrement de ∫ n

0

(

1 − t

n

)n

tx−1 dt, pour x > 0.Con
lure que :
lim

n→+∞

∫ n

0

(

1 − t

n

)n

tx−1 dt = Γ(x).(d) Exprimer ∫ n

0

(

1 − t

n

)n

tx−1 dt en fon
tion de B(n + 1, x). En déduire que

Γ(x) = lim
n→+∞

nxn!

x(x + 1) . . . (x + n)
.3. (a) Montrer que quand l'entier n tend vers +∞, on a

B(n + 1, y) ∼
+∞

Γ(y)

ny(b) En déduire que B(x, y) ∼
+∞

Γ(y)

xy

.(
) Montrer que, pour tous réels x et y stri
tement positifs,

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x + y)
.On pourra utiliser le résultat de la question 3 pour montrer que

Γ(x + y)

Γ(x)
= lim

n→+∞

B(x + n, y)ny

B(x, y)
.
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