LYCEE LA BRUYERE, VERSAILLES 2009/2010 (d) Calculer B(n + 1,y) pour tout n € N et tout y > 0.
ECS 2 — Mathématiques 2 Soit n € N*.

(a) Montrer que, pour tout ¢ > 0,onal—t<e™.

Analyse 5 — Intégrales impropres (2) : Autour de la fonction T En déduire que pour tout ¢ € [0, 7], on a :

- t n B
Exercice 1 — (Etude de la fonction I') (1 - ;) e

1 1
/ > 2 z—1
1. Montrer que pour tout z > 0, I'(z) > 6/0 t dt. (b) Montrer que pour tout ¢ € [0, 7], on a :

En déduire que lim+ T'(z) = +o0.
z—0

12 t\"
o (1__) ,t<<1__) |
2. Montrer que pour tout z > 1, I'(z) > 2°~* et dt. n n
2
En déduire la limite de I'(z) lorsque « tend vers +o0. On distinguera les cas t € [0,/n] et t € [\/n,n].
* . 3 4 : * . __ 4x—1,— " t "
On pose, pour tout ¢ € RY, f; la fonction définie sur RY, par fi(z) = #""e™". (¢) Des questions a et b, déduire un encadrement de / (1 - 7) t*~1 dt, pour z > 0.
n
3. Montrer que f; est de classe C* sur R%, et calculer f; et f/. Conclure que : 0
n n
4. Soit z € R%, et h € R tel que |h| < min (%, 1). lim (1 _ i) 1t = I'(z).
n—-+4o0o 0 n

(a) Montrer que pour tout ¢ € R,

H " t " r—1 B 4 B
filz + ) — fulz) , (d) Exprimer /0 (1 - Z) t*~" dt en fonction de B(n + 1, ). En déduire que

h
L - t(r> < §A12(t7$)1
nn!
iy . Nz)= lim ———F—.
o My(t,z) = 4 O it =1 @ =t e e+
' (Int)2e™t271 sit < 1.
(b) Justifier la convergence des intégrales 3. (a) Montrer que quand l'entier n tend vers +oco, on a
I'(y)
1 . 400 -
/ (Int)2e 5~ dt et / (Int)%e " dt. B(n+Ly) 2 =5
0 1
(c) En déduire que I est dérivable sur RY, et que pour tout z € R¥, (b) En déduire que B(z,y) o if)
SR
I(z) +eo () dt (¢) Montrer que, pour tous réels = et y strictement positifs,
x) = 1 (x) dt.
' Ba.y) = LOLW)
5. Montrer que la fonction I est convexe sur R . ’ Fz+y)

. On pourra utiliser le résultat de la question 3 pour montrer que
Exercice 2 Pour tout réels x et y, on pose P 4 P 4

1 Moty) o Bltnp
Blaw)= [ e 1-0" Mo " By
0
1. (a) Déterminer le domaine de définition de B.
(b) Justifier que pour tout (z,y) € (R})?, B(z,y) = B(y, z).
(c) Déterminer une relation entre B(z + 1,y) et B(z,y + 1). En déduire que

x
Bz +1,y) = r——i-yB(Ly)'



