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ECS 2 — Mathématiques

Analyse 6 — Fonctions d’une variable réelle : révisions
Continuité

Exercice 1 On considére la fonction f définie par : f(z) = zy/2 — E (1).
1. (a) Domaine de définition de f.
(b) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. Soit g ce prolongement.

(¢) En considérant les suites (z,)nen €t (Yn)nen définies par z, = —2n2+1 et y, = —nil,

étudier la limite éventuelle de h : x +— @
2. Etudier la continuité de f sur |2, 1[.
3. Etudier la continuité de f sur ]0, 1.

4. Etudier la continuité de g sur R,

Exercice 2 — Déterminer toutes les applications f dans chacun des cas suivants :
1. f:R — R continue, et ¥(z,y) € R?, f(z +y) = f(z) + f(y).
2. f:R — R continue, et V(z,y) € R%, f (%) = w
3. f:R — R continue, et V(z,y) € R%, f(z +y) = f(z)f(y).

4. f:R% — R continue, et V(z,y) € (RL)?, f(zy) = f(2) + f(y).

Exercice 3 Soit f : R — R une application continue et surjective telle que pour tout y € R,
f~Y(y) est un sous-ensemble borné de R. Montrer que f admet des limites infinies en 400 et
—o0, de signe opposé.

Exercice 4 - Soit f : R — R une fonction continue telle que lirf f(z) = lim f(z)= 4o0.

z——+00 T——00

Montrer que f admet une borne inférieure, et que celle-ci est atteinte.

Exercice 5 — Soit I un intervalle, et f : I — R une fonction continue telle que f(I) C Q.
Montrer que f est constante.

Exercice 6 — Montrer qu’il n’existe pas de bijection continue de R* sur R.

Exercice 7 — Soit f,g : [a,b] — R, continues sur [a,b], telles que f(a) = g(b) et f(b) = g(a).
Montrer qu'il existe ¢ € [a, ] tel que f(c) = g(c).

Exercice 8 — Soit f : R — R une fonction continue telle qu'il existe a € R tel que fo f(a) = a.
Montrer qu'il existe ¢ € R tel que f(c) = c.

Exercice 9 — Soit f : [0,1] — R une fonction continue telle que f(0) = f(1).

1. Montrer qu’il existe ¢ € [0, 3] tel que f(c) = f(c+ 3).
2. Soit n € N, n > 2. Montrer qu’il existe ¢ € [0,1 — %} tel que f(c) = f(c+ %)

I(=)

Exercice 10 - Soit f : R} — R croissante telle que g : 2 +— est décroissante.
1. Montrer que f est continue sur R} .
2. Montrer que si f n’est pas identiquement nulle, alors f ne s’annule pas.

3. Donner un exemple de telle fonction.

Dérivation

Exercice 11 — Soit f définie sur R* par f(z) = e
1. Montrer que f peut se prolonger par continuité en 0. On note encore f la fonction prolongée.
2. Montrer que f est de classe C! sur R, et calculer f'.
3. Montrer que f est de classe C* sur R, et que pour tout n € N, il existe un polynéome P,

tel que fV(z) = Mc :
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Exercice 12 — Soit pour tout n € N, f, définie sur R* par f,(z) = (z — 1)" Inz. Montrer que
n
1
fn est de classe C™ sur RY, et que pour tout n € N*, fy(fi)l () =(n—1)! Z s
k=1

Exercice 13 — Soit f une fonction dérivable sur R admettant en +00 et en —co la méme limite
£. Montrer qu’il existe un réel ¢ tel que f'(c) =0

Exercice 14 - Soit f une fonction définie sur R*, dérivable sur R%, telle que f admette en +oo
une limite égale & f(0). Montrer qu'il existe ¢ € R tel que f'(c) = 0.

Exercice 15 — Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert /.

1. Montrer que si f s’annule en n points distincts, f’ s’annule en au moins n — 1 points, et
que si f s’annule en un infinité de points, alors f’ aussi.

2. Soit P un polynoéme. Montrer que I'équation P(z) = e* admet un nombre fini de solutions

3. Quel est le nombre maximal de solutions réelles de I’équation 2 —axz +b=07

Exercice 16 — Soit P un polynome de degré n.

1. Montrer que si P admet n racines réelles distinctes, P’ admet n—1 racines réelles distinctes,
séparant les racines de P.

2. Montrer que si P est scindé (toutes ses racines sont réelles), il en est de méme de P'.
Localiser les racines de P’

3. Soit P un polynéme scindé. Montrer que P?+ 1 n’admet pas de racine réelle, et que toutes
ses racines complexes sont simples.

Exercice 17 — Soit f une fonction de classe C'! sur R telle que f(0) = f/(0) = 0, et f(1) = 0.
Montrer qu’il existe ¢ €]0, 1] tel que la tangente a la courbe en ¢ passe par lorigine.

Exercice 18 Soit f une fonction de classe C* sur [0, 1] telle que f(0) = 0, et f(1) = 0. Montrer
qu’il existe ¢ €]0, 1] tel que la tangente a la courbe en ¢ passe par (¢ — 1,0).



Exercice 19 - Soit f une fonction dérivable sur R telle que f admette une limite ¢ en +oo.
1. Montrer que la suite (f(n+ 1) — f(n))nen tend vers 0
2. Montrer qu’il existe une suite ¢, de limite +oo telle que f’(c,) tende vers 0.

3. On suppose que f vérifie 2+ (1+ f')? < 1 sur R. Montrer que f est décroissante et bornée,
puis que f est identiquement nulle.
flz) _

Exercice 20 - Soit f dérivable sur R. Montrer que si lim f'(z) =0, alors lim =0.La
r—+00 r—+o00 I

réciproque est-elle vraie ?

Exercice 21 — Soit f une fonction de classe C? sur [0, 1], telle que f(0) = f'(0) = f(1) = 0.
1. Justifier Pexistence de bornes supérieures M, M’ et M" de |f], |f'| et |f"], et Pexistence
d’un réel a €0, 1] tel que |f(a)| = M.
. Montrer que pour tout € [0,1], | f'(z)] < M" - min(z, |z — «f).

. En déduive que |f(a)] < M- min (5, 0522)

= W N

. En déduire que M < (g — \/5) - M"
. On suppose de plus que f’(1) = 0. Montrer que M < ﬁ - M.

ot

Exercice 22 (Polynoémes de Laguerre) Soit f: R, — R continue sur R, dérivable sur
RY.
1. Soit a € R;. On suppose que f(a) = 0 et zEToof(I) = 0. Montrer qu’il existe ¢ > a tel
que f'(c) = 0.
2. Soit n € N, et soit g définie sur Ry par g(z) = z"e~*. Montrer que g est de classe C*.

3. Pour tout k € N, calculer g (z) et lirf g™ ().

4. Soit 1 < k < n. Montrer que g*) s’annule en au moins & points de R..

. On pose Ly(z) = e*g®(x). Calculer L, et Ly. Montrer que Ly est un polynome de degré

ot

n a coefficients entiers. Ces polynomes sont appelés polyndmes de Laguerre.

Exercice 23 — Etudier aussi précisément que possible les fonctions suivantes sur leur domaine de
définition (a préciser). On étudiera notamment les points d’inflexion, les propriétés de convexité,
et 'existence éventuelle de droites ou de paraboles asymptotes.

o) fz) = %(rf* 6?4 82— 2) b) f(z) = (@ — 1)z — 2)e*

_a/x a?
c)f(x)_l—&-’x d)f()—m
) f@) = 1o ) 1) = )

g) f(x) =z +sinz h) f(z) = (z +sinx)e”

Convexité

Exercice 24 — (Comparaison des moyennes arithmétiques et géométriques)

1. En considérant I'application f définie sur R par f(z) = —Inz, montrer que pour tout

(@1,...,20) € (RE),
T+ -+ Ty

n
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2. (a) Montrer par récurrence sur n que pour tout n € N*, In(n!) = nln 2.

(b) En déduire que pour tout (zy,...,z,) € (RL)",

kl’k.

Exercice 25 — Soit f : R} — R une fonction convexe.

1. Montrer que x @ admet une limite (finie ou +00) lorsque z tend vers +oo.

2. Montrer que si cette limite ¢ est finie, alors x — f(x) — fx tend vers une limite finie ou

—o0 lorsque « tend vers 400 (On pourra considérer application z +— %)

Exercice 26 — Soit f : R — R une fonction convexe et majorée. Montrer que f est constante.
Est-ce encore vrai si f est définie sur R, 7

Exercice 27

1. Soient f,g: R — R deux applications convexes; on suppose que g est croissante. Montrer
que g o f est convexe.

2. Soit f:R — R% une application. Montrer que si Inof est convexe, alors f est convexe.

Exercice 28 -
1. Montrer que la fonction f définie sur R par f(z) = In(1 + ) est convexe sur R.

2. Montrer que pour tout n € N*, et tout (z1,...,2,) € (R})",

1 1
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3. En déduire que pour tout n € N*, et tous (ai,...,a,) € (R%)", (by,...,b,) € (R%)",

1 1

<ﬁ(ak + bk)> ) 2 (ﬁ (Lk) n + <ﬁ bk) '
k=1 k=1 k=1



