LYCEE LA BRUYERE, VERSAILLES 2009,/2010 Exercice 6 — Montrer que la fonction X +— ﬁ est de classe C sur louvert R™ \ {Ogn}.

ECS 2 — Mathématiques Déterminer son développement limité d’ordre 1 au voisinage de Xj.
Analyse 7 — Fonctions de plusieurs variables : calcul différentiel 2y siz>y?
2z .
. . . L . Exercice 7 — Soit f la fonction définie par: f(z) = — silz|<y?ety#0
Exercice 1 — Domaine de définition et existence d’'une limite en (0, 0) des fonctions f : R? — R Y

: 2
définies par : —2y six < —y°.

254 g (1422 + %) siny oy 1. Montrer que f est continue sur R2.
a) f(z,y) = 55— b) fx,y)=————"" o flz,y)= o R
*+y Y r+y 2. Montrer qu'il n’existe aucun (A4, a, 3) € R x R x R¥ tel que :
sinx — shy xy° V(x,2',y) €] — a,a[x] —a,a[x] = 3,8], |f(z,y)— f@',9)| < Alz — 2.
d) f(z,y) = ——— ) flz,y) =a? N fay) = —— ( y) €] [x] ya[x] =B, B[, |f(z,y) = f(@, )l | ‘
shx —siny ¢4y
(z +y)? 1 r _ 1 Exercice 8 — Pour tout (z,y) € R? on définit f,, : [—1,1] — R par f,,(t) = xt> + yt, et on
9) f(z,y) = 2+ h) f(z,y) = zsin W i) f(z,y) = Sy sin T note :
Fz,y) = sup fo,(t).
1. Calculer F(x,y). te[-1,1]
Exercice 2 — Etudier la continuité des fonctions f : R? — R ci-dessous. Etudier existence des 9 Etudier la continuité de F sur R2.
dérivées partielles et le caractére C'.
3 — B rsiny —ysinz . fl@) = fy)
—— =i 0,0 —— si (7, 0,0 i it f e Jasse C2. ot o : R? _ _
a) flo,y) =4 Z1y? si (z,y) # (0,0) b) f(z,y) = 2t y? (z,y) # (0,0) Exercice 9 Soit f : R — Rde classe C?, et g : R* — R définie par : g(z, y) / -y .
0 si () = (0,0); 0 si (@,9) = (0,0); f@) siz=y.
. Le but de I'exercice est de montrer que g est de classe C! sur R2. Soit o € R.
2% silo| >y o’ sin L () £ (0,0) 1. Montrer que la limite de g lorsque (z,y) tend vers (xo, x¢), avec x # y, est f'(zo) (ind. :
o) fley)=93 5 . 2] <y ) f(z,y) = y o TAF).
v S 0 si (z,y) = (0,0); En déduire que g est continue sur R2.
] _ y
Ty si (2,y) # (0,0) Ty i (2,1) # (0,0 2. Pour h € R*, exprimer 9(@o + l,xoi)l 9(o, %) en fonction de f.
e) flz,y) =< Izl +1yl h 7 f) flz,y) =< Tty ' ' Déterminer la limite de cette expression a 'aide d’une formule du cours.
0 si (z,y) = (0,0); 0 si (z,y) = (0,0);

0 -
3. Pour z # y calculer a—g(x,y) en fonction de (z,y), et déterminer sa limite.
v

En déduire que g est de classe C! sur R2.
Exercice 3 — Soit f : R* — R de classe C!, et F = R?® — R définie par :

Flz,y,2) = flx —y,y— 2,2 — ) Exercice 10 - Soit f : Q — R de classe C! sur un ouvert convexe 2 de R™.
) ) ? ) ‘

oF OF OF 1. On suppose que, pour tout X € €, V fy = 0. Montrer que f est constante.
Calculer — 4+ — + —.

dr — dy = 0z 2. On suppose que Papplication X — V fx est constante sur 2. Montrer que f est affine,
Exercice 4 Soit f et g deux fonctions de classe C2 sur un ouvert 2 de R™. Calculer les dérivées c’est-a-dire qu’il existe un réel b tel f — b soit une forme linéaire. On remarquera que b est
partielles d’ordre 1 et 2 de fg en fonction des dérivées partielles de f et de g. forcément égal a f(0).

Exercice 5 — Soient f,u,v : R? — R des fonctions de classe C? et g définie sur R? par :

V(I,y) € RZv g(l’, y) = f(u(a:, y)m(m, y))

Déterminer les dérivées partielles premiéres et secondes de g en fonction de celles de f, u et v.

n
92
Exercice 11 Soit f : @ — R de classe C? sur un ouvert { de R". On pose Af = E 3 J;
° T
i=1
Montrer que si u,v : 2 — R sont deux fonctions de classe C2, on a

A(uwv) = ulAv + 2 (Vu, Vo) + vAu.

1 2



Exercice 12 - Soit U un ouvert de R?, et f : U — R de classe C2. On appelle laplacien de f la
fonction

O f

On dit que f est harmonique si Af = 0.

1. Pour (z,y) € R?, soit z = x +1y, et f(z,y) = In|e* " |. Montrer que f est harmonique sur
R2.
af o 0 0
2. Soit f une fonction de classe C®, harmonique sur U. Montrer que —f, —f et y—f + I—f
ox’ dy Ox Ay

sont harmoniques.

x
3. Montrer que la fonction définie par f(z,y) = Arctan — est harmonique sur R* x R.
Y

E ) i) # 0.0)
Exercice 13 - Soit f : R? — R définie par : f(z,y) = 22 + 92 StALY ’
0 s (,) = (0,0).
2 2 2 2
Comparer %(0,0) et (761/(37; (0,0). Les dérivées partielles secondes 8(1;1/ et 881/8); sont-elles

continues ?

Exercice 14 Plan tangent en (0,0) des fonctions suivantes (éventuellement prolongées par

continuité) :
1
L fay) =14r—Ito—y 3 floy) = ——.
flz,y) +z s +r—y flz,y) Tt cos@ £ 9)
2. flz,y) = —/——. sin(xz + y) — sinz — sin
(:9) V2+z+In(l+y) 4. f(z,y) = (z+y) o g,

Exercice 15 Développement limité a 1'ordre 2 en A des fonctions suivantes définies sur R? :
L f(z,y) =sin(z +2y), A=(0,0) 1. f(z,y) = e~ cos(zy), A= (0,0)

2. flz,y) = ﬁv A=(0,0) 2. flz,y) = e cosy, A=(1,0)

Exercice 16 — Déterminer les fonctions f: D — R, ot D est un ouvert a déterminer, vérifiant :

of 24z of _ oy
- a—f(x ) = 2ty | ¥ -

Exercice 17 - Formule de Taylor-Young

1. Montrer par récurrence sur n la formule de Taylor-Young a 'ordre n pour les fonctions de

deux variables : si f: R? — R est de classe C" au voisinage de (0, 0), alors :

n ) 8k
-3 Y %'az@{ﬂ +o(IX["),  on X = (fr)

k=0 i+j=Fk Yy

2. Soit f : R? — R admettant un développement limité & 'ordre n au voisinage de (0,0).
Montrer que ce développement est unique.

3. Déterminer avec un minimum de calculs les dérivées partielles successives d’ordre inférieur
ou égal a 15 de f définie par f(z,y) = Arctan(z?y).

Exercice 18 Soit a un réel strictement positif. On note I =] — a,a[. On considére une appli-
cation f: I? — I de classe C! sur I. On suppose qu’il existe un réel k € [0, 1] tel que pour tout
(z,y) € I,

af
%

1. Soient (z,y) et (z',y’) deux couples de I?. En utilisant la formule des accroissements finis,

B)
(%y)‘+‘a*£(x,y)’ <k

montrer que
[f(,y) = (2, 9)] < kmax(|lz — 2|, [y — /).

2. Soient (a, 3) € I? et (uy)nen+ la suite définie par :
u =a, up =f3 et Vn €N, Upyp = f(un+17 Un)'

Pour n € N, on pose a,, = max(|tn2 — Uns1], [Unt1 — Un|)-
(a) Montrer que pour tout n € N, a,41 < ka,.

(b) Montrer que la série Y a, est convergente.

(¢) Montrer que la suite (u,) est convergente.

3. Montrer que la limite (u,) est indépendante du couple («, 3).

Exercice 19 — On considére 'équation différentielle (E) :

9% f Pf 2f
207 o . 207 _
¥ o * xyaxay ty Oy? 0,

ol 'inconnue f est une fonction de classe C? sur R x R.

1. Si f est une fonction de classe C? sur R} x R, on définit g : R%. x R — R par :

g(u,v) = f(u,uv).
g

Justifier I’existence de —~. La calculer.
ou?

0
2. En déduire que f est solution de (E) si et seulement si 8—9 =0.
U

Montrer qu’il en est ainsi si et seulement s’il existe deux fonctions & et ¢ de classe C? sur
R telles que
V(u,v) € RL xR, g(u,v) = uk(v) + £(v).

3. En déduire les solutions de (E).



