
Lyée La Bruyère, Versailles 2009/2010ECS 2 � MathématiquesAnalyse 7 � Fontions de plusieurs variables : alul di�érentielExerie 1 � Domaine de dé�nition et existene d'une limite en (0, 0) des fontions f : R
2 → Rdé�nies par :

a) f(x, y) =
x3 + y3

x2 + y2
b) f(x, y) =

(1 + x2 + y2) sin y

y
c) f(x, y) =

xy

x + y

d) f(x, y) =
sin x − shyshx − sin y

e) f(x, y) = xy f) f(x, y) =
xayb

xc + yd

g) f(x, y) =
(x + y)2

x2 + y2
h) f(x, y) = x sin

(

1
√

x2 + y2

)

i) f(x, y) =
x

√

x2 + y2
sin

(

1
√

x2 + y2

)

Exerie 2 � Étudier la ontinuité des fontions f : R
2 → R i-dessous. Étudier l'existene desdérivées partielles et le aratère C1.

a) f(x, y) =







x3 − y3

x2 + y2

si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0);
b) f(x, y) =







x sin y − y sin x

x2 + y2

si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0);

c) f(x, y) =

{

x2 si |x| > y

y2 si |x| 6 y;
d) f(x, y) =







y2 sin
x

y

si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0);

e) f(x, y) =







xy

|x| + |y|

si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0);
f) f(x, y) =







xy

x + y

si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0);Exerie 3 � Soit f : R
3 → R de lasse C1, et F = R

3 → R dé�nie par :

F (x, y, z) = f(x − y, y − z, z − x).Caluler ∂F

∂x
+

∂F

∂y
+

∂F

∂z

.Exerie 4 � Soit f et g deux fontions de lasse C2 sur un ouvert Ω de R
n. Caluler les dérivéespartielles d'ordre 1 et 2 de fg en fontion des dérivées partielles de f et de g.Exerie 5 � Soient f, u, v : R

2 → R des fontions de lasse C2 et g dé�nie sur R
2 par :

∀(x, y) ∈ R
2, g(x, y) = f(u(x, y), v(x, y)).Déterminer les dérivées partielles premières et seondes de g en fontion de elles de f , u et v.1

Exerie 6 � Montrer que la fontion X 7→ X
‖X‖2 est de lasse C1 sur l'ouvert R

n \ {0Rn}.Déterminer son développement limité d'ordre 1 au voisinage de X0.Exerie 7 � Soit f la fontion dé�nie par : f(x) =















2y si x > y2

2x

y

si |x| 6 y2 et y 6= 0

−2y si x 6 −y2.1. Montrer que f est ontinue sur R
2.2. Montrer qu'il n'existe auun (A, α, β) ∈ R × R

∗
+ × R

∗
+ tel que :

∀(x, x′, y) ∈] − α, α[×] − a, a[×] − β, β[, |f(x, y)− f(x′, y)| 6 A|x − x′|.Exerie 8 � Pour tout (x, y) ∈ R
2, on dé�nit fx,y : [−1, 1] −→ R par fx,y(t) = xt2 + yt, et onnote :

F (x, y) = sup
t∈[−1,1]

fx,y(t).1. Caluler F (x, y).2. Étudier la ontinuité de F sur R
2.Exerie 9 � Soit f : R → R de lasse C2, et g : R

2 → R dé�nie par : g(x, y) =







f(x) − f(y)

x − y

si x 6= y

f ′(x) si x = y.Le but de l'exerie est de montrer que g est de lasse C1 sur R
2. Soit x0 ∈ R.1. Montrer que la limite de g lorsque (x, y) tend vers (x0, x0), ave x 6= y, est f ′(x0) (ind. :TAF).En déduire que g est ontinue sur R

2.2. Pour h ∈ R
∗, exprimer g(x0 + h, x0) − g(x0, x0)

h

en fontion de f .Déterminer la limite de ette expression à l'aide d'une formule du ours.3. Pour x 6= y aluler ∂g

∂x
(x, y) en fontion de (x, y), et déterminer sa limite.En déduire que g est de lasse C1 sur R

2.Exerie 10 � Soit f : Ω → R de lasse C1 sur un ouvert onvexe Ω de R
n.1. On suppose que, pour tout X ∈ Ω, ∇fX = 0. Montrer que f est onstante.2. On suppose que l'appliation X 7→ ∇fX est onstante sur Ω. Montrer que f est a�ne,'est-à-dire qu'il existe un réel b tel f − b soit une forme linéaire. On remarquera que b estforément égal à f(0).Exerie 11 � Soit f : Ω → R de lasse C2 sur un ouvert Ω de R

n. On pose ∆f =

n
∑

i=1

∂2f

∂xi
2
.Montrer que si u, v : Ω → R sont deux fontions de lasse C2, on a

∆(uv) = u∆v + 2 〈∇u,∇v〉 + v∆u.2



Exerie 12 � Soit U un ouvert de R
2, et f : U → R de lasse C2. On appelle laplaien de f lafontion

∆f =
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
.On dit que f est harmonique si ∆f = 0.1. Pour (x, y) ∈ R

2, soit z = x + iy, et f(x, y) = ln |eze−z

|. Montrer que f est harmonique sur

R
2.2. Soit f une fontion de lasse C3, harmonique sur U . Montrer que ∂f

∂x

, ∂f

∂y

et y
∂f

∂x
+ x

∂f

∂ysont harmoniques.3. Montrer que la fontion dé�nie par f(x, y) = Arctan
x

y

est harmonique sur R
∗ × R.Exerie 13 � Soit f : R

2 → R dé�nie par : f(x, y) =







xy(x2 − y2)

x2 + y2

si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0).Comparer ∂2f

∂x∂y
(0, 0) et ∂2f

∂y∂x
(0, 0). Les dérivées partielles seondes ∂2f

∂x∂y

et ∂2f

∂y∂x

sont-ellesontinues ?Exerie 14 � Plan tangent en (0, 0) des fontions suivantes (éventuellement prolongées parontinuité) :1. f(x, y) = 1 + x −
√

1 + x − y2. f(x, y) =
1

√

2 + x + ln(1 + y)

. 3. f(x, y) =
1

√

1 + cos(x + y)

.4. f(x, y) =
sin(x + y) − sin x − sin y

xy

.Exerie 15 � Développement limité à l'ordre 2 en A des fontions suivantes dé�nies sur R
2 :1. f(x, y) = sin(x + 2y), A = (0, 0)2. f(x, y) = 1

1+x2+y2 , A = (0, 0)

1. f(x, y) = e−x2−y2

cos(xy), A = (0, 0)2. f(x, y) = ex2

cos y, A = (1, 0)Exerie 16 � Déterminer les fontions f : D → R, où D est un ouvert à déterminer, véri�ant :1. 




∂f

∂x
(x, y) =

2 + x

y
∂f

∂y
(x, y) =

2 + y

x

2. 






∂f

∂x
(x, y) =

y2

(x + y)2

∂f

∂y
(x, y) =

x2

(x + y)2Exerie 17 � Formule de Taylor-Young1. Montrer par réurrene sur n la formule de Taylor-Young à l'ordre n pour les fontions dedeux variables : si f : R
2 → R est de lasse Cn au voisinage de (0, 0), alors :

f(X) =

n
∑

k=0

∑

i+j=k

xiyj

i!j!
·

∂kf

∂xi∂yj
+ o(‖X‖n), où X =

(

x

y

).3

2. Soit f : R
2 → R admettant un développement limité à l'ordre n au voisinage de (0, 0).Montrer que e développement est unique.3. Déterminer ave un minimum de aluls les dérivées partielles suessives d'ordre inférieurou égal à 15 de f dé�nie par f(x, y) = Arctan(x2y).Exerie 18 � Soit a un réel stritement positif. On note I =] − a, a[. On onsidère une appli-ation f : I2 → I de lasse C1 sur I. On suppose qu'il existe un réel k ∈ [0, 1[ tel que pour tout

(x, y) ∈ I2,

∣

∣

∣

∣

∂f

∂x
(x, y)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂f

∂y
(x, y)

∣

∣

∣

∣

6 k.1. Soient (x, y) et (x′, y′) deux ouples de I2. En utilisant la formule des aroissements �nis,montrer que

|f(x, y)− f(x′, y′)| 6 k max(|x − x′|, |y − y′|).2. Soient (α, β) ∈ I2 et (un)n∈N∗ la suite dé�nie par :
u0 = α, u1 = β et ∀n ∈ N, un+2 = f(un+1, un).Pour n ∈ N, on pose an = max(|un+2 − un+1|, |un+1 − un|).(a) Montrer que pour tout n ∈ N, an+1 6 kan.(b) Montrer que la série ∑ an est onvergente.() Montrer que la suite (un) est onvergente.3. Montrer que la limite (un) est indépendante du ouple (α, β).Exerie 19 � On onsidère l'équation di�érentielle (E) :

x2 ∂2f

∂x2
+ 2xy

∂2f

∂x∂y
+ y2∂2f

∂y2
= 0,où l'inonnue f est une fontion de lasse C2 sur R

∗
+ × R.1. Si f est une fontion de lasse C2 sur R

∗
+ × R, on dé�nit g : R

∗
+ × R → R par :

g(u, v) = f(u, uv).Justi�er l'existene de ∂2g

∂u2

. La aluler.2. En déduire que f est solution de (E) si et seulement si ∂g

∂u
= 0.Montrer qu'il en est ainsi si et seulement s'il existe deux fontions k et ℓ de lasse C2 sur

R telles que

∀(u, v) ∈ R
∗
+ × R, g(u, v) = uk(v) + ℓ(v).3. En déduire les solutions de (E). 4


