
Ly
ée La Bruyère, Versailles 2009/2010ECS 2 � Mathématiques Analyse 8 � OptimisationExer
i
e 1 � Les fon
tions suivantes admettent-elle un extremum (lo
al ou global) sur D ?

• D = R
∗

+×]0, 1[, f : (x, y) 7→ x4 − 2x ln y + Arctan(xy)
• D =]2, +∞[2, f : (x, y) 7→ √

xy − Arctan(xy2).Exer
i
e 2 � Étudier les extrema globaux des fon
tions suivantes, dé�nies sur D :1. D = R
2 \ {0}, f(x, y) = (x2 + y2)α ln(x2 + y2), α ∈ R.2. D = R
3, f(x, y, z) = Arctan((x + y + z)e−(x+y+z)3. D = B(0, 1) ⊂ R

2, f(x, y) = 2+x−y2

1−x+y24. D = R
2, f(x, y) = x2 − 4xy + 5y2 − 2x − 6y + 25. D = R
3, f(x, y, z) = x2 + 2xy + 2yz + z2 + 16. D = R
2, f(x, y) = −x2 − 2xy − 3y2 − 4Exer
i
e 3 � Étudier les extrema des fon
tions suivantes, dé�nies sur D :1. D = R
3, f : (x, y, z) 7→ x2 + y2 + z2 − 2xyz.2. D =]0, π[2, f : (x, y) 7→ sin x + sin y + cos(x + y)3. D = R
3, f : (x, y, z) 7→ (x + z2)ex(y2+z2+1).4. D = [0, 1]2, f : (x, y) 7→ x3 − 2x2y + y25. D est le triangle (fermé) de sommets (0, 1), (1, 2), (2, 1), f : (x, y) 7→ 3x3 −x2 +2xy +xy2.6. D = [−1, 1]3, f : (x, y, z) 7→ xn + yn + zn, n ∈ N

∗7. D = [0, 1]3, f : (x, y, z) 7→ xy2 + x2y − 2y2 − x + 1.Exer
i
e 4 � Soit f dé�nie sur R
2 par f(x, y) = x2 + y2 + 2xy + xy3.1. Montrer que f est de 
lasse C2, et déterminer son gradient.2. Déterminer les points 
ritiques de f .3. Déterminer la hessienne de f en tout point (x, y).4. Montrer que la forme quadratique asso
iée q(0,0) au point (0, 0) est positive.5. La fon
tion f admet-elle un extremum en (0, 0) ?Exer
i
e 5 � Soit g dé�nie sur (R∗

+)2 par g(x, y) = x ln y − y ln x.1. Montrer que g est de 
lasse C∞.2. Déterminer le gradient et la hessienne de g en tout point.3. Étudier l'existen
e d'extremums lo
aux ou globaux de g.Exer
i
e 6 � Démontrer que la fon
tion f dé�nie sur (R∗

+)2 par f(x, y) =
xy

(1 + x)(1 + y)(x + y)a un unique extremum, et que 
'est un extremum global.1

Exer
i
e 7 � Dans un plan rapporté à un repère orthonormal, on 
onsidère les 
ourbes C1 et
C2 d'équations respe
tives y = x2 et y = x − 2. Cal
uler la distan
e entre C1 et C2, 
'est-à-dire

min{d(M, N), M ∈ C1, N ∈ C2}.Exer
i
e 8 � Extrema lo
aux de f dé�nie sur R
2 par f(x, y) = 3xy2 + x3 − y3.Exer
i
e 9 � Soit f : R

3 → R dé�nie par f(x, y, z) = xy + yz + zx − xyz.1. Justi�er que f est de 
lasse C2, puis déterminer les points 
ritiques de f2. Déterminer la hessienne de f en tout point X de R
3.3. Étudier les éventuels extremums de f .Exer
i
e 10 � On 
onsidère la fon
tion f dé�nie sur R

3 par f(x, y, z) = (y − z)2 + y3x2, et ondé�nie la fon
tion g sur R
2 par g(x, y) = f(x, y, 1).1. Montrer que g admet un unique extremum lo
al dont on pré
isera la nature. 
et extremumest-il global ?2. Déterminer les points 
ritiques de f ainsi qu'en 
ha
un de 
es points le développementlimité de f à l'ordre 2. En déduire les extremums de f . Sont-ils globaux ?Exer
i
e 11 � Soit f la fon
tion dé�nie sur R

3 par f(x, y, z) = yzex + zxey + xyez.1. Montrer que les points 
ritiques de f sont (0, 0, 0) et (−2,−2,−2).2. Étudier le signe de f(x, y, 0). La fon
tion f admet-elle un minimum en (0, 0, 0) ?3. Montrer que quand h tend vers 0, on a :
f(−2 + h,−2 + h,−2 + h) = f(−2,−2,−2) − 3e−2h2 + o(h2)et f(−2 + h,−2,−2) = f(−2,−2,−2) + 2e−2h2 + o(h2).La fon
tion f admet-elle un extremum en (−2,−2,−2) ?Exer
i
e 12 � Soit f la fon
tion dé�nie sur D = (R∗

+)2 par :

f(x, y) = ex2+y2 − ln x − ln y.1. Justi�er que l'équation zez = 1 admet une unique solution dans R
∗

+.2. Montrer que f admet sur ∆ un unique point 
ritique A =

(

a

b

), et que a et b véri�ent

a = b. On ne demande pas de déterminer a et b.3. Déterminer la hessienne ∇2f(x, y) en tout (x, y) ∈ D, et déterminer, pour tout (x, y) ∈ Det tout (u, v) ∈ R
2, le signe de la forme quadratique asso
iée au point (x, y), évaluée en

(u, v), 
'est-à-dire q(x,y)(u, v).4. Justi�er que la 
ourbe de f présente au point A un minimum global.Exer
i
e 13 � Soit f : (R∗)2 → R la fon
tion dé�nie par f : x2y ln(x2y2).1. Déterminer les éventuels points 
ritiques de f . La fon
tion f admet-elle des extremumslo
aux ? globaux ?2. Déterminer les éventuels extremums de f sous la 
ontrainte y = ax, a ∈ R
∗.2



Exer
i
e 14 � Soit f : R
3 → R dé�nie par : f(x, y, z) = x2 − 2xy + yz + y − z.1. Déterminer les points 
ritiques de f , les extremums, les points-selles.2. Déterminer les points 
ritiques et les extremums sous la 
ontrainte { 2x − y = 1

x + z = 1.Exer
i
e 15 � Déterminer les extremums de la fon
tion f dé�nie sur R
2 par

f(x, y) = 5x2 + 4y2 −
√

3xy,lorsque (x, y) est soumis aux 
ontraintes x2 + y2 = 1 et y > 0.Exer
i
e 16 � Soit f : R
+
n −→ R dé�nie par f(x1, . . . , xn) =

n
∏

i=1

xi, s ∈ R
∗

+, et C le pland'équation g(x1, . . . , xn) =
n
∑

i=1

xi = s.1. Déterminer les extremums de f sous la 
ontrainte C.2. En déduire que pour tout (x1, . . . , xn) ∈ R
n
+,

(

n
∏

i=1

) 1

n

6
1

n

n
∑

i=1

xi.Exer
i
e 17 � (Généralisation de l'exer
i
e pré
édent)Soient n ∈ N
∗, α1, . . . , αn des réels stri
tement positifs tels que n

∑

i=1

αi = 1. On 
onsidère lesfon
tions f et g dé�nies par f(x1, . . . xn) =

n
∏

i=1

xαi

i et g(x1, . . . xn) = αixi.On pose Γ = {(x1, . . . , xn) ∈ (R+)n | g(x1, . . . , xn) = 1}.1. Montrer que f possède un maximum M sur Γ et que 
elui-
i est atteint sur Γ ∩ (R∗

+)n.2. Déterminer les points 
ritiques de f sur (R∗

+)n sous la 
ontrainte g(x1, . . . , xn) = 1. Montrerque M = f(1, . . . , 1) = 1.3. En déduire que : ∀(x1, . . . , xn) ∈ (R+)∗,
n
∏

i=1

xαi

i 6
n
∑

i=1

αixi.Exer
i
e 18 � Soit n un entier supérieur ou égal à 2, et f la fon
tion dé�nie sur (R∗

+)n par
f(x1, . . . , xn) =

n
∑

k=1

x4
k.Minimiser f sous la 
ontrainte x1 + · · ·+ xn = n.Exer
i
e 19 � Soient n ∈ N

∗, u1 < · · · < un des réels, u ∈ R, et f la fon
tion dé�nie sur (R∗

+)npar :

f(p1, . . . , pn) = −
n
∑

i=1

pi ln pi.1. Montrer que f possède un point 
ritique sous la 
ontrainte ( n
∑

i=1

pi = 1 et n
∑

i=1

piui = u,

)si et seulement si u ∈]u1, un[. Montrer qu'alors 
e points 
ritique est unique.2. Démontrer que 
e point 
ritique 
orrespond à un maximum sous 
ontrainte.3

Exer
i
e 20 � Déterminer la position du graphe de f dé�nie sur D, par rapport au plan tangentau voisinage des points 
ritiques, dans les 
as suivants :1. D = R
∗

+ × R, f : (x, y) 7→ x ((ln x)2 + y2)2. D =
]

−π
2
, π

2

[2, f : (x, y) 7→ x2y3(1 + 3x + 2y)Exer
i
e 21 �1. On note ∆ l'ensemble {(x, y) ∈ R
2 | x > 0, y > 0,−2x + y + 1 > 0, x − 2y + 1 > 0}, et gla fon
tion dé�nie sur ∆ par :

g(x, y) = 3x − y + 4.(a) Déterminer graphiquement ∆(b) Montrer que ∆ est une partie fermée et bornée de R
2.(
) Montrer que g admet un maximum sur ∆.(d) Ce maximum peut-il être atteint en un point de l'ensemble ∆′, dé�ni par :

∆′ = {(x, y) ∈ R
2 | x > 0, y > 0,−2x + y + 1 > 0, x − 2y + 1 > 0}?(e) Déterminer l'ensemble des points de ∆ où 
e maximum est atteint.2. Dans 
ette question, on identi�era R

4 etM4,1(R). On 
onsidère la matri
eA =

(

2 −1 1 0
−1 2 0 1

),et la matri
e 
olonne B =

(

1
1

). On note C l'ensemble
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∈ (R+)4
∣
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.(a) Montrer que X ∈ C si et seulement si ses 
oordonnées satisfont :

(x1, x2) ∈ ∆, x3 = −2x1 + x2 + 1, x4 = x1 − 2x2 + 1.(b) On 
onsidère W = (2, 1, 4, 3) ∈ R
4, et la fon
tion f dé�nie sur C par f(X) = 〈X, W 〉.Montre que pour tout élément X de C, f(X) = g(x1, x2)Déterminer l'ensemble des points en lesquels f atteint son maximum sur C.Exer
i
e 22 � On 
onsidère la fon
tion f de deux variables dé�nie par :

f(x, y) = xy
√

1 − x2 − 2y2.1. Déterminer l'ensemble de dé�nition D de f .2. Montrer que l'ensemble des solutions de l'équation f(x, y) = 0 est la réunion de deuxsegments et d'une 
ourbe C que l'on pré
isera.3. Montrer que D est un fermé borné de R
2, et que D \ C est un ouvert de R

2.4. Étudier les extremums de f sur D.Indi
ation : On pourra montrer que f admet un minimum et un maximum, et qu'il su�tde s'intéresser aux points de l'ouvert U = {(x, y) ∈ R
2 | x > 0, y > 0, x2 + 2y2 < 1}.4


