
Lyée La Bruyère, Versailles 2009/2010ECS 2 � Mathématiques Analyse 3 � Intégrales � DL : révisionsQuelques éléments de orretionIntégrationExerie 5 � On note à haque fois F les primitives. L'expression +C signi�e qu'on obtient toutes lesprimitives en ajoutant à l'expression donnée n'importe quelle onstante réelle.1. F (x) = lnx +
1

x
− 2√

x
+ C, sur R

∗
+.N'hésitez par à érire le dernier terme sous la forme x− 3

2 pour vous aider à le primitiver2. F (x) =
3

2
(Arctan x)

2

3 + C, sur R
∗
+ (éventuellement sur R

∗
−)En e�et, on a une expression de la forme u′u− 1

33. F (x) =
√

x2 − 2x + 5 + C, sur R.En e�et, le polyn�me de degré 2 est toujours positif (∆ > 0), et on a une expression du type
1

2
· u′ · u\ 1

2 .4. F (x) = ln(| lnx|) + C sur R
∗
+.En e�et on a du u′

u .5. F (x) = − cos(ex) + C sur R6. N'admet pas de primitive expliitable (on est ramené à ∫ sin y
y dy après hangement de variable,don à une primitive pour l'intégrale de Dirihlet).7. Par omposition : F (x) = tan(ln x) + C.Si on ne voit pas la omposition, on peut aussi faire un hangement de variable y = ln t surl'intégrale ∫ x

1

f(t) dt.8. F (x) = ln(ex + e−x) + CEn e�et, 'est u′

u .9. Le degré du numérateur est inférieur au degré du dénominateur, on pourra don érire ette frationrationnelle sous la forme a
x+2

+ bx + 3. On trouve b = 3 et a = −2, d'où :
F (x) = 3 ln |x + 3| − 2 ln |x + 2| + C, sur haun des intervalles ] −∞, 2[, ]2, 3[, ]3, +∞[.10. On trouve pour tout x ∈ R \ {0, 1, 2}, f(x) = 3x +

1

x
+

3

x − 1
+

1

x + 1
.Ainsi : F (x) = 3

2
x2 + ln |x| + 3 ln |x − 1|+ ln |x + 1|+ C, sur haque intervalle ]−∞,−1[, ]− 1, 0[,

]0, 1[, ]1, +∞[.N'oubliez pas de sortir la partie polynomiale de la fration, obtenue en e�etuant une divisioneulidienne.11. On trouve, pour tout x ∈ R \ {−1, 1}, f(x) =
1

4
· 1

x − 1
− 1

4
· 1

x + 1
− 1

2
· 1

x2 + 1
.Ainsi, F (x) = 1

4
ln |x − 1| − 1

4
ln |x + 1| − 1

2
Arctanx + C sur ] −∞,−1[, ]1,−1[ ou ]1, +∞[.12. Constatez que la dérivée de x 7→ Arctan 1

x est x 7→ −1

1+x2 . Ainsi, on a −u′ · u, d'où :
F (x) = −1

2

(

Arctan
1

x

)2

+ C, sur R
∗
−, ou R

∗
+.On peut le retrouver par un hangement de variable y = 1

x .13. On a, pour tout x 6= 0, f(x) =
1

x
− x + 1

1 + x + x2
, puis :

f(x) =
1

x
+

x + 1

2

x2 + x + 1
+

1

2
· 1

3

4

(

2

sqrt3

(

x + 1

2

)

)2

+ 1

=
1

x
+

x + 1

2

x2 + x + 1
+

1√
3
·

2√
3

(

2√
3

(

x + 1

2

)

)2

+ 11



Don F (x) = ln |x| + 1

2
ln(x2 + x + 1) +

1√
3

Arctan

(

2√
3

(

x +
1

2

))

+ C, sur R
∗
−, ou R

∗
+.14. Après fatorisation du dénominateur, et déomposition en éléments simples :

∀x ∈ R, f(x) =

1

2
√

2
x + 1

2

x2 +
√

2 · x + 1
+

− 1

2
√

2
x + 1

2

x2 −
√

2 · x + 1

=
1

4
√

2
· 2x +

√
2

x2 +
√

2 · x + 1
+

1

4
· 1

x2 +
√

2 · x + 1
− 1

4
√

2
· 2x −

√
2

x2 +
√

2 · x − 1
+

1

4
· 1

x2 −
√

2 · x + 1

=
1

4
√

2
· 2x +

√
2

x2 +
√

2 · x + 1
+

1

2
√

2
·

√
2

(
√

2 · x + 1)2 + 1
− 1

4
√

2
· 2x −

√
2

x2 −
√

2 · x + 1
+

1

2
√

2
·

√
2

(
√

2 · x − 1)2 + 1On obtient don :
F (x) =

1

4
√

2

(

ln(x2 +
√

2 · x + 1) − ln(x2 −
√

2 · x + 1) + 2 Arctan(
√

2 · x + 1) + 2 Arctan(
√

2 · x − 1)
)

+C,sur R.15. Rappel : Si on note ∫ f(x) dx une primitive de f (notation dé�nie à une onstanteadditive près), le hangement de variable s'exprime par la formule
∫

f(x) dx =

∫

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt,où la première primitive est exprimée ave la variable x, et la seonde ave la variable t.Les nouvelles expressions des bornes partent pour la borne inférieure dans la onstante(on base simplement la primitive en un autre point), ou dans la réexpression de t enfontion de x, e�etuée en �n de alul.La fontion est dé�nie sur ] − 1, 1]. Ii, on pose y =
√

x−1

x+1
. On a alors

x =
1 + y2

1 − y2
= ϕ(y) don: dx =

4y

(1 − y2)2puis, ϕ étant C1 sur ] − 1, 1],
∫

f(x) dx =

∫

4y2

(1 − y2)2
dy.Seond rappel : l'intégration par partie s'exprime sur les primitives sous la forme :

∫

u′(x)v(x) dx = u(x)v(x) −
∫

u(x)v′(x),le seonde terme de la variation de uv partant dans le onstante d'intégrationAinsi, en posant
∀y, u(y) = 2y et v(y) =

1

1 − y2
,de lasse C1, on obtient :

∫

f(x) dx =
2y

1 − y2
−
∫

2

1 − y2
=

2y

1 − y2
+ ln |1 − y| − ln |1 + y|.On trouve alors les primitives de f en remplaçant y par √x − 1

x + 1
dans ette expression, et enajoutant une onstante quelonque.16. On fait une IPP, sur le même prinipe que dans la question préédente :

∫

f(x) dx = − lnx

x
+

∫

1

x2
= −1 + lnx

x
+ C,sur ]0, +∞[.17. On a :

f(x) = sin x cos2 x(1 − cos2 x) = sinx cos2 x − sin x cos4 x.Don
F (x) =

1

3
cos3 x − 1

5
cos5 x + C, sur R.2



18. f(x) = sin4 x − sin6 x. On linéarise :
∀x ∈ R, sin4 x =

(e− i x − ei x)4

(2 i)4
=

1

16
(2 cos 4x − 8 cos 2x + 6),en développant la puissane quatrième à l'aide de la formule du bin�me de Newton. De même

∀x ∈ R, sin6 x = − 1

64
(2 cos 6x − 12 cos 4x + 30 cos 2x − 20)Ainsi,

∀x ∈ R, f(x) =
1

16
− cos 2x

32
− cos 4x

16
+

cos 6x

32
,et don,

∀x ∈ R, F (x) =
t

16
− sin 2x

64
− sin 4x

64
+

sin 6x

192
+ CExerie 6 �1. Soit k ∈ Z. On a : ∀x ∈]kπ, (k + 1)π[, f(x) =

cosx

sin x
− cosx sin x, d'où :

∀x ∈]kπ, (k + 1)π[, F (x) = ln | sin x| − 1

2
sin2 x + C2. En e�etuant un hangement de variables u = cosx

∫

f(x) dx = −
∫

1

2 − u2
du =

1

2
√

2

∫
(

1

u −
√

2
− 1

u +
√

2

)

du.Ainsi :
F (x) =

1

2
√

2
ln | cosx −

√
2| − 1

2
√

2
ln | cosx +

√
2|,sur ] −∞,−

√
2[, ] −

√
2,
√

2[ ou ]
√

2, +∞[.3. Un hangement de variables y = cosx donne :
∫

f(x) dx = − 1

(1 − y2)2(1 + y2)Et là, bonjour les aluls.Soit on fait une déomposition en éléments simples de la fration, don de la forme
1

1 − y2)2(1 + y2)
=

a

(1 − y)2
+

b

1 − y
+

c

(1 + y)2
+

d

1 + y
+

ey + g

1 + y2
,Soit on ruse, en déomposant d'abord la fration en z = y2, don de la forme :

1

(1 − z)2(1 + z)
=

a

(1 − z)2
+

b

(1 − z)
+

c

1 + z
.Après mise sur le même dénominateur et identi�ation, on trouve :

1

(1 − y2)2(1 + y2)
=

2

3
· 1

(1 − y2)2
+

1

3
· 1

1 + y2On a :
∫

dy

(1 − y2)2
=

∫

1 − y2 + y2

(1 − y2)2
=

∫

1

(1 − y2)
+

∫

y2

(1 − y2)2
,et en e�etuant une IPP dans e dernier terme :

∫

dy

(1 − y2)2
=

∫

1

(1 − y2)
+

y

2(1 − y2)
− 1

2

∫

dy

1 − y2
=

1

2

∫

1

(1 − y2)
+

y

2(1 − y2)Or : ∫ 1

1 − y2
=

1

2

∫
(

frac11 − y +
1

1 + y

)

dy. Ainsi :
F (x) = −1

3
· y

1 − y2
+

1

6
ln |1 − y| − 1

6
ln |1 + y| − 1

3
Arctan y + C

= −1

3
· cosx

sin x
+

1

6
ln(1 − cosx) − 1

6
ln(1 + cosx) − 1

3
Arctan cosx + Csur tout intervalle ]kπ, (k + 1)π[, k ∈ Z. 3



4. Changement de variable t = tanx :
∫

f(x) =

∫

1

cos2 x
· 1

α + β tan2 x
dx =

∫

1

α + βt2
dt

• Si α = β = 0, e n'est pas dé�ni ;
• Si α = 0, β 6= 0, F (x) = − 1

β tan x
+ C

• Si α 6= 0, β = 0, F (x) =
tan x

α
+ C

• Si α 6= 0, β 6= 0, αβ > 0, F (x) =
1√
αβ

Arctan

(

√

β

α
tan x

)

+ C

• Si α 6= 0, β 6= 0, αβ < 0, F (x) =
1

2
√

|αβ|

(

ln

∣

∣

∣

∣

∣

1 +

√

∣

∣

∣

∣

α

β

∣

∣

∣

∣

tan x

∣

∣

∣

∣

∣

− ln

∣

∣

∣

∣

∣

1 −
√

∣

∣

∣

∣

α

β

∣

∣

∣

∣

tanx

∣

∣

∣

∣

∣

)

+ C.(dé�ni sur R)5. On traite les deux dernières questions onjointement en notant F une primitive de 5, G une primitivede 6. Alors :
F (x) + G(x) =

∫

1 dx = x + C1et
G(x) − F (x) =

∫

cosx − sin x

sinx + cosx
dx = ln | sinx + cosx| + C2.Ainsi, en résolvant le système obtenu :

F (x) =
1

2
ln | sin x + cosx| + x

2
+ C3, et G(x) = −1

2
ln | sin x + cosx| + x

2
+ C4,sur tout intervalle ]kπ − π

4
, (k + 1)π − π

4
[, k ∈ Z.6. Voir question préédente.Exerie 7 �1. ∫ 3

2

dx

x ln3 x
=

1

2 ln2 2
− 1

2 ln2 32. ∫ π

3π

4

tanx dx =
[

− ln | cosx|
]π

3π

4

= ln

√
2

2
= −1

2
ln 2.3. C'est de la forme u′

u , ave u = ln ◦ ln. Ainsi :
∫ x

ee

dt

t(ln t)(ln ln t)
=
[

ln | ln lnx|
]x

ee
= ln | ln lnx|,pour x ∈]1, +∞[\{e}4. ∫ π/4

0

tan2 x dx =

∫ π/4

0

1 + tan2 x − 1 dx =
[

tan x − x
]

π

4

0

= 1 − π

4
.5. IPP ave u(x) = ln2 x, v′(x) = 1 :

∫ 2

1

ln2 x dx = 2 ln2 2 − 2

∫ 2

1

lnx dx,et re-IPP :
∫ 2

1

ln2 x dx = 2 ln2 2 − 2 ln 2 + 2

∫ 2

1

1 dx = 2(ln2 2 − ln 2 + 1).6. Quatre IPP suessives, pour diminuer petit à petit le degré de x4 :
∫ 1

0

x4ex dx = 1−4

∫ 1

0

x3ex dx = −3+12

∫ 1

0

x2ex dx = 9−24

∫ 1

0

xex dx = −15+24

∫ 1

0

ex dx = 24e−39.7. Deux IPP suessives, en dérivant à haque fois la fontion trigonométrique (alul lassique) :
∫ π

0

ex sin x dx = −
∫ π

0

ex cosx dx = eπ + 1 −
∫ π

0

ex sin x dx.Ainsi, ∫ π

0

ex sinx dx =
1

2
(eπ + 1) 4



8. Une IPP en dérivant x :
∫ π/3

0

x

cos2(x)
dx =

[

x tan x
]π/3

0

−
∫ π/3

0

tan x dx =
√

3 + ln
1

2
=

√
3 − ln 2.9. Rebelotte.

∫ π/3

0

x tan2(x) dx =

∫ π/3

0

x(tan2 x + 1) dx − π2

18
=

√
3 − π2

18
+ ln 2,par IPP en intégrant 1 + tan2 x.10. Cdv x = y6 :

∫ 64

1

dx√
x + 3

√
x

=

∫ 2

1

6y5 dy

y3 + y2
= 6

∫ 2

1

(

y2 − y + 1 − 1

1 + y

)

dy,par une division eulidienne. Ainsi,
∫ 64

1

dx√
x + 3

√
x

= 6

(

7

3
− 1 + 1 − ln 3 + ln 2

)

= 14 − 6 ln 3 + 6 ln 2.11. dv x = sin t, pour faire partir la raine ave les propriétés du sin et du cos :
∫ 1

0

(1 − x2)
3

2 dx =

∫ π

2

0

cos t cos3 t dtpuis linéarisation :
∀t ∈ R, cos4 t =

1

16
(2 cos 4t + 8 cos 2t + 6) ,don

∫ 1

0

(1 − x2)
3

2 dx =
3π

16
.12. Fastohe !

∫ e

1

dx

x(1 + ln2 x)
=
[

Arctan lnx
]e

1

=
π

4
.13. On pose y =

√
x + 1, soit x = y2 − 1. Alors
∫ 1

0

x√
x + 1

dx =

∫

√
2

1

2(y2 − 1) dy =
2

3
(
√

2 − 1)2 − 2(
√

2 − 1).14. dv y = xn :
∫ 1

1

2

dx

x(xn + 3)
=

∫ 1

1

2

xn−1 dx

xn(xn + 3)
dx =

∫ 1

1

2n

dy

y(y + 3)

=
1

3
ln(2n) − 1

3

(

ln 4 − ln

(

3 +
1

2n

))

=
n − 2

3
ln 2 +

1

3
ln

(

3 +
1

2n

)15. On fait une DES (déomposition en éléments simples) en 2 étapes, en ommençant par une DESde la fration en la variable y = x2. Ainsi :
∫ 3

2

dx

x4 − 1
=

∫ 3

2

(

1

2
· 1

x2 − 1
− 1

2
· 1

x2 + 1

)

dx =

∫ 3

2

(

1

4
· 1

x − 1
− 1

4
· 1

x + 1
− 1

2
· 1

x2 + 1

)

dxOn trouve alors :
∫ 3

2

dx

x4 − 1
=

1

4
(ln 3 − ln 2) − 1

2
(Arctan 3 − Arctan 2).16. On obtient l'expression suivante (voir Exo 5, no 14), après DES, déoupage des frations obtenues,et mise sous forme anonique :

∫ 1

0

f(x) dx =
1

4
√

2

∫ 1

0

2x +
√

2

x2 +
√

2 · x + 1
dx +

1

2
√

2

∫ 1

0

√
2

(
√

2 · x + 1)2 + 1
dx

− 1

4
√

2

∫ 1

0

2x −
√

2

x2 −
√

2 · x + 1
dx +

1

2
√

2

∫ 1

0

√
2

(
√

2 · x − 1)2 + 1
dxpuis

∫ 1

0

f(x) dx =
1

4
√

2
ln

√
2 − 1√
2 + 1

+
1

2
√

2

(

Arctan(
√

2 + 1) − Arctan(
√

2 − 1)
)

.5


