LycEe LA BRUYERE, VERSAILLES 2009/2010
ECS 2 — Mathématiques

Analyse 3 — Intégrales — DL : révisions
Quelques éléments de correction

Intégration

Exercice 5 — On note a chaque fois F' les primitives. L’expression +C' signifie qu’on obtient toutes les

primitives en ajoutant a ’expression donnée n’importe quelle constante réelle.

1.

1 2
F(z)=Inz+ - — —— +C, sur R%.
(x) mgc—i—j7 a:+ , sur R

7

- < . _3
N’hésitez par & écrire le dernier terme sous la forme z~ 2

pour vous aider & le primitiver

3
. F(z) = Q(Arctan z)5 +C, sur R% (éventuellement sur R*)

. 1
En effet, on a une expression de la forme u/u~3

F(z) =vV2?2 —-2x+54+C, sur R.

En effet, le polynome de degré 2 est toujours positif (A > 0), et on a une expression du type

Lo ou\s
5u w2,

. F(z) =In(|Inz|) + C sur R

En effet on a du %

5. F(x) = —cos(e”) + C sur R

10.

11.

12.

13.

N’admet pas de primitive explicitable (on est ramené a [ % dy aprés changement de variable,
donc & une primitive pour l'intégrale de Dirichlet).

Par composition : F(z) = tan(lnz) + C.

Si on ne voit pas la composition, on peut aussi faire un changement de variable y = Int sur
xT

l'intégrale / f(¢) dt.
1

F(z) =In(e*+e *)4+C

En effet, c’est %’

Le degré du numérateur est inférieur au degré du dénominateur, on pourra donc écrire cette fraction

rationnelle sous la forme —%5 + bx + 3. On trouve b =3 et a = —2, d’ou :
F(z) =3In|z+ 3| —2In|x + 2| + C, sur chacun des intervalles | — 0o, 2], ]2, 3, |3, +o0].
1 3 1
Ont tout R\ {0,1,2 =3 -4 — .
n trouve pour tout x € R\ {0,1,2}, f(x) x+w+x—1+x+1

Ainsi : F(z) = 222 + In|z| 4+ 3In|z — 1| +In |z + 1| + C, sur chaque intervalle ] — co, —1[, ] — 1,0],
10,11, ]1, +o0].

N’oubliez pas de sortir la partie polynomiale de la fraction, obtenue en effectuant une division
euclidienne.

1 1 1 1 1 1
On trouve, pour tout z € R\ {—1,1}, f(:v)zz-x_l 17311 % Pil
Ainsi, F(z) = +Injz — 1| = 1In|z + 1| — 1 Arctanz + C sur | — oo, —1[, |1, —1[ ou ]1, 4+o0l.
Constatez que la dérivée de x — Arctan% est x — ﬁ

Ainsi, on a —u’ - u, d’ou :
1 1\?
F(r) = —3 (Arctan E) +C, sur R, ou RY.

On peut le retrouver par un changement de variable y = %
1 rz+1

On a, pour tout « # 0, f(z) = E—m,puls:
1 r+ 1 1 1
f(x)_g+172+1172—|—1 5 3 2 1 2
1 (sqrt3 (‘T+§)) +1
1 z+1 1 e




14.

15.

16.

17.

1
5)) +C, sur R*, ou RY.

Apreés factorisation du dénominateur, et décomposition en éléments simples :

1 1 2
Donc F(z) =ln|z|+ = In(z®> + 2z + 1 —l——Arctan(— (9c+
(@) =Ina| + 5 In( )+ 7

VreR, f(z)= 2”“ . RS

242 2+1 22—-V2-2+1

1 22 + /2 1 1 1 20 — /2 1 1
4\/§.x2+\/§~x+1 Z.x2+\/§~x+1_4\/§.x2+\/§-x—1+1.x2—\/§-x+1

1 2z + V2 1 V2 1 20 — /2 1 V2

T P21 vietl 23 (VBatlp4l B 2 —viaetl 23 (VEoa—1241

On obtient donc :

F(z) = 2+ V2x41) - 1n(x2—\/5-:10—}—1)+2Arctan(\/§-x+1)+2Arctan(\/§-x—1))+C,

4\/_ (1n(
sur R.

Rappel : Si on note [ f(z) dz une primitive de f (notation définie 4 une constante
additive prés), le changement de variable s’exprime par la formule

[ @) do= [ rewne o a

ot la premiére primitive est exprimée avec la variable z, et la seconde avec la variable t.
Les nouvelles expressions des bornes partent pour la borne inférieure dans la constante
(on base simplement la primitive en un autre point), ou dans la réexpression de ¢ en
fonction de x, effectuée en fin de calcul.

La fonction est définie sur | — 1, 1]. Ici, on pose y = z+1 On a alors
1+ 92 4y
=1 7 =p(y) donc: dz = =2

puis, ¢ étant C! sur | — 1, 1],

/f(:c) dx_/ﬁ dy.

Second rappel : ’intégration par partie s’exprime sur les primitives sous la forme :

le seconde terme de la variation de uv partant dans le constante d’intégration

Ainsi, en posant

Yy, u(y)=2y et w(y) =

de classe C', on obtient :

2y 2 2y
/f(:z:) dz = 1_y2—/1_y2 = 1_y2—|—1n|1—y|—ln|1+y|.

On trouve alors les primitives de f en remplacant y par ) dans cette expression, et en
x

ajoutant une constante quelconque.

On fait une IPP, sur le méme principe que dans la question précédente :

_Inz 1 l1+Inz
/f — + — == + C,
x x
sur |0, 4+o0[.
Ona:
f(z) = sinz cos? 2(1 — cos® 2) = sinx cos® x — sin x cos™ x.
Donc 1 1
F(z) = 3 cos® z — R cos® z + O, sur R.



18. f(z) = sin*z — sin® . On linéarise :
e~ iz _ eix)4 1

-4 o o
Vr € R, sin I_W_lﬁ

(2 cosdx — 8 cos 2z + 6),
en développant la puissance quatriéme & ’aide de la formule du binéme de Newton. De méme

1
VreR, sin®z= —a(QCOSGJJ — 12 cos4x + 30 cos 2z — 20)

Ainsi,
1 cos2x cosdx  cosbx
VeeR J@) =5 T T e
et donc,
t sin2x sindx  sin6z
Vo € R, F(m)—ﬁ— o1 6 + 192 +C
Exercice 6 —
. Ccos T .
1. Soit k € Z. On a : Vz €lkr, (k + )|, f(x) = g cosTsing, d’ou :

1
Vo €lkm, (k+ 7], F(z)=In|sinz| — 3 sin®z + C

2. En effectuant un changement de variables u = cos x

1 1
F(.I) = 2—\/§1D|COSI—\/§|—2—\/§1H|COS$+\/§|,
sur | — oo, —v/2[, ] — v/2,v2[ ou ]v/2, +o0].

3. Un changement de variables y = cosx donne :

Ainsi :

1
/f("”) W= )

Soit on fait une décomposition en éléments simples de la fraction, donc de la forme

Et 13, bonjour les calculs.

1 B a n b n c n d ey+g
L=y2)2(1+y?) (1-y? 1-y (1+y? 14y 1+y*
Soit on ruse, en décomposant d’abord la fraction en z = 2, donc de la forme :

1 B a n b n c
(1-22(1+2) (1-22 (1-2 1+z
Apreés mise sur le méme dénominateur et identification, on trouve :
1 2 1 1 1

-2 +y8) 3 0-y)7 3 1+¢2

/(1 _dz2)2 _/1(122;—)22 _/(1—1y2) +/ 1 _y;)gv

et en effectuant une IPP dans ce dernier terme :

dy 1 Y 1 dy 1 1 Y
/(1—y2)2_/(1—y2)+2(1—y2)_5/1—y2_5/(1—y2)+2(1—y2)

1 1 1
Or:/l—y2 _§/<fracll—y+m) dy. Ainsi :

1y 1 1 1
F(x):_g. 1_y2+61n|1—y|—61n|1+y|—gArctany—i—C

1 1 1 1
=-3 Z?ji + Eln(l —cosx) — Eln(l +coszx) — gArctancosx—i— C

sur tout intervalle |kr, (k + 1)x[, k € Z.



4. Changement de variable ¢t = tanx :

1 1 1
p— . d = e dt
/f(:z:) / cos2z a+ ftan’x . / a + [t2

Sia= (=0, ce nest pas défini;

OSiazo,ﬁ;ﬁO,F(m)z—ﬁtanx—i—

oSia#O,ﬂZO,F(I):ta;II—I—C
oSioz;éO,B;éO,a6>O,F(x)_\/%_ﬁArctan<\/§tanx>—I—C
oSia#O,ﬁ#O,aﬁ<0,F(m):2 Tam (lnl—i— ‘%tanx —In|l-— ’%tanx)—i—c.

(défini sur R)
5. On traite les deux derniéres questions conjointement en notant F' une primitive de 5, G une primitive
de 6. Alors :

F(x)—|—G(3:):/1d:1::x—|—C’1
et .
G(x)—F(x)z/w dz =1In|sinz + cosz| 4+ Cs.

sinx + cosx
Ainsi, en résolvant le systéme obtenu :

1 1
F(x):§1n|sinx+00sx|+g+03, et G(x):—§ln|sinx+cos:v|+g+04,

sur tout intervalle |kr — %, (k + 1)7 — 5[, k € Z.

6. Voir question précédente.

Exercice 7 —
. /3 dz 1 1
" s rin®z  2mn%?2 2In%3

T 77 2 1
. / tanz do = {—ln|cosa:|]g :1n£:—§1n2.
3 T

3m
4

N

3. Cest de la forme %, avec v = Inoln. Ainsi :

* dt -
/ee t(Int)(Inlnt) [ n|In nxﬂce n|lnlnz|,

pour z €]1, +oo[\{e}

/4 /4 z
4./ tan2a:d3::/ 1—|—tan2x—1dx:[tanx—x} =1-
0 0

1

0
5. IPP avec u(z) = In’z, v'(z) =1 :

2 2
/ ln2xdx:2ln22—2/ Inz dz,
1 1

2 2
/ 1n2xdx=21n22—21n2+2/ 1de=2(In*2—-1n2+1).
1 1

et re-IPP :

6. Quatre IPP successives, pour diminuer petit & petit le degré de x* :
1 1 1 1 1
/ zte® dz = 1—4/ z3e® do = —3+12/ z?e® dx = 9—24/ ze® dr = —15+24/ e” dx = 24e—39.
0 0 0 0 0
7. Deux IPP successives, en dérivant a chaque fois la fonction trigonométrique (calcul classique) :

v iy v
/ e’ sinx dxz—/ e” cosx dac:e”—i—l—/ e”sinx dz.
0 0 0

4 1
Ainsi, / e’sinx dr = 5(67r +1)
0



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Une IPP en dérivant x :

/3 T /3 /3 1
/ 7dx:{xtanx} —/ tanz dz =vV3+Iln= =3 —In2.
o cos?(z) 0 0 2

Rebelotte.

/3 /3 2
/ xtan? () dx:/ r(tan® x + 1) dx——:ﬁ———l—ln?
o ) 18 18

par IPP en intégrant 1 + tan? z.

Cdv z =y
64 5 2
6y° dy dy / 9 1
g+l —— ) dy,
/f+\f / v+ AU v Rt

par une division euclidienne. Ainsi,

64
dz 7
— — =6(=-—14+1—-In3+In2)=14—-—6In3+6In2.
. it a <3+ n+n) ns+ 6

cdv x = sint, pour faire partir la racine avec les propriétés du sin et du cos :

s

1 3
/ (1—3:2)% d:z::/ costcos® t dt
0 0

1
VteR, costt = T: (2cos4t + 8cos2t + 6),

1
/ (1 —xQ)% dz = 3—7T
o 16

e d e
/ 7332 = {Arctanln:v] = z.
1 z(14+In"x) 1 4

On pose y = vz + 1, soit = = y? — 1. Alors

. v 2
/0 \/md“/l 2"~ dy=z(vV2-1)" = 2(v2 - 1).
cdvy=2z"

/1 dx /1 2" dx /1 dy
= dx - T o
1 x(@n+3)  Jy an(a" +3) & Yy +3)

1 1 1 n—2 1 1
=_-In(2")— = (In4 -1 — = In2+ =1
311( ) 3(11 n(3+2n)> 3 n +3n<3+2n>

On fait une DES (décomposition en éléments simples) en 2 étapes, en commengant par une DES
de la fraction en la variable y = 2. Ainsi :

3 dz 371 1 1 1 37101 11 1 1
4—: _—  — dx: —_ _ = —_ — . dx
5 xt—1 9 \2 22—-1 2 2241 o \4 z—-1 4 z4+1 2 2241

On trouve alors :

puis linéarisation :

donc

Fastoche!

3
d 1
/2 i fl 1 (ln3 In2) — 5(Arctan3 — Arctan 2).

On obtient expression suivante (voir Exo 5, n° 14), aprés DES, découpage des fractions obtenues,
et mise sous forme canonique :

1 ! 2z + /2 V2
/0 f(x)dx—4\/_/ 2 4+2- x+1dx+2\/§ 0 (\/ﬁ'x"‘l)z"'ldx
V2

20 — /2
dz + dzx
4[/ 222z +1 2v2 Jo (V22 —-1)2+1

puis

! 1 vV2-1 1
/Of(:v) dx:4\/§1n\/§+1+2\/§ (Arctan(\/ﬁ—l—l)—Arctan(\/i—l)).



