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i
e 1 � (Exer
i
e te
hnique)1. Séries numériques(a) On a :
(

1 +
1

n
+

1

n2

)
1

sin(1/n)

= e
1

sin(1/n)
ln(1+ 1

n + 1
n2 ).Un très rapide 
al
ul d'équivalent montre que 
ette expression admet e pour limite en +∞, don
 leterme général de la série tend vers 0. Ainsi, la série n'est pas grossièrement divergente.De plus, au voisinage de +∞

ln
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=
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2

(

1

n
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)2

+ o

+∞

(

1

n2
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=
1

n
+

1

2n2
+ o

+∞

(

1

n2

)

.De plus,
sin

(

1

n

)

=
1

n
− 1

6n3
+ o

+∞

(

1

n3

)

=
1

n

(

1 − 1

6n2
+ o

+∞

(

1

n2

))

.Par 
onséquent,
1

sin(1/n)
= n

(

1 +
1

6n2
+ o

+∞

(

1

n2

))

= n +
1

6n
+ o

+∞

(

1

n

)

;Ainsi,
1

sin(1/n)
ln

(

1 +
1

n
+

1

n2

)

= 1 +
1

2n
+ o

+∞
(1n) ,puis

(

1 +
1

n
+

1

n2

)
1

sin(1/n)

= e

(

1 +
1

2n
+ o

+∞

(

1

n

))

− e =
e

2n
+ o

+∞

(

1

n

)Ainsi, le terme général de la série est équivalent à e

2n
, terme général positif d'une séri e de Riemanndivergente. Ainsi, le terme général de la série 
onsidérée est aussi positif, au moins à partir d'un
ertain rang, et d'après le théorème de 
omparaison par équivalents des séries à termes positifs, lasérie ∑

n∈N∗

(

(

1 +
1

n
+

1

n2

)
1

sin(1/n)

− e

) est divergente.(b) On a 3n3 − 2n2 + n − 1

n!
∼

+∞

3n(n − 1)(n − 2)

n!
=

3

(n − 3)!
.Or,∑ 3

(n − 3)!
est 
onvergente en tant que série exponentielle (de paramètre 1). Don
, 
omme elleà termes positifs, la série ∑

n∈N

3n3 − 2n2 + n − 1

n!
est aussi à terme positifs, au moins à partir d'un
ertain rang, et d'après le théorème de 
omparaison des séries à termes positifs par équivalen
es, elleest 
onvergente.Pour tout n ∈ N,

3n3 − 2n2 + n − 1 = 3n(n − 1)(n − 2) + 7n(n − 1) + 2n− 1.Ainsi, toutes les sommes étant 
onvergentes en tant que sommes exponentielles,
+∞
∑

n=0

3n3 − 2n2 + n − 1

n!
= 3

+∞
∑

n=0

n(n − 1)(n − 2)

n!
+ 7

+∞
∑

n=0

n(n − 1)

n!
+ 2

+∞
∑

n=0

n

n!
−

+∞
∑

n=0

1

n!
.1



Les premiers termes de 
ha
une de 
es séries (sauf la dernière) sont nuls, et il reste don
, aprèssuppression de 
es termes nuls :
+∞
∑

n=0

3n3 − 2n2 + n − 1

n!
= 3

+∞
∑

n=3

n(n − 1)(n − 2)

n!
+ 7

+∞
∑

n=2

n(n − 1)

n!
+ 2

+∞
∑

n=1

n

n!
−

+∞
∑

n=0

1

n!

= 3
+∞
∑

n=3

1

(n − 3)!
+ 7

+∞
∑

n=2

1

(n − 2)!
+ 2

+∞
∑

n=1

1

(n − 1)!
−

+∞
∑

n=0

1

n!
,par simpli�
ation des termes supérieurs des fa
torielles. On termine par des 
hangements d'indi
es,amenant :

+∞
∑

n=0

3n3 − 2n2 + n − 1

n!
= 3

+∞
∑

n=0

1

n!
+ 7

+∞
∑

n=0

1

n!
+ 2

+∞
∑

n=0

1

n!
−

+∞
∑

n=0

1

n!
= 11e.(
) Tout d'abord, n3

3n
∼

+∞

(n + 1)(n + 2)(n + 3)

3n
, et ∑

n∈N

(n + 1)(n + 2)(n + 3)

3n

onverge en tant que sériesérivée d'ordre 3 de la série géométrique (série du bin�me négatif), de raison 1

3 ∈]−, 1, 1[. Les sériesétant à termes positifs, on en déduit la 
onvergen
e de ∑ n3

3n
.De plus, pour tout n ∈ N,

n3 = (n + 1)(n + 2)(n + 3)− 6n2 − 11n− 6 = (n + 1)(n + 2)(n + 3)− 6(n + 1)(n + 2) + 7(n + 1)− 1.Ainsi, puisque toutes 
es séries 
onvergent en tant que séries du bin�mes négatifs, on obtient :
+∞
∑

n=0

n3

3n
=

+∞
∑

n=0

(n + 1)(n + 2)(n + 3)

3n
− 6

+∞
∑

n=0

(n + 1)(n + 2)

3n
+ 7

+∞
∑

n=0

(n + 1)

3n
−

+∞
∑

n=0

1

3n

=
6

(

1 − 1
3

)4 − 6 · 2
(

1 − 1
3

)3 + 7 · 1
(

1 − 1
3

)2 − 1
(

1 − 1
3

)

=
243

8
− 81

2
+

63

4
− 3

2
=

243 − 324 + 126 − 12

8
=

27

82. Développements limités(a) Au voisinage de 0, on a :
cosx = 1 − x2

2
+

x4

24
+ o

+∞
(x5),don


ln(1 + cosx) = ln

(

2 − x2

2
+

x4

24
+ o

+∞
(x5)

)

= ln 2 + ln

(

1 − x2

4
+

x4

48
+ o

+∞
(x5)

)

= ln 2 − x2

4
+

x4

48
− 1

2

x4

16
+ o(x5)

= ln 2 − x2

4
− x4

96
+ o(x5)

= ln 2

(

1 − x2

4 ln 2
− x4

96 ln 2

)

+ o(x5)On inverse 
ela, et on obtient don
 :
1

ln(1 + cosx)
=

1

ln 2

(

1 +
x2

4 ln 2
+

x4

96 ln 2
+

x4

16 ln2 2

)

+ o(x5)

=
1

ln 2
+

x2

4 ln2 2
+

(

1

96 ln2 2
+

1

16 ln3 2

)

x4 + o(x5)2



(b) On a, au voisinage de 0 :
tanx =

sin x

cosx
=

x − x3

6 + o(x3)

1 − x2

2 + o(x3)
=

(

x − x3

6

)(

1 +
x2

2

)

+ o(x3) = x +
x3

3
+ o(x3).Pour 
al
uler le DL de l'Ar
tan, on peut déterminer (
'est fa
ile) 
elui de sa dérivée, puis intégrer.Mais l'intégration de DL n'est en fait pas au programme. On peut s'en sortir à l'aide de la formule deTaylor-Young, du fait que Arctan est de 
lasse C3. Il faut pour 
ela déterminer les dérivées su

essivesde Arctan en 0. Pour 
ela, on va en fait 
al
uler les dérivées su

essives de sa dérivée dé�nie par

∀x ∈ R, Arctan′(x) =
1

1 + x2
= 1 − x2 + o(x2).Or, en identi�ant ave
 le DL obtenu pour 
ette fon
tion par la formule de Taylor-Young (par uni
itédu DL), on obtient :

Arctan′(0) = 1, Arctan′′(0) = 0 et Arctan(3)(0) = 2!(−1) = −2.Comme de plus, Arctan(0) = 0, il vient, d'après la formule de Taylor-Young,
Arctan(x) = x − 2

6
x3 + o(x3) = x − x3

3
+ o(x3).C'est la seule méthode que vous puissiez appliquer systématiquement pour intégrer un DL, à 
ondi-tion d'avoir les hypothèses de régularité né
essaires.Pour l'ar
tangente, on peut utiliser une autre méthode, issue du fait qu'il s'agit de la ré
iproquede tan. Tout d'abord, étant de 
lasse C3, Arctan admet un DL à l'ordre 3, d'après la formule deTaylor-Young. Comme Arctan x = 0, il n'y a pas de terme 
onstant. Notons don
 
e DL :

Arctan x = ax + bx2 + cx3 + o(x3).On a tan(Arctanx) = x, don
, en 
omposant 
e DL ave
 
elui de la tangente :
ax + bx2 + cx3 +

a3

3
x3 + o(x3) = x.On identi�e (uni
ité du DL), et on obtient :

a = 1, b = 0, c = −a3

3
= −1

3
.On retrouve don
 le DL : Arctanx = x − x3

3
+ o(x3).On a alors :

ln(Arctanx) − ln(tanx) = ln
Arctanx

tanx
= ln

1 − x2

3 + o(x2)

1 + x2

3 + o(x2)

= ln

((

1 − x2

3

)(

1 − x2

3

)

+ o(x2)

)

= ln

(

1 − 2

3
x2 + o(x2

)

∼
0
−2

3
x2.3. Intégrales(a) Posons, pour tout x ∈ [2, +∞[, f(x) = (ln x)− lnx. La fon
tion f est bien dé�nie sur 
et intervalle,et y est 
ontinue. Don
 l'intégrale n'a qu'une impropreté en +∞. De plus, pour tout x > 2,

0 6 x2(lnx)− ln x = e2 ln x−lnx(ln(ln x)) = eln x(2−ln(ln x))Or,
lim

x→+∞
2 − ln(lnx)) = −∞ et lim

x→+∞
lnx = +∞ don
: lim

x→+∞
elnx(2−ln(ln x)) = 0.Ainsi, f(x) = o

(

1

x2

), et, les fon
tions étant positives, ∫ +∞

2

f(x) dx 
onverge, puisque ∫ +∞

2

dx

x2
onverge, en tant que série de Riemann de paramètre 2, en la borne +∞.3



(b) Soit, pour tout x ∈ [0, +∞[, f(x) =
1 + ex

1 + e2x
. La fon
tion f est 
ontinue sur [0, +∞[, don
 l'intégralen'a qu'une impropreté, en +∞. De plus,

x2f(x) ∼
+∞

x2

ex
→ 0,don
 f(x) = o

(

1

x2

), et 
omme dans la question pré
édente, les fon
tions étant positives, on obtientla 
onvergen
e de l'intégrale.E�e
tuons un 
hangement de variable y = ex = ϕ(x), dy = ex dx. La fon
tion ϕ est de 
lasse C1,stri
tement 
roissante, bije
tive de [0, +∞[ sur [1, +∞[. Ainsi :
I =

∫ +∞

0

1 + ex

1 + e2x
dx =

∫ +∞

0

1 + ex

ex + e3x
ex dx =

∫ +∞

1

1 + y

y(1 + y2)
dy.Cher
hons a, b et c tels que

∀y 6= 0,
1 + y

y(1 + y2)
=

a

y
+

by + c

y2 + 1
=

ay2 + a + by2 + cy

y(y2 + 1)
.On trouve a = 1, c = 1 et b = −1. Ainsi,

I =

∫ +∞

1

1

y
+

−y + 1

y2 + 1
dy.Soit A > 1 (on est obligé, 
ar on se retrouve ave
 deux intégrales sur les trois qui divergent).

∫ A

1

1

y
+

−y + 1

y2 + 1
dy =

[

ln y
]A

1
− 1

2

[

ln(y2 + 1)
]A

1
+
[

Arctan y
]A

1

= lnA − 1

2
ln(A2 + 1) +

1

2
ln 2 + ArctanA − π

4

=
1

2
ln

A2

A2 + 1
+ ArctanA +

ln 2

2
− π

4
.En passant à la limite lorsque A tend vers +∞, on obtient :

I =
ln 2

2
+

π

4
.(
) On dé�nit, pour tout x ∈ R :
h(x) =

ex + e−x

2
, sh(x) =

ex − e−x

2
, th(x) =

sh(x)
h(x)
.i. Les fon
tions sh, 
h et th sont dé�nies, 
ontinues et dérivables sur R, en tant que sommes,quotients de fon
tions dérivables sur R, le dénominateur (pour th) ne s'annulant pas (
h eststri
tement positif). On a :

∀x ∈ R, sh′(x) =
ex + e−x

2
= 
hx, 
h′(x) =

ex − e−x

2
= sh(x) et th′x =


h2x − sh2x
h2(x)
.ii. Puisque sh′ = 
h, sh′ est stri
tement positive sur R, don
 sh est stri
tement 
roissante sur R.On n'a au
une forme indéterminée pour le 
al
ul des limites et on obtient dire
tement :

lim
x→−∞

sh(x) = −∞ et lim
x→+∞

sh(x) = +∞.iii. On a, pour tout x ∈ R,
|
hx| =

|ex + e−x|
2

>
||ex| − |e−x||

2
=

|ex − e−x

2
= |shx|,d'après l'inégalité triangulaire. Ainsi, 
h2(x)−sh2(x) > 0, et don
 th′ > 0 sur R. Par 
onséquent,th est 
roissante sur R.De plus, thx =

ex − e−x

ex + e−x
∼
−∞

−e−x

e−x
= −1.Don
 lim

x→−∞
th(x) = −1. De même, lim

x→+∞
thx = 1.4



iv. Soit x ∈ R. On a :
h2x − sh2x =
1

4

(

(ex + e−x)2 − (ex − e−x)2
)

=
1

4

(

e2x + 2 + e−2x − e2x + 2 − e−2x
)

= 1.v. La fon
tion x 7→ dx

(1 + x2)
3
2

est 
ontinue sur R, don
 on a deux impropretés, en −∞ et en +∞.On a :
1

(1 + x2)
3
2

∼
−∞

1

|x| 32
et 1

(1 + x2)
3
2

∼
+∞

1

x
3
2

.Don
, par 
omparaison aux deux bornes ave
 deux intégrales de Riemann 
onvergentes (
arde paramètre 3
2 > 1 en des bornes in�nes), et par positivité des fon
tions, on en déduit quel'intégrale est 
onvergente.On fait le 
hangement de variable x = shy (désolé, j'avais inversé x et y, mais les variablesétant muettes...), don
 dx = 
hy dy. Alors sh étant, d'après l'étude qui pré
ède, de 
lasse C1,stri
tement 
roissante, bije
tive de R dans R, il vient :
∫ +∞

−∞

dx

(1 + x2)
3
2

=

∫ +∞

−∞


hy dy

(1 + sh2y)
3
2

=

∫ +∞

−∞


hy dy

(
h2y)
3
2

=

∫ +∞

−∞

dy
h2y
,d'après la relation du (iv). Ainsi, d'après l'expression de la dérivée de th, et la relation (iv), onobtient :

∫ +∞

−∞

dx

(1 + x2)
3
2

=
[thy

]lim+∞

lim−∞

= 1 − (−1) = 2.Exer
i
e 2 � (É
ri
ome 2007)1. Les développements usuels à l'ordre n utilisés i
i sont, au voisinage de 0 :
ex =

n
∑

k=0

xk

k!
+ o(xn) et ln(1 + y) =

n
∑

k=1

(−1)k+1 yk

k
+ o(xn).I
i, il vient don


2 − ex = 2 − 1 − x − x2

2
+ o(x2) = 1 − x − x2

2
+ o(x2).D'où, par 
omposition, le terme −x − x2

2 étant bien de limite nulle :
ln(2 − ex) = ln

(

1 − x − x2

2
+ o(x2)

)

=

(

−x − x2

2

)

− x2

2
+ o(x2) = −x − x2 + o(x2).2. (a) Soit k un entier supérieur ou égal à 2. Alors 1

k
> 0, don
 e

1
k > 1, puis

2 − e
1
k < 1.De plus, k > 2, don
 1

k
6

1
2 , don
 e

1
k 6

√
e, par 
roissan
e de l'exponentielle. Or,

e < 4 don
: √
e < 2 don
: 2 − e

1
k > 0.On a bien obtenu : 2 − e

1
k ∈]0, 1[.(b) Par 
onséquent,

∀k > 2, ln(2 − e
1
k ) < 0.(
) Lorsque k tend vers +∞, 1

k
tend vers 0, et on peut don
 utiliser le développement limité de laquestion 1, qui fournit l'équivalent suivant :

ln(2 − e
1
k ) ∼

+∞
−1

k
.Les séries∑ ln(2−e

1
k ) et∑− 1

k
étant toutes deux à termes toujours négatifs (don
 de signe 
onstant),l'équivalent 
i-dessus permet d'a�rmer qu'elles sont de même nature. Or∑− 1

k
diverge en tant quesérie de Riemann de paramètre 1. Don
 la série de terme général ln(2 − e

1
k ) est divergente.5



(d) La suite (Vn) est la somme partielle de la série de la question pré
édente. Les termes étant tousnégatifs, (Vn) est dé
roissante, et elle ne 
onverge par vers une limite �nie, puisque la série estdivergente. Don
 elle diverge vers −∞, don
 :
lim

n→+∞
Vn = −∞, puis: lim

n→+∞
un = 0.3. (a) Soit n > 2. On a :

n
∑

k=2

[

ln(2 − e
1
k ) − ln

(

1 − 1

k

)]

=

n
∑

k=2

ln(2 − e
1
k ) −

n
∑

k=2

ln
k − 1

k

= Vn −
n
∑

k=2

(ln(k − 1) − ln(k))

= lnun − ln 1 + lnn = ln(nun),la dernière somme état une somme téles
opique.(b) On utilise le DL trouvé dans la question 1, valide i
i puisque 1
k
tend vers 0 lorsque k tend vers +∞.On a alors :

ln(2 − e
1
k ) − ln

(

1 − 1

k

)

= −1

k
− 1

k2
+

1

k
+

1

2k2
+ o

+∞

(

1

k2

)

= − 1

2k2
+ o

+∞

(

1

k2

)

.Ainsi, on obtient l'équivalent suivant : ln(2 − e
1
k ) − ln

(

1 − 1

k

)

∼
+∞

− 1

2k2
.(
) Par 
onséquent, le membre de droite de 
et équivalent étant de signe 
onstant (négatif), il en est demême du membre de gau
he, au moins à partir d'un 
ertain rang, et les deux séries dont les termesgénéraux sont donnés par 
es deux expressions équivalentes sont don
 de même nature. Or,∑

k>2

− 1

2k2
onverge, en tant que série de Riemann de paramètre 2 > 1, don
∑
k>2

ln(2−e
1
k )−ln

(

1 − 1

k

) 
onvergeégalement.Soit S la somme de 
ette série. On a don
, d'après la question 3(a),
lim

n→+∞
ln(nun) = S don
: lim

n→+∞
nun = eS , don
: un ∼

+∞

eS

n
,Il su�t don
 de poser K = eS > 0.Les séries ∑un et ∑ K

n
étant à termes positifs, elles ont même nature, du fait de l'équivalent
i-dessus. Or,∑ K

n
diverge en tant que série de Riemann de paramètre 1 6 1, don
 ∑un diverge.4. On pose Sn =

n
∑

k=2

(−1)kuk.(a) La suite (Vn)n>2 est la suite des sommes partielles d'une série à terme général négatif, don
 (Vn)n>2est dé
roissante. Par 
roissan
e de la fon
tion exponentielle, la suite (un)n>2 est aussi dé
roissante.(b) On a don
 (un)n>2 dé
roissante positive, et de limite nulle. Ainsi :
• ∀n ∈ N

∗, S2n+2 − S2n =

2n+2
∑

k=2

(−1)kuk −
2n
∑

k=2

(−1)kuk = u2n+2 − u2n+1 6 0,puisque (un)n>2 est dé
roissante. Don
 (S2n)n∈N∗ est dé
roissante ;
• ∀n ∈ N

∗, S2n+3 − S2n+1 =

2n+3
∑

k=2

(−1)kuk −
2n+1
∑

k=2

(−1)kuk = u2n+2 − u2n+3 > 0,puisque (un)n>2 est dé
roissante. Don
 (S2n+1)n∈N∗ est 
roissante ;
• ∀n ∈ N

∗, S2n+1 − S2n =
2n+1
∑

k=2

(−1)kuk −
2n
∑

k=2

(−1)kuk = (−1)2n+1u2n+1 = −u2n+1,don
 lim
n→+∞

S2n+1 − S2n = 0, puisque (un) est de limite nulle.Ainsi, (S2n)n∈N∗ et (S2n+1)n∈N∗ sont deux suites adja
entes.6



(
) Les suites (S2n)n∈N∗ et (S2n+1)n∈N∗ étant adja
entes, elles admettent une même limite �nie ℓ. Par
onséquent, étant donné ε > 0 :
• ∃N1 > 0, ∀n > N1, |S2n − ℓ| < ε
• ∃N2 > 0, ∀n > N2, |S2n+1 − ℓ| < εAinsi, pour tout n > 2 max(N1, N2), |Sn − ℓ| < ε.On en déduit que (Sn)n>2 admet une limite �nie, don
 que la série de terme général (−1)nun
onverge.(d) Soit n > 2.
• Supposons que n est pair, et posons, n = 2m. Puisque (S2n) est dé
roissante de limite +∞

∑

k=2

(−1)kuk,et que (S2n+1) est 
roissante de même limite, on a :
S2m+1 6

+∞
∑

k=2

(−1)kuk 6 S2m.Ainsi, en soustrayant S2m, on obtient :
(−1)2m+1u2m+1 6 S2m+1 − S2m 6

+∞
∑

k=2

(−1)kuk − S2m 6 0.Or, (−1)2m+1u2m+1 = −u2m+1 > −u2m, 
ar (un) est dé
roissante. Ainsi
∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

k=2

(−1)kuk − Sn

∣

∣

∣

∣

∣

6 un.

• De la même façon, si n est impair, on peut é
rire n = 2m + 1, et on obtient
0 6

+∞
∑

k=2

(−1)kuk − S2m+1 6 S2m − S2m+1 = −(−1)2m+1u2m+1 = u2m+1,d'où :
∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

k=2

(−1)kuk − Sn

∣

∣

∣

∣

∣

6 un.Cette majoration est don
 valable pour tout n. Ainsi, pour tout n > 2, un est un majorant de l'erreurfaite en appro
hant la somme de la série par sa somme partielle Sn. On obtient don
 la fon
tionsuivante, dans laquelle on 
al
ule 
onjointement la suite (Vn) et la somme partielle (Sn).fun
tion somme(e:real):real;var u,v,S:real;k:integer;beginif e<=0 then {test de 
ohéren
e: e doit être positif}beginwriteln('erreur');halt;end;v:=0; {initialisation de la suite V}S:=0; {initialisation de la somme partielle}k:=1; {initialisation de l'indi
e k}repeatk:=k+1; {on in
rémente k: le premier indi
e
onsidéré sera bien k=2}v:= v + \ln(2-exp(1/k)); {
al
ul du terme suivant de la suite (V_k)}u:=exp(v); {
al
ul de u_k}if (k mod 2) = 0 {
al
ul de la somme partielle, en distinguant7



suivant la parité, pour avoir le bon signe}then S:=S+uelse S:=S-u;untilu<e; {
ondition d'arrêt d'après 
e qui pré
ède}somme:=S;end;Problème � (d'après EM Lyon 2006)Partie I � Préliminaires1. (a) Soit n ∈ N. D'après les 
roissan
es 
omparées, t2 étant de limite +∞ en +∞, on a
e−t2 = o

t→+∞

(

1

(t2)1+
n
2

) don
: tne−t2 = o

t→+∞

(

1

t2

)

.Remarque : être très pré
is dans une question de 
e type, qui est une appli
ation très dire
te du
ours !(b) La fon
tion t 7→ tne−t2 est 
ontinue sur ]−∞, +∞[. On a don
 deux impropretés en −∞ et +∞. Deplus, 
ette fon
tion étant paire si n est paire, et impaire si n est impaire, l'intégrale sera de mêmenature en 
ha
une des deux bornes. Il su�t don
 de montrer la 
onvergen
e pour la borne +∞.Or, d'après la question 1(a),
tne−t2 = o

(

1

t2

)

,Comme ∫ +∞

1

dt

t2

onverge en tant qu'intégrale de Riemann de paramètre 2 > 1 au voisinage d'uneborne in�nie, on en déduit que ∫ +∞

1

tne−t2 dt 
onverge, d'après le théorème de 
omparaison d'inté-grales par négligeabilité au voisinage d'une borne, les fon
tions étant positives au voisinage de 
etteborne, puis que ∫ +∞

−∞

tne−t2 dt 
onverge, d'après l'argument qui pré
ède.2. Soit P ∈ R[X ], ainsi, P est une 
ombinaison linéaire (�nie) de mon�mes Xn, don
 l'intégrale ∫ +∞

−∞

P (t)e−t2 dtest une 
ombinaison linéaire d'intégrales telles que dans la question 1(b), toutes 
onvergentes. Ainsi, l'in-tégrale ∫ +∞

−∞

P (t)e−t2 dt est 
onvergente.3. On a :
I0 =

∫ +∞

−∞

e−t2 dt =
√

π(il s'agit de l'intégrale de Gauss). De plus, l'intégrale I1 étant 
onvergente, on peut faire son 
al
uldire
tement sur l'intégrale impropre, toutes les limites que nous sommes amenés ainsi à é
rire existant :
I1 =

∫ +∞

−∞

te−t2 dt =
[

− 1

2
e−t2

]lim+∞

lim−∞

= 0.On aurait aussi pu dire dire
tement que la fon
tion t 7→ te−t2 est impaire, et l'intégrale 
onvergente, d'oùle résultat.4. Soit n ∈ N. On a :
In+2 =

∫ +∞

−∞

tn+2e−t2 .On pose les fon
tions u et v, de 
lasse C1 sur R, dé�nies par :
∀t ∈ R, u(t) = tn+1, εu′(t) = (n + 1)tn, v(t) = −1

2
e−t2 , v′(t) = te−t2 .8



De plus, d'après les 
roissan
es 
omparées,
lim

t→−∞
u(t)v(t) = lim

t→+∞
u(t)v(t) = 0.Ainsi, on peut faire une intégration par parties dire
tement sur l'intégrale impropre, et on obtient :

In+2 =
[

u(t)v(t)
]lim+∞

lim−∞

+
n + 1

2

∫ +∞

−∞

tne−t2 dt =
n + 1

2
In.5. Soit on propage l'égalité I1 = 0 de deux en deux, en utilisant la relation de ré
urren
e 
i-dessus, soit on
onstate dire
tement qu'il s'agit d'intégrales 
onvergentes de fon
tions impaires.6. Soit, pour tout p dans N, la propriété P(p): I2p =

(2p)!

22pp!

√
π.Pour p = 0, on a bien

(2p)!

22pp!

√
π =

1

1 · 1
√

π =
√

π = I0.Don
 P(0) est vrai.Soit p ∈ N, et supposons que P(p) soit vrai. Alors, d'après la question I-4,
I2p+2 =

2p + 1

2
I2p =

(2p)!(2p + 1)

2 · 22pp!

√
π =

(2p)!(2p + 1)(2p + 2)

22(p + 1) · 22pp!

√
π =

(2p + 2)!

22p+2(p + 1)!

√
πAinsi, la propriété P(p + 1) est aussi véri�ée.Par 
onséquent, P(0) est vraie, et pour tout p dans N, P(p) entraîne P(p + 1). D'après le prin
ipe deré
urren
e, P(p) est vraie pour tout p dans N.7. La seule subtilité est de bien distinguer les valeurs paires et les valeurs impaires du paramètre. Ainsi, onobtient la fon
tion suivante :fun
tion In(n:integer):real;var I:real;m,k:integer;beginif (n mod 2)=1thenIn:=0elsebeginm:=n div 2;I:= sqrt(pi);for k:= 1 to m doI:= (2*k-1)*I/2;In:=I;end;end;Partie II � Cal
ul d'intégrales dépendant d'un paramètre1. Pour tout x ∈ R, et pour tout t ∈ R+, on a :

| sin(xt)e−t2 | 6 e−t2 et |t cos(xt)e−t2 | 6 |t|e−t2 = te−t2 .Ainsi, ∫ +∞

−∞

sin(xt)e−t2 dt et ∫ +∞

0

t cos(xt)e−t2 dt 
onvergent absolument, don
 
onvergent, par 
ompa-raison ave
 les intégrales 
onvergentes I0 et I1 9



2. Soit a ∈ R, λ ∈ R. La fon
tion sin est de 
lasse C2 sur R, et sa dérivée se
onde est − sin, dont la valeurabsolue est majorée par 1 sur R. Ainsi, d'après l'inégalité de Taylor-Lagrange entre a et λ, on a :
|sin(a + λ) − sin a − λ cos a| 6

λ2

2
· 1 =

λ2

2
.3. (a) Soit maintenant h 6= 0, x ∈ R et t ∈ R+, et on pose λ = ht et a = xt dans l'inégalité de la questionpré
édente. En divisant par la quantité positive |h| et en la multipliant par e−t2 , on obtient alors :

∣

∣

∣

∣

∣

sin(xt + ht)e−t2 − sin(xt)e−t2

h
− t cos(xt)e−t2

∣

∣

∣

∣

∣

6
|h|t2

2
e−t2 .Ainsi, pour tout x ∈ R et tout h 6= 0, en utilisant la linéarité de l'intégrale (toutes les intégraleimpropre étant 
onvergentes) :

∣

∣

∣

∣

S(x + h) − S(x)

h
− C(x)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ +∞

0

sin((x + h)t)e−t2 dt −
∫ +∞

0

sin(xt)e−t2 dt

h
−
∫ +∞

0

t cos(xt)e−t2 dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∫ +∞

0

(

sin((x + h)t)e−t2 − sin(xt)e−t2

h
− t cos(xt)e−t2

)

dt

∣

∣

∣

∣

∣Or, on a vu que
∣

∣

∣

∣

∣

sin((x + h)t)e−t2 − sin(xt)e−t2

h
− t cos(xt)e−t2

∣

∣

∣

∣

∣

6
|h|t2

2
e−t2 ,et ∫ +∞

−∞

|h|t2
2

e−t2 dt est 
onvergente (il s'agit de |h|
2 I2), don
, par 
omparaison,

∫ +∞

0

(

sin((x + h)t)e−t2 − sin(xt)e−t2

h
− t cos(xt)e−t2

)

dtest absolument 
onvergente, et on peut don
 utiliser l'inégalité triangulaire. On obtient don
 :
∣

∣

∣

∣

S(x + h) − S(x)

h
− C(x)

∣

∣

∣

∣

6

∫ +∞

0

∣

∣

∣

∣

∣

sin((x + h)t)e−t2 − sin(xt)e−t2

h
− t cos(xt)e−t2

∣

∣

∣

∣

∣

dt

6
|h|
2

∫ +∞

−∞

t2e−t2 dt =
|h|
2

· I2.Cette dernière expression est de limite nulle lorsque h tend vers 0, don
, d'après le théorème demajoration,
lim
h→0

(

S(x + h) − S(x)

h
− C(x)

)

= 0.(b) Ainsi, pour tout x ∈ R, le taux d'a

roissement en x de S admet une limite en 0, égale à C(x). Don

S est dérivable en tout point x de R, et

∀x ∈ R, S′(x) = C(x).4. (a) Soit x ∈ R. E�e
tuons une intégration par parties sur C(x), en posant les fon
tions u et v de 
lasse
C1 sur [0, +∞[, dé�nies par :

∀t ∈ R+, u(t) = cos(xt), u′(t) = −x sin(xt), v(t) = −1

2
e−t2 , v′(t) = te−t2 .On a une seule impropreté en +∞, et

lim
t→+∞

u(t)v(t) = lim
t→+∞

−1

2
cos(xt)e−t2 = 0.Ainsi, on peut faire l'intégration par parties dire
tement sur l'intégrale impropre, et on obtient :

C(x) =
[

u(t)v(t)
]+∞

0
− x

2

∫ +∞

0

sin(xt)e−t2 dt =
1

2
− x

2
· S(x).10



(b) Posons, pour tout x ∈ R, g(x) = 2e
x2

4 S(x). La fon
tion g est dérivable en tant que 
omposée etproduit de fon
tions dérivables sur R, et on a :
∀x ∈ R, g′(x) = xe

x2

4 S(x) + 2e
x2

4 S′(x)

= xe
x2

4 S(x) + 2e
x2

4 C(x)

= xe
x2

4 S(x) + 2e
x2

4

(

1

2
− x

2
S(x)

)

= e
x2

4 .Ainsi, g est une primitive de x 7→ e
x2

4 . De plus,
S(0) =

∫ +∞

0

sin(0)e−t2 dt = 0, don
: g(0) = 0.Ainsi, g est la primitive de x 7→ e
x2

4 s'annulant en 0, don

∀x ∈ R, 2e

x2

4 S(x) = g(x) =

∫ x

0

e
x2

4 dx.(
) On en déduit, puisque l'exponentielle ne s'annule pas, que :
∀x ∈ R, S(x) =

1

2
e−

x2

4

∫ x

0

e
t2

4 dt,puis, en utilisant la question II-4(a) :
C(x) =

1

2
− x

4
e−

x2

4

∫ x

0

e
t2

4 dt.Partie III � Obtention d'un développement limité1. Soit x ∈ R. La fon
tion t 7→ 1
1+x2t2

e−t2 étant 
ontinue sur R, les deux seules impropretés sont en +∞ et
−∞. De plus :

∀t ∈ R, 0 6
1

1 + x2t2
e−t2

6 e−t2 ,et l'intégrale I0 =

∫ +∞

−∞

e−t2 dt est 
onvergente. Don
, par théorème de 
omparaison de la nature d'inté-grales de fon
tions positives, il vient que l'intégrale ∫ +∞

−∞

1

1 + x2t2
e−t2 dt 
onverge.2. (a) D'après les règles de sommation des termes d'une suite géométrique, puisque u ne prend pas la valeur

−1, on a :
∀u ∈ [0, +∞[, (1 − u + u2) − 1

1 + u
=

1 − (−u)3

1 + u
− 1

1 + u
=

u3

1 + u
.Puisque u > 0 et 1 + u > 1, on obtient immédiatement l'en
adement :

0 6 (1 − u + u2) − 1

1 + u
6 u3.(b) Soit x ∈ R, et t ∈ R+, on pose u = x2t2, il vient :

0 6 (1 − x2t2 + x4t4) − 1

1 + x2t2
6 x6t6,et, en multipliant par e−t2 > 0, et en intégrant entre −∞ et +∞, les intégrales étant toutes 
onver-gentes d'après la question I-2 et la question III-1, on obtient :

0 6

∫ +∞

−∞

(1 − x2t2 + x4t4)e−t2 dt − g(x) 6

∫ +∞

−∞

t6x6e−t2 dt = x6I6 = x6 6!

263!

√
π · x6

=
4 · 5 · 6

26

√
π · x6 =

15

8
·
√

π · x6.11



(
) Ainsi, au voisinage de 0, puisque x6 = o(x5) :
g(x) =

∫ +∞

−∞

(1 − x2t2 + x4t4)e−t2 + o(x5)

= I0 − x2I2 + x4I4 + o(x5) =
√

π

(

1 − 1

2
· x2 +

3

4
· x4

)

+ o(x5).Partie IV � Nature d'une série1. Soit p ∈ N. La fon
tion t 7→ t2p

t2 + (2p)!
e−t2 est positive, et

t2p

t2 + (2p)!
e−t2 ∼

+∞
t2p−2e−t2 .Ainsi, si p 6= 0, la 
onvergen
e de I2p−2 amène 
elle de ∫ +∞

−∞

t2p

t2 + (2p)!
e−t2 dt.De plus, si p = 0, on obtient l'intégrale ∫ +∞

−∞

e−t2

1 + t2
dt = g(1), don
 
onvergente aussi.2. On a, pour tout p ∈ N et tout t ∈ R :

t2 + (2p)! > (2p)!, don
: 0 6
1

t2 + (2p)!
6

1

(2p)!
.Ainsi, les intégrales étant toutes 
onvergentes, pour tout p ∈ N, on trouve :

0 6 up 6

∫ +∞

−∞

t2p

(2p)!
e−t2 dt =

I2p

(2p)!
=

1

4pp!

√
πOr, la série∑

p∈N

1

4pp!

onverge, en tant que série exponentielle de paramètre 1

4 , don
, d'après le théorèmede 
omparaison des séries à termes positifs, la série∑ up étant à termes positifs, on en déduit que∑
p∈N

up
onverge.3. Plus généralement, étant donné x ∈ R, on a :
∀p ∈ N, |upx

p| 6
1

p!

(x

4

)p

·
√

π,et 
omme la série ∑ 1

p!

(x

4

)p est 
onvergente en tant que série exponentielle de paramètre x
4 , on endéduit, d'après le théorème de 
omparaison des séries à termes positifs, la 
onvergen
e absolue, don
 la
onvergen
e de la série ∑upx

p.
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