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o)1. La fon
tion f est 
onstante sur ] − ∞, 0], et dé
roissante sur [0, +∞[, par 
omposition de la fon
tion
roissante t 7→ (1 + t)2 à valeurs dans [1, +∞[, et de la fon
tion y 7→ 1
y
, dé
roissante sur [1, +∞[. Onobtient don
 les variations suivantes :

x

f ′(x)

f(x)

−∞ 0 +∞

0 −

0 0

1

0On obtient la 
ourbe représentative suivante de f :
| |

|
|

−3 5

−1

1

2. La fon
tion f est positive sur R, 
ontinue sur R
∗. De plus,

∫ +∞

−∞
f(t) dt =

∫ +∞

0

1

(1 + t)2
dt =

∫ +∞

1

du

u2
,par un 
hangement de variable u = 1 + t. Il s'agit don
 d'une intégrale de Riemann de paramètre 2 en

+∞, don
 
onvergente. De plus :
∫ +∞

−∞
f(t) dt =

[

− 1

u

]lim+∞

1
= 1.Ainsi, f est bien une densité de probabilité.3. Soit x ∈ R. Puisque l'intégrale ∫ +∞

−∞
f(t) dt 
onverge, et que ] − ∞, x[⊂] − ∞, +∞[, on en déduit la
onvergen
e de ∫ x

−∞ f(t) dt.
• Si x 6 0, alors

∫ x

−∞
f(t) dt =

∫ x

−∞
0 dt = 0.

• Si x > 0, alors
∫ x

−∞
ft) dt =

∫ x

0

1

(1 + t)2
dt =

[

− 1

1 + t

]x

0
= 1− 1

1 + x
.4. Ainsi, pour tout α > 0, on a les équivalen
es suivante :

∫ α

0

f(t) dt =
1

2
⇐⇒ 1− 1

1 + α
=

1

2
⇐⇒ 1 + α = 2⇐⇒ α = 1.5. (a) On a :

ϕx(0) =

∫ x

x

f(t) dt = 0.De plus, par dé�nition de la valeur d'intégrales 
onvergentes et 
'est le 
as i
i) :
lim

u→+∞
ϕx(u) = lim

u→+∞

∫ x+u

x−u

f(t) dt =

∫ +∞

−∞
f(t) dt = 1.1



(b) Attention, 
omme f n'est pas 
ontinue sur R, on ne peut pas utiliser la propriété de dérivation desintégrales dépendant de leurs bornes. Raisonnons dire
tement, en 
onsidérant 0 6 u < v. On a alors
ϕx(v)−ϕx(u) =

∫ x+v

x−v

f(t) dt−
∫ x+u

x−u

f(t) dt =

∫ x−u

x−v

f(t) dt+

∫ x+u

x−u

f(t) dt+

∫ x+v

x+u

f(t) dt−
∫ x+u

x−u

f(t) dt,d'après la relation de Chasles. Ainsi,
ϕx(v)− ϕx(u) =

∫ x−u

x−v

f(t) dt +

∫ x+v

x+u

f(t) dt.Comme f est positive, et x− v < x− u, x + u < x + v, on en déduit la positivité de ϕx(v). De plus,
[x+u, x+v] ⊂ R

∗
+, 
ar x > 0, et sur 
et intervalle f est don
 
ontinue, positive et non identiquementnulle (elle est stri
tement positive), don
 ∫ x+v

x+u

f(t) dt > 0. Ainsi,
ϕx(v) − ϕx(u) > 0.D'où la stri
te 
roissan
e de ϕx.(
) Montrons que ϕx est 
ontinue sur R+. On pourrait utiliser les propriétés des intégrales dépendantde leurs bornes, en distinguant les 
as u < x et u > x, pour éviter le défaut de 
ontinuité de f en

0, et en regardant la valeur u = x à part. Je propose i
i une démonstration dire
te par majorations,en remarquant que |f | est majorée par 1. On a alors, pour tout 0 6 u < v,
|ϕx(v) − ϕx(u)| 6

∫ x−u

x−v

|f(t)| dt +

∫ x+v

x+u

|f(t)| dt 6 2(v − u).Ainsi, en faisant tendre v vers u, on obtient :
lim

v→u+
ϕx(v) = ϕx(u).De même, en inversant le r�le de u et v, si u > 0, on obtient :

lim
v→u−

ϕx(v) = ϕx(u).Ainsi, ϕx est bien 
ontinue en u, pour tout u ∈ R
∗
+, et 
ontinue à droite en 0. Comme ell est dé�nieuniquement sur [0, +∞[, 
ela su�t à obtenir la 
ontinuité sur R+.La fon
tion ϕx est don
 
ontinue, stri
tement 
roissante sur R+, et ϕx(0) = 0, lim

u→+∞
ϕx(u) = 1.D'après le théorème de la bije
tion, ϕx se 
orestreint don
 en une bije
tion de R+ sur [0, 1[. Comme

1
2 ∈ [0, 1[, 
et élément a une unique image ré
iproque par ϕx dans [0, +∞[. Ainsi, l'équation ϕx(u) =
1

2
d'in
onnue u admet une unique solution dans R+.6. (a) Tout d'abord, pour tout x ∈ [0, 1

2 [, 1 − x ∈ R+. Par uni
ité de U(x), il su�t alors de véri�er que
ϕx(1− x) = 1

2 . Or :
ϕx(1− x) =

∫ x+1−x

x−1+x

f(t) dt =

∫ 1

2x−1

f(t) dt,et 
omme 2x− 1 6 0, et que f est nulle sur R−, il reste :
ϕx(1− x) =

∫ 1

0

f(t) dt =
1

2
,d'après la question 4. Don
 U(x) = 1− x.(b) On pro
ède de même. Soit x >

1
2 . Alors√4 + (x + 1)2−2 >

√
4−2 = 0, don
√4 + (x + 1)2−2 ∈ R+.Par uni
ité de U(x), il su�t de véri�er que ϕx(

√

4 + (x + 1)2 − 2) = 1
2 . Or :

ϕx(
√

4 + (x + 1)2 − 2) =

∫ x+
√

4+(x+1)2−2

x−
√

4+(x+1)2+2

f(t) dt.2



Or,
((x + 1)2 + 4)− (x + 2)2 = x2 + 2x + 5− x2 − 4x− 4 = −2x + 1 6 0,puisque x >

1
2 . Ainsi,

((x + 1)2 + 4) 6 (x + 2)2, don
: x−
√

4 + (x + 1)2 + 2 > 0.Par 
onséquent,
∫ x+

√
4+(x+1)2−2

x−
√

4+(x+1)2+2

f(t) =

∫ x+
√

4+(x+1)2−2

x−
√

4+(x+1)2+2

dt

(1 + t)2
=

1

x−
√

4 + (x + 1)2 + 3
− 1

x +
√

4 + (x + 1)2 − 1

=
x + 3 +

√

4 + (x + 1)2

(x + 3)2 − 4− (x + 1)2
− (x− 1)−

√

4 + (x + 1)2

(x− 1)2 − 4− (x + 1)2

=
x + 3 +

√

4 + (x + 1)2

4x + 4
− (x− 1)−

√

4 + (x + 1)2

−4x− 4
=

2x + 2

4x + 4
=

1

27. (a) L'appli
ation U 
oïn
ide sur l'ouvert ]0, 1
2 [ ave
 une fon
tion polynomiale, don
 
ontinue ; U est don

ontinue sur ]0, 1

2 [, et aussi en 0, puisque x 7→ 1 − x est 
ontinue en 0, et que U n'est pas dé�niesur R
∗
−. De plus, U 
oïn
ide sur l'ouvert ]12 , +∞[ ave
 une fon
tion obtenue 
omme 
omposée defon
tions 
ontinues, don
 
ontinue, ainsi, f est 
ontinue sur ]12 , +∞[. En�n, un 
al
ul rapide montreque

lim
x→( 1

2 )
+

U(x) = lim
x→( 1

2 )
−

=
1

2
= U

(

1

2

)

,don
 U est 
ontinue en 1
2 . Ainsi, U est 
ontinue sur R+.(b) De même, U est dérivable sur R+ \ { 1

2}, et
∀x ∈ [0,

1

2
[, U ′(x) = −1, ∀x ∈] 1

2
, +∞[, U ′(x) =

x + 1
√

4 + (x + 1)2
.On a don


lim
x→( 1

2 )
+

U ′(x) =
3

5
et lim

x→( 1
2 )

−
U ′(x) = −1.Par 
onséquent, d'après le théorème de prolongement des fon
tions de 
lasse C1, U étant de 
lasse

C1 sur R+ \ { 1
2}, U admet une dérivée à droite et une dérivée à gau
he en 1

2 , et :
U ′g

(

1

2

)

= −1 et U ′d

(

1

2

)

=
3

5
.Ces dérivées n'étant pas égales, U n'est pas dérivable en 1

2 .La demi-tangente à gau
he est bien entendu d'équation y = 1 − x. La demi-tangente à droite estd'équation y = 3x
5 + 1

5 .(
) On e�e
tue un développement limité de U en la variable 1
x
, lorsque x est au voisinage de +∞ (don


1
x
est au voisinage de 0) :

U(x) = x

√

1 +
2

x
+

5

x2
− 2 = x

(

1 +
1

2

(

2

x
+

5

x2

)

− 1

8

(

2

x
+

5

x2

)2

+ o

(

1

x2

)

)

− 2

= x

(

1 +
1

x
+

5

2x2
− 1

2x2

)

− 2 + o

(

1

x

)

= x− 1 +
2

x
+ o

(

1

x

)

.Ainsi, y = x− 1 est asymptote à la 
ourbe de f en +∞, et 
omme 2
x
est positif au voisinage de +∞,la 
ourbe sera au-dessus de son asymptote au voisinage de +∞.(d) On 
al
ule la dérivée se
onde :

∀x ∈] 1
2
, +∞[, U ′(x) =

x + 1

U(x) + 2
,3



| |

|
|

−1 3

−1

3

Fig. 1 � Graphe de Udon

∀x ∈] 1

2
, +∞[, U ′′(x) =

U(x) + 2− (x + 1)U ′(x)

(U(x) + 2)2
=

U(x) + 2− (x+1)2

U(x)+2

(U(x) + 2)2
=

4

(U(x) + 2)3
> 0.Ainsi, U est 
onvexe sur [12 , +∞[.(e) On obtient le graphe en �gure 1Exer
i
e 2 �1. Montrons que E un un sous-espa
e ve
toriel de l'ensemble R

R de toutes les fon
tions de R dans R.
• On a évidemment E ⊂ R

R.
• Ave
 P = 0, on obtient 0 ∈ E,
• Soit f et g dans E et λ ∈ R. Il existe don
 P et Q dans Rn[X ] tels que :

∀x ∈ R, f(x) = P (x)ex et g(x) = Q(x)ex.Ainsi,
∀x ∈ R, (f + λg)(x) = (P (x) + λQ(x))ex.Comme, d'après les régles sur les degrés, P + λQ est en
ore un élément de Rn[X ], il vient que f + λgest dans E.Ainsi, E est un sous-espa
e ve
toriel de R

R, don
 
'est un espa
e ve
toriel.De plus :
• Soit f ∈ E, il existe P ∈ Rn[X ] tel que f = P · exp. Notons :

P (X) = anXn + · · ·+ a0.Alors
∀x ∈ R, f(x) =

n
∑

i=0

aix
iex =

n
∑

i=0

aibi(x).Par 
onséquent, f =

n
∑

i=0

aibi. On en déduit que B est une famille génératri
e de E.
• Soit λ0, . . . , λn tels que

n
∑

i=0

λibi = 0 soit: ∀x ∈ R,

n
∑

i=0

λix
iex = 0.Comme l'exponentielle est stri
tement positive sur R, on peut simpli�er par ex, et il vient

∀x ∈ R,

n
∑

i=0

λix
i = 0.4



Ainsi, le polyn�me n
∑

i=0

λiX
i admet une in�nité de ra
ines. Il s'agit don
 du polyn�me nul, don
 tousses 
oe�
ients sont nuls, et don
 :

λ0 = · · · = λn = 0.Ainsi, B est une famille libre.La famille B étant libre et génératri
e de E, 
'est une bas de E. Puisque 
ette base est de 
ardinal n + 1,on obtient dimE = n + 1.2. (a) Soit f ∈ E. Il existe don
 P ∈ Rn[X ] tel que
∀x ∈ R, f(x) = P (x)ex.Tout d'abord, D est bien dé�nie, puisqu'une telle fon
tion est dérivable sur R, et :

∀x ∈ R, D(f)(x) = f ′(x) = (P ′(x) + P (x))ex.Comme deg P ′ 6 deg P , on a en
ore P + P ′ ∈ Rn[X ], don
 f ′ ∈ E. Ainsi, D est bien dé�nie de Edans E.De plus, pour tout (f, g) ∈ E2, et tout λ ∈ R,
D(λf + g) = (λf + g)′ = λf ′ + g′ = λD(f) + D(g).Ainsi, D est une appli
ation linéaire.Par 
onséquent, D est un endomorphisme de E.(b) On a, pour tout i ∈ [[1, n]], et tout x ∈ R,
D(bi)(x) = b′i(x) = (xi + ixi−1)ex = bi(x) + ibi−1(x).Ainsi, les 
oordonnées de D(bi) dans la base B sont :

[D(bi)]B =





























0...
0
i

1
0...
0,



























le terme 1 étant sur la ligne d'indi
e i (la ligne supérieure étant d'indi
e 0, 
orrespondant à l'indi
ede l'élément 
orrespondant b0 de la base B)De plus, si i = 0, b0 = exp, don
 D(b0) = (b0), et la 
olonne 
orrespondante est 
ontituée d'un 1 enpremière 
oordonnée, et des 0 partout ailleurs. Ainsi,
MatB(D) =



















1 1 0 · · · 0

0 1 2
. . . ...

0 0
. . . . . . 0... . . . 1 n

0 · · · · · · 0 1

















Cette matri
e est 
arrée d'ordre n + 1.(
) La matri
e de D dans la base B est triangulaire supérieure, de 
oe�
ients diagonaux tous non nuls,don
 elle est inversible. Don
 D est un isomorphisme.La matri
e de D dans la base B est triangulaire supérieure, de 
oe�
ients diagonaux tous égaux à
1. Ainsi, D possède une unique valeur propre égale à 1. Or, D n'est pas une homothétie (sa matri
edans la base B n'est pas de la forme λIn+1), don
 D n'est pas diagonalisable.Nous venons de justi�er que Sp(D) = {1}. De plus, étant donné f dans E, f est dans le sous-espa
epropre E1 asso
ié à 1 si et seulement si D(f) = f . Or, soit P tel que

∀x ∈ R, f(x) = P (x)ex.5



Alors
∀x ∈ R, D(f)(x) = (P (x) + P ′(x))ex,et par 
onséquent, D(f) = f si et seulement si pour tout x ∈ R, P ′(x) = 0, don
 si P est unpolyn�me 
onstant.Ainsi, E0 = Vect(exp), 
'est la droite ve
torielle engendrée par la fon
tion exponentielle, 
'est-à-direpar b0.3. (a) On a B =



















1 1 0 · · · 0

0 1 2
. . . ...

0 0
. . . . . . 0... . . . 1 n

0 · · · · · · 0 1



















. Ainsi : ∀j ∈ [[1, n]], f(bj) = jbj−1, et f(b0) = 0.(b) En itérant 
es relations, on trouve :
∀j ∈ [[0, n]], ∀k ∈ N, fk(bj) =

{

j(j − 1) · · · (j − k + 1)bj−k si k 6 j

0 si k > j.En déduire l'expression de fk(bj), pour tout j ∈ [[0, n]] et tout k ∈ N.(
) On en déduit que :
Bk =





























0 · · · 0 k!
0! 0 · · · 0

0 0 (k+1)!
1!

. . . ...... . . . . . . 0... 0 n!
(n−k)!

0 0... ...
0 0 · · · 0 0





























si k 6 n

et Bk = 0 si b > n.(d) Bien entendu, B 
ommute ave
 In+1, don
 on peut utiliser la formule du bin�me. Soit k 6 n. Alors
Ak = (B + In+1)

k =

k
∑

ℓ=0

(

k

ℓ

)

Bℓ.Je vous laisse donner la des
ription matri
ielle de Ak, 
'est plus fa
ile ave
 un stylo qu'ave
 unordinateur. Il reste dans 
ette matri
e un 
oin supérieur droit 
onstitué de 0.Si k > n, 
ette fois, la somme pré
édente est tronquée, puisque les valeurs de Bℓ sont nulles pour ℓsu�samment grand. On remplit alors toute la partie supérieure de la matri
e.(e) Les 
oordonnées de Dk(bn) dans la base B sont obtenues en multipliant la matri
e A par le ve
teur
olonne 


0...
0
1











, reprsentant les 
oordonnées de bn dans la base B. Ce produit est égal à la dernière
olonne de Ak.
• Ainsi, si k 6 n :

[Dk(bn)]B =































0...
0

(

k

k

)

n!
(n−k)!

(

k
k−1

)

n!
(n−k+1)!...

(

k
1

)

n!
(n−1)!
(

k

0

)

n!
n!





























6



Par 
onséquent, si k 6 n

∀x ∈ R, b(k)
n (x) =

k
∑

ℓ=0

(

k

ℓ

)

n!

(n− ℓ)!
xn−ℓex.On retrouve 
e résultat dire
tement par utilisation de la formule de Leibniz, en notant fi la fon
tion

x 7→ xi :
∀x ∈ R, b

(k)
i (x) =

k
∑

ℓ=0

(

k

ℓ

)

expk−ℓ(x)f ℓ
n(x) =

k
∑

ℓ=0

(

k

ℓ

)

n!

(n− ℓ)!
xn−ℓex.

• Si k > n, tout se passe de même en tronquant la somme :
[Dk(bn)]B =

















(

k
n

)

n!
0!

(

k
n−1

)

n!
1!...

(

k
1

)

n!
(n−1)!
(

k
0

)

n!
n!















Par 
onséquent, si k > n

∀x ∈ R, b(k)
n (x) =

n
∑

ℓ=0

(

k

ℓ

)

n!

(n− ℓ)!
xn−ℓex.On retrouve 
e résultat dire
tement par utilisation de la formule de Leibniz, de même que plus haut,en 
onstatant que les derniers termes apparaissant dans la somme sont nuls, 
ar 
orrespondent àune dérivée d'un polyn�me, d'ordre supérieure à son degré.4. Dans 
ette question, et uniquement dans 
ette question, on suppose que n = 5.(a) On a don
 A =

















1 1 0 0 0 0
0 1 2 0 0 0
0 0 1 3 0 0
0 0 0 1 4 0
0 0 0 0 1 5
0 0 0 0 0 1

















.On 
al
ule A−1 par la méthode du pivot, en faisant les mêmes opérations sur In+1 que 
elles quipermettent de passer de A à In+1 :
A =

















1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 2 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 3 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 4 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 5 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

















L5 ← L5 − 5L6−→

















1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 2 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 3 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 4 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 −5
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

















L4 ← L4 − 4L5−→

















1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 2 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 3 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 −4 20
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 −5
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

















7



L3 ← L3 − 3L4−→

















1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 2 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1 12 −60 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 −4 20
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 −5
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

















L2 ← L2 − 2L3−→

















1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1 −2 6 24 −120
0 0 1 0 0 0 0 0 1 −3 12 −60
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 −4 20
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 −5
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

















L1 ← L1 − L2−→

















1 0 0 0 0 0 1 −1 2 −6 24 −120
0 1 0 0 0 0 0 1 −2 6 −24 120
0 0 1 0 0 0 0 0 1 −3 12 −60
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 −4 20
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 −5
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

















Ainsi, A−1 =

















1 −1 2 −6 24 −120
0 1 −2 6 −24 120
0 0 1 −3 12 −60
0 0 0 1 −4 20
0 0 0 0 1 −5
0 0 0 0 0 1















(b) La primitivation étant l'opération inverse de la dérivation, les 
oordonnées d'une primitive de b5dans la base B sont données par
A−1

















0
0
0
0
0
1

















=

















−120
120
−60
20
−5
1















Ainsi, une primitive de b5 est la fon
tion B5 dé�nie par :
∀x ∈ R, B5(x) = (x5 − 5x4 + 20x3 − 60x2 + 120x− 120)ex.(
) La seule impropreté de l'intégrale ∫ 0

−∞
x5ex dx est en −∞. Or, ex = o

(

1
x7

) au voisinage de −∞, don

x5ex = o

(

1
x2

). Par 
omparaison à une intégrale de Riemann 
onvergente, on obtient la 
onvergen
ede l'intégrale. De plus
∫ 0

−∞
x5ex dx =

[

(x5 − 5x4 + 20x3 − 60x2 + 120x− 120)ex
]0

lim−∞
= −120 = −5!,d'après les 
roissan
es 
omparées. On retouve la valeur de Γ(6). En e�et, en e�e
tuant le 
hangementde variables y = −x, on obtient

∫ 0

−∞
x5ex dx = −

∫ +∞

0

y5e−y dy = Γ(6).5. C'est bien entendu une base de E et non de Rn[X ] qu'il faut trouver (sinon la question n'a 
lairementau
un sens) On a, pour tout i ∈ [[1, n]], D(bi) = bi + ibi−1, don
 bi−1 = 1
i
(D(bi)− bi).On re
her
he une base C = (c1, . . . , cn) tel que :

∀i ∈ [[1, n]], D(ci) = ci + ci−1, soit: ci−1 = D(ci)− ci.8



Posons par exemple cn = bn. Alors, d'après les relations 
i-dessus, on doit né
essairement poser cn−1 =
ncn. Dans 
e 
as

cn−2 = D(cn−1)− cn−1 = n(D(bn−1)− bn−1) = n(n− 1)bn−2.En 
ontinuant ainsi, on peut don
 poser, pour tout k ∈ [[0, n]] :
ck = (k + 1)(k + 2) . . . nbk.Puisque (b0, . . . , bn) est une base de E, et que (c0, . . . , cn) est obtenu par multipli
ation par un 
oe�
ientnon nul de 
haque ve
teur bi, on en déduit que (c0, . . . , cn) est une base de E. De plus,

∀k ∈ [[1, n]], D(ck) = D((k + 1) . . . nbk) = (k + 1) . . . n(bk + kbk−1) = ck + ck−1.De plus, D(c0) = n!D(b0) = n!b0 = c0. Ainsi, la matri
e de D dans la base C = (c0, . . . , cn) est bien :
MatC(D) =



















1 1 0 · · · 0

0 1
. . . . . . ...

0 0
. . . . . . 0... . . . 1 1

0 · · · · · · 0 1

















Exer
i
e 3 � (E
ri
ome 1999)1. Soit λ ∈ R. Alors λ est valeur propre de M si et seulement si M − λI4 n'est pas inversible, 
'est-à-diren'est pas de rang 4. On e�e
tue un pivot de Gauss sur la matri
e M − λI4 a�n de déterminer son rang.On se ramène i
i à une matri
e triangulaire inférieure, en inversant le pro
édé habituel, 
ar on a déjà un
ertain nombre de 
oe�
ients nuls sur la partie supérieure de la matri
e.
Mλ = M − λI4 =









1− λ 0 0 0
−1 4− λ 1 −2
2 1 2− λ −1
1 2 1 −λ









L2↔L4−→









1− λ 0 0 0
1 2 1 −λ

2 1 2− λ −1
−1 4− λ 1 −2









L2←2L2−λL4

2L3−L4−→









1− λ 0 0 0
2 + λ 4− 4λ + λ2 2− λ 0

5 −2 + λ 3− 2λ 0
−1 4− λ 1 −2







Si λ = 3
2 , on obtient M 3

2
=









− 1
2 0 0 0

1
2

1
4

1
2 0

5 − 1
2 0 0

−1 5
2 1 −2







En e
hangeant les lignes 2 et 3, on se ramène à une matri
e triangulaire inférieure à 
oe�
ients daigonauxtous non nuls, don
 M 3
2
est inversible, don
 3

2 n'est pas valeur propre. On peut don
 
ontinuer le pivot, ensupposant que λ 6= 3
2 . Alors l'opération L2 ← (3− 2λ)L2 − (2− λ)L3 est valide, et on obtient la matri
e

Aλ =









1− λ 0 0 0
−4 + 4λ− 2λ2 2(2− λ)3 0 0

5 −2 + λ 3− 2λ 0
−1 4− λ 1 −2







Puisque λ 6= 3
2 , la matri
e triangulaire Aλ est non inversible si et seulement si un de ses 
oe�
ientsdiagonaux est nul, si et seulement si λ = 1 ou λ = 2. Comme Aλ et Mλ sont de même rang, on obtient

Sp(M) = {1, 2}.De plus :
A1 =









0 0 0 0
−2 2 0 0
5 −1 1 0
−1 3 1 −2









et Aλ =









−1 0 0 0
−4 0 0 0
5 0 −1 0
−1 2 1 −2







9



Ainsi, rg(M1) = rg(A1) = 3 et rg(M2) = rg(A2) = 1. D'après le théorème du rang, les espa
es propresasso
iés aux valeurs propres 1 et 2 sont don
 de dimension 1 
ha
un. La somme des dimensions des espa
espropres n'est pas égale à 4, don
 la matri
e M n'est pas diagonalisable.2. Question un peu te
hnique.On note H = (hi,j)16i,j64, H ′ = (h′i,j)16i,j64 et HH ′ = (h′′i,j)16i,j64. On a alors, pour tout (i, j) ∈ [[1, 4]] :
h′′i,j =

4
∑

k=0

hi,kh′k, j.

• Si i = 1, alors
∀j ∈ [[1, 4]], h′′1,j = 1 · h′1,j + 0 · h′2,j + 0 · h′3,j + 0 · h′4,j = h′1,j .Ainsi, la première ligne de HH ′ est (1 0 0 0).

• Si j = 1 et i > 1, alors
h′′i,1 = hi,1 + a′hi,2 + b′hi,3 + c′hi,4Ainsi :

∗ h′′2,1 = a + a′a1,1 + b′a1,2 + c′a1,3 = [C + AC′]1,1

∗ h′′3,1 = b + a′a2,1 + b′a2,2 + c′a2,3 = [C + AC′]2,1

∗ h′′4,1 = c + a′a3,1 + b′a3,2 + c′a3,3 = [C + AC′]2,1

• Si j > 1 et i > 1, alors
h′′i,j = hi,1 · 0 + hi,2 · h′2,j + hi,3 · h′3,j + hi,4 · h′4,j =

4
∑

k=2

ai−1,k−1a
′
k−1,j−1 = [A, A′]i−1,k−1.Ainsi, le produit HH ′ s'é
rit bien sous la forme

HH ′ =

(

1 0
C′′ AA′

)

, où C′′ = C + AC′.3. Soit, pour tout n dans N
∗, la propriété P(n): il existe Un tel que Mn =

(

1 O

Un V n

).L'initialisation se fait pour n = 1, d'après l'expression de M , On a alors U1 =





−1
2
1



.Soit n ∈ N
∗ tel que P(n) soit vrai. Alors, d'après la question pré
édente,

Mn+1 = Mn ·M =

(

1 0
Un + V nU1 V nV

)

.En posant Un+1 = Un + V nU1, on obtient bien
Mn+1 =

(

1 0
Un+1 V n+1

)

.Par 
onséquent, P(1) est vraie, et pour tout n dans N
∗, P(n) entraîne P(n + 1). D'après le prin
ipe deré
urren
e, P(n) est vraie pour tout n dans N

∗.4. On a W =





2 1 −2
1 0 −1
2 1 −2



. Un 
al
ul rapide amène :
W 2 =





1 0 −1
0 0 0
1 0 −1



 et W 3 = 0.De plus, W et 2I 
ommutent, don
, d'après la formule du bin�me, pour tout n > 2,
V n = (W + 2I)n =

n
∑

k=0

(

k

n

)

W k2n−k = 2nI3 + n2n−1W +
n(n− 1)

2
2n−2W 2.10



Ainsi,
∀n > 2, V n =





(n + 1)2n + n(n− 1)2n−3 n2n−1 −n2n − n(n− 1)2n−3

n2n−1 2n −n2n−1

n2n + n(n− 1)2n−3 n2n−1 (1− n)2n − n(n− 1)2n−3



On véri�e fa
ilement que 
ette expression est aussi valable pour n = 1 et n = 0.5. Cal
ul de Un(a) Posons X =









1
y

z

t









. Alors y, z, t sont solutions du système
M1









1
y

z

t









= 0 soit: A1









1
y

z

t









.On obtient le système :






−2 + 2y = 0
5− y + z = 0
−1 + 3y + z − 2t = 0don
 y = 1, z = −4, t = −1. Ainsi X =









1
1
−4
−1









.Le ve
teur X étant ve
teur propre asso
ié à 1 de la matri
e M , on a, sans 
al
ul, pour tout n ∈ N,
MnX = X .(b) Ainsi, d'après les règles de 
al
ul matri
iel sur les 
olonnes, si C1, C2, C3, C4 représentent les 4
olonnes de Mn, on a :

C1 + C2 − 4C3 − 2C4 = X,et, par restri
tion aux trois dernières 
oordonnées, et d'après l'expression des 
olonnes de V n :




an

bn

cn



 =





1
−4
−1



−





(n + 1)2n + n(n− 1)2n−3

n2n−1

n2n + n(n− 1)2n−3



+ 4





n2n−1

2n

n2n−1



+ 2





−n2n − n(n− 1)2n−3

−n2n−1

(1− n)2n − n(n− 1)2n−3



 .Je vous laisse faire la rédu
tion �nale.Problème � Étude du nombre de ra
ines de 
ertains polyn�mes à 
oe�
ients aléatoiresPartie I � Cas d'un polyn�me de degré 2 (extrait de ESCP/EAP 2006)1. Pour tout ω, Qω admet un nombre de ra
ine 
ompris entre 0 et 2. Don
 M(ω) est bien dé�ni, et prendses valeurs dans {0, 1, 2}. Ainsi, M dé�nit une appli
ation de Ω dans {0, 1, 2}.De plus,
• M−1({0}) = (X2

1 −4X0)
−1(]−∞, 0]), et 
omme X2

1 −4X0 est une variable aléatoire, (X2
1 −4X0)

−1(]−
∞, 0]) est un élément de A. Ainsi, M−1({0}) ∈ A.
• De même, M−1({1}) = (X2

1 − 4X0)
−1({0}) ∈ A

• et en�n, M−1({2}) = (X2
1 − 4X0)

−1(]0, +∞[) ∈ A(on rappelle qu'une appli
ation X : Ω→ R est une variable aléatoire si et seulement si l'image ré
iproquepar X de tout intervalle est dans la tribu, et que 
ela est le 
as pour les fon
tions prenant un nombre auplus dénombrable de valeurs si et seulement si l'image ré
iproque de tout point est dans la tribu).Je ne m'attendais pas vraiment à 
e que vous donniez la justi�
ation pré
ise. Je me 
ontentais de M :
Ω→ R.2. Soit Z une variable aléatoire dé�nie sur (Ω,A, P ), qui suit une loi de Bernoulli de paramètre p ∈]0, 1[.On suppose dans 
ette question que X0 et X1 suivent la même loi que 2Z − 1.11



(a) La variable Z prend ses valeurs dans {0, 1}, don
 2Z − 1 prend ses valeurs dans {−1, 1}. De plus,
P (X0 = −1) = P (2Z−1 = −1) = P (Z = 0) = 1−p et P (X0 = 1) = P (2Z−1 = 1) = P (Z = 1) = p.(b) Ainsi, X2

1 est la variable 
onstante égale à 1. Posons D = X2
1 − 4X0, dis
riminant du polyn�me. Onobtient don
 D(Ω) = {−3, 5}, et

P (D = −3) = P (X0 = 1) = p et P (D = 5) = P (X0 = −1) = 1− p.Ainsi :
P (D < 0) = p, P (D = 0) = 0 et P (D > 0) = 1− p.On en déduit que M(Ω) = {0, 2} et :

P (M = 0) = P (D < 0) = p et P (M = 2) = P (D > 0) = 1− p.Ainsi, M
2 suit une loi de Bernoulli de paramètre 1− p, d'où

E(M) = 2E

(

M

2

)

= 2(1− p)(évidemment le 
al
ul peut être fait dire
tement !)3. • La variable Y1 est à valeurs dans R+. Ainsi, pour tout x < 0, FY1
(x) = 0.Soit x ∈ R+. Alors :

FY1
(x) = P (X2

1 6 x) = P (X1 6
√

x),puisque X1 est à valeurs positives. Ainsi :
FY1

(x) = FX1
(
√

x) = 1− e−
√

x

2 .Cette expression étant aussi nulle en x = 0, on obtient bien :
∀x ∈ R, FY1

(x) =

{

1− e−
√

x

2 si x > 0

0 si x 6 0On obtient une densité de Y1 par dérivation presque partout, par exemple :
∀x ∈ R, fY1

(x) =

{

1
4
√

x
e−

√
x

2 si x > 0

0 si x 6 0

• La variable Y0 = −4X0 prend ses valeurs dans R−, don
, pour tout x > 0, [Y0 6 x] est l'événement
ertain, don
 FY0
(x) = 1.Soit x ∈ R

∗
−. Alors

FY0
(x) = P (Y0 6 x) = P (−4X0 6 x) = P (X0 > −x

4
) = 1− P (X0 < −x

4
) = 1− P (X0 6 −x

4
) = e

x

8 ,l'avant dernière égalité dé
oulant du fait que X0 est une variable aléatoire à densité, don
 que sesprobabilités pon
tuelles sont nulles. Ainsi, on obtient bien :
∀x ∈ R, FY0

(x) =

{

1 si x > 0

e
x

8 si x < 0Une densité de Y0 est don
 :
∀x ∈ R, fY0

(x) =

{

0 si x > 0
1
8e

x

8 si x < 04. Soit g la fon
tion dé�nie sur R
∗
+ par :

g(t) =
1√
t
· exp

(

−1

2

(

t

4
+
√

t

))

,où exp désigne la fon
tion exponentielle. 12



(a) La fon
tion g est 
ontinue sur ]0, +∞[. On a don
 deux impropretés en 0 et en +∞. La fon
tion gest positive, on peut don
 utiliser des 
ritères de 
omparaison spé
i�que aux intégrales de fon
tionspositives.
• En 0, g(t)∼

0

1√
t
, et on obtient la 
onvergen
e par 
omparaison à une intégrale de Riemann deparamètre 1

2 < 1.
• Au voisinage de +∞, d'après les 
roissan
es 
omparées,

exp

(

−1

2

(

t

4
+
√

t

))

= o

(

(

−1

2

(

t

4
+
√

t

))2
)

.Or, t

4
+
√

t ∼
+∞

t

4
, don


exp

(

−1

2

(

t

4
+
√

t

))

= o
(

t2
) puis: g(t) = o(t

3
2 ).On obtient don
 la 
onvergen
e en +∞ par 
omparaison à une intégrale de Riemann de paramètre

3
2 > 1.Don
, l'intégrale ∫ +∞

0

g(t) dt est 
onvergente.(b) Cal
ulons le produit de 
onvolution de fY0
et fY1

:
∀x ∈ R, fY1

⋆ fY0
(x) =

∫ +∞

−∞
fY1

(t)fY0
(x− t) dt =

∫ +∞

0

1

4
√

t
e−

√
t

2 fY0
(x− t) dt.

• Si x 6 0, alors pour tout t ∈ [0, +∞[, x− t 6 0, et don

fY1

⋆ fY0
(x) =

∫ +∞

0

1

4
√

t
e−

√
t

2
1

8
e

x−t

8 dt =
1

32
e

x

8

∫ +∞

0

e−
1
2 (

t

4
+
√

t) dt

• Si x > 0, alors x− t 6 0 si et seulement si t > x, et don

fY1

⋆ fY0
(x) =

∫ +∞

x

1

4
√

t
e−

√
t

2
1

8
e

x−t

8 dt =
1

32
e

x

8

∫ +∞

x

e−
1
2 (

t

4
+
√

t) dt5. On désigne par Φ l'appli
ation dé�nie pour tout x ∈ R par :
Φ(x) =

1√
2π

∫ x

−∞
e−

t
2

2 dt.(a) L'intégrale étant 
onvergente, on peut é
rire :
lim

x→+∞
Φ(x) =

1√
2π

∫ +∞

−∞
e−

t
2

2 dt =
1√
π

∫ +∞

−∞
e−u2

du = 1,en e�e
tuant le 
hangement de variable t =
√

2 · u, et en re
onnaissant l'intégrale de Gauss.On en déduit que pour tout x ∈ R :
1√
2π

∫ +∞

x

e−
t
2

2 dt =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−

t
2

2 dt− 1√
2π

∫ x

−∞
e−

t
2

2 dt = 1− Φ(x).(b) La fon
tion t 7→
√

t est stri
tement 
roissante sur [0, +∞[, de 
lasse C1 sur ]0, +∞[, bije
tive de
]0, +∞[ sur lui-même. Ainsi, on peut e�e
tuer le 
hangement de variables u =

√
t sur l'intégraleimpropre ∫ +∞

0

g(t) dt.(
) On e�e
tue 
e 
hangement de variables, qui donne du = 1
2
√

t
dt. Ainsi :

∫ +∞

0

g(t) dt = 2

∫ +∞

0

e
− 1

2

“

u
2

4
+u

”

du = 2

∫ +∞

0

e
− 1

2

“

( u

2
+1)

2−1
”

du = 2
√

e

∫ +∞

0

e−
1
2 (

u

2
+1)2

du13



On e�e
tue maintenant le 
hangement de variable a�ne v =
u

2
+ 1, on obtient :

∫ +∞

0

g(t) dt = 4
√

e

∫ +∞

1

e−
v
2

2 dv.Ainsi, pour tout x < 0,
fY (x) =

√
2πe

8
e

x

8 (1− Φ(1)).(d) On pro
ède de même pour x > 0 ; les mêmes 
hangements de variable amènent :
∫ +∞

x

g(t) dt = 2
√

e

∫ +∞

√
x

e−
1
2 (

u

2
+1)2

du = 4
√

e

∫ +∞

√
x

2
+1

e−
v
2

2 dv.Ainsi, pour tout x > 0,
fY (x) =

√
2πe

8
e

x

8

(

1− Φ

(√
x

2
+ 1

))

.(e) On a M(Ω) = {0, 1, 2}. La variable Y représente le dis
riminant du polyn�me. Ainsi, P (M = 0) =
P (Y < 0), P (M = 1) = P (Y = 0) et P (M = 2) = P (Y > 0).Comme Y est une variable aléatoire à densité, P (M = 1) = 0.Ainsi, il su�t de déterminer P (M = 0) :

P (M = 0) = P (Y < 0) =

∫ 0

−∞
fY (x) dx =

√
2πe

8
(1− Φ(1))

∫ 0

−∞
e

x

8 dx

=
√

2πe(1− Φ(1))

∫ +∞

0

e−y dy =
√

2πe(1 − Φ(1))Γ(1) =
√

2πe(1 − Φ(1)).La loi de M est don
 donnée par :
P (M = 0) =

√
2πe(1 − Φ(1)), P (M = 1) = 0, P (M = 2) = 1−

√
2πe(1− Φ(1)).On en déduit son espéran
e :

E(M) = 2− 2
√

2πe(1− Φ(1)).Partie II � Cas d'un polyn�me de degré 31. • Tout d'abord, Rω étant de degré 3, il admet au plus 3 ra
ines. Ainsi, N(Ω) ⊂ [[0, 4]].
• De plus, Rω est 
ontinue sur R, de limite −∞ en −∞, et de limite +∞ en +∞. D'après le théorèmedes valeurs intermédiaires, Rω admet don
 au moins une ra
ine. Ainsi, N(Ω) ⊂ [[1, 3]].Je me 
ontentais de 
ette in
lusion. Pour obtenir l'égalité, il faut se servir de la question suivante.2. Soit ω ∈ Ω. Alors Rω est dérivable, et

∀x ∈ R, R′ω(x) = 3x2 + 2X2(ω)x.Ainsi, R′ω(x) s'annule en 0 et en − 2X2(ω)
3 .

• Si X2(ω) = 0, alors R′ω est positive sur R, don
 R′ω est (stri
tement) 
roissante sur R, don
 N(ω) = 1.On a bien dans 
e 
as 4

27
X2(ω)3 + X3(ω) > 0, qui ne 
orrespond à au
un des deux 
as de l'énon
é.

• Sinon, R′ω admet deux ra
ines distin
tes, et est positive à l'extérieur de ses ra
ines, négative entre sesra
ines. Ainsi, Rω 
roît jusqu'à la première ra
ine de R′ω, puis dé
roît jusqu'à la deuxième ra
ine, puis
roît.
∗ Si les valeurs de Rω aux deux ra
ines de R′ω sont de même signe stri
tement (don
 positives, puisque

R(ω)(0) > 0), Rω n'a qu'une ra
ine.
∗ Si Rω s'annule en une des deux ra
ines de R′ω, alors Rω admet deux ra
ines distin
tes. C'est né
es-sairement en − 2X2(ω)

3 que s'annule alors Rω, puisque Rω(0) > 0.
∗ Si Rω prend des signes stri
tement opposés aux deux ra
ines de R′ω, d'après le TVI, on en déduitque Rω s'annule en trois ra
ines distin
tes. Dans 
e 
as,oOn a né
essairement Rω

(

− 2X2(ω)
3

)

< 0.14



On obtient don
 :
• N(ω) = 1 si et seulement si Rω

(

− 2X2(ω)
3

)

> 0 si et seulement si 4

27
X2(ω)3 + X3(ω) > 0

• N(ω) = 2 si et seulement si Rω

(

− 2X2(ω)
3

)

= 0 si et seulement si 4

27
X2(ω)3 + X3(ω) = 0

• N(ω) = 3 si et seulement si Rω

(

− 2X2(ω)
3

)

< 0 si et seulement si 4

27
X2(ω)3 + X3(ω) < 0En 
hoisissant des valeurs expli
ites de X2 et X3 dans leur intervalle de valeurs possibles, sa
hant qu'onpeut 
hoisir 
es valeurs indépendamment l'une de l'autre, X2 et X3 étant indépendantes, on peut alorsmontrer que 
es di�érents 
as sont tous possibles, 
e qui permet de justi�er l'égalité N(Ω) = {1, 2, 3}.3. La fon
tion t 7→ t3 est 
roissante sur R, don
 :

∀x ∈ R, F 4
27

X3
2
(x) = P

(

4

27
X3

2 6 x

)

= P

(

X2 6
3

2
3
√

2 · 3
√

x

)

=











0 si x < − 4
27

3
4

3
√

2 · 3
√

x + 1
2 si − 4

27 6 x < 4
27

1 si x > 4
27 .Cette fon
tion est 
lairement 
ontinue et de 
lasse C1 sur R \ {− 4

27 , 4
27}, et on montre fa
ilement l'égalitédes limites à droite et à gau
he en − 4

27 et en 4
27 , d'où la 
ontinuité sur R.Ainsi, 4

27X3
2 est une variable à densité.Une densité est obtenue par dérivation :

∀x ∈ R, f 4
27

X3
2
(x) =











0 si x < − 4
27

1
4

3
√

2 · 1

x
2
3

si − 4
27 6 x 6 4

27

0 si x > 4
27 .4. Comme X2 et X3 sont indépendantes, il en est de même de 4

27X3
2 et X3. Ainsi, on forme le produit de
onvolution :

∀x ∈ R, f 4
27

X3
2

⋆ fX3
(x) =

∫ +∞

−∞
f 4

27
X3

2
(t)fX3

(x− t) dt =

∫ x

x−1

f 4
27

X3
2
(t) dt.D'après l'expression de f 4

27
X3

2
, on obtient don
 :

• Si x < − 4
27 ,

f 4
27

X3
2

⋆ fX3
(x) = 0

• Si − 4
27 6 x 6

4
27 ,

f 4
27

X3
2

⋆ fX3
(x) =

∫ x

− 4
27

1

4
3
√

2 · 1

t
2
3

dt =
3

4
3
√

2 · 3
√

x + 12

• Si 4
27 6 x 6 23

27 ,
f 4

27
X3

2
⋆ fX3

(x) =

∫ 4
27

− 4
27

1

4
3
√

2 · 1

t
2
3

= 1

• Si 23
27 6 x 6

31
27 ,

f 4
27

X3
2

⋆ fX3
(x) =

∫ 4
27

x−1

1

4
3
√

2 · 1

t
2
3

=
3

4
3
√

2 · 3
√

(1− x) + 12

• Si x > 31
27 , alors

f 4
27

X3
2

⋆ fX3
(x) = 0.La fon
tion ainsi dé�nie est 
ontinue presque partout, et de plus, les variables sont indépendantes, don
il s'agit d'une densité de Z :

∀x ∈ R, fZ(x) =































0 si x < − 4
27

3
4

3
√

2 · 3
√

x + 12 si − 4
27 6 x < 4

27

1 si 4
27 6 x < 23

27
3
4

3
√

2 · 3
√

(1− x) + 12 si 23
27 6 x 6 31

27

0 si x > 31
27 .15



5. La variable Z est don
 une variable aléatoire à densité, don
 P (Z = 0) = 0, don
 P (N = 2) = 0, d'après
e qui pré
ède.De plus,
P (N = 3) = P (Z < 0) =

∫ 0

−∞
fZ(t) dt =

∫ 0

− 4
27

3

4
3
√

2 · 3
√

t + 12 dt

=
9

16
3
√

2 ·
(

4

27

)
4
3

+
2

27
=

1

12
· 2
3

+
2

27
=

1

18
+

2

27
=

5

54
.On obtient don
 :

P (N = 1) =
49

54
, P (N = 2) = 0, P (N = 3) =

5

54
.L'espéran
e de N est don


E(N) =
49

54
+

15

54
=

64

54
=

32

27
.
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