
Lyée La Bruyère, Versailles Lundi 14 déembre 2009.ECS 2 � MathématiquesConours Blan no 1 � Épreuve 1 (DS 4 � 4 heures)Épreuve de type � EDHEC �Exerie 1 � (EDHEC 2006)1. (a) Tout d'abord, l'expression de l'énoné à du sens, puisque λ2 − λ1 6= 0. On e alors :
1

λ2 − λ1

((f − λ1id) − (f − λ2id)) =
1

λ2 − λ1

· (λ2 − λ1)id = id.(b) • Soit x ∈ Ker(f − λ1id) ∩ Ker(f − λ2id). Alors :
f(x) = λ1x et f(x) = λ2x.Par onséquent, λ1x = λ2x, don (λ1 − λ2)x = 0, et omme λ1 − λ2 6= 0, x = 0. Ainsi, Ker(f −

λ1id)∩Ker(f −λ2id) ⊂ {0}, et l'inlusion réiproque étant évidentes (ar e sont des sous-espaesvetoriels), on a l'égalité. Ainsi, la somme de es deux espaes est direte.Cette propriété déoule aussi d'une propriété plus générale sur les sous-espaes propres (en onsta-tant que si es espaes sont non nuls, e sont des sous-espaes propres de f)
• Soit x ∈ Cm. On a, d'après la question 1,

x =
1

λ2 − λ1

(f(x) − λ1x) − (f(x) − λ2x)) = x1 + x2,où x1 =
1

λ2 − λ1

(f(x) − λ1x) et x2 =
1

λ2 − λ1

(f(x) − λ2x). Or :
∗ (f − λ1id)(x2) = (f − λ1id) ◦ (f − λ2id)(0) = θ(x) = 0, don x2 ∈ Ker(f − λ1id) ;
∗ (f − λ2id)(x1) = (f − λ2id) ◦ (f − λ1id)(0) = θ(x) = 0, don x1 ∈ Ker(f − λ2id)On explique un peu e dernier alul en justi�ant l'interversion de la omposition :

(f − λ2id) ◦ (f − λ1id) = f ◦ f − (λ1 + λ2)id + λ1λ2id = (f − λ1id) ◦ (f − λ2id).(on peut faire une telle interversion dès lors que les deux endomorphismes sont des expressionspolynomiales d'un même endomorphisme).Ainsi, on a bien obtenu une déomposition d'un élément de Cm quelonque omme somme d'unélément de Ker(f − λ1id) et d'un élément de Ker(f − λ2id). Ainsi :
C

m ⊂ Ker(f − λ1id) ⊕ Ker(f − λ2id).L'inlusion réiproque étant immédiate (ar les deux noyaux sont des sous-espaes vetoriels de
Cm), on a l'égalité.() Puisque m > 1 d'après l'énoné, les deux espaes ne peuvent pas être tous les deux nuls. Ainsi, il ya trois as possibles :

• Si Ker(f − λ1id) = 0, alors Ker(f − λ2id) = C
m, don f − λ2id = 0, don f = λ2id, et f estévidemment diagonalisable ('est une homothétie). Dans e as, f possède une seule valeur propreégale à λ2

• De même si Ker(f − λ2id) = 0, l'unique valeur propre étant λ1

• Si Ker(f − λ1id) 6= 0 et Ker(f − λ2id) 6= 0, alors λ1 et λ2 sont valeurs propres de f . D'après laquestion 1(b), la somme des dimensions des espaes propres assoiés est égale à m, la dimensiontotale. Comme la somme des dimensions de tous les espaes propres ne peut pas exéder m, etomme tous les sous-espaes propres sont au moins de dimension 1, il en résulte qu'il ne peut pasy avoir d'autre valeur propre (ela résulte aussi des propriétés reliant le spetre à l'ensemble desraines d'un polyn�me annulateur...) Ainsi, Sp(f) = {λ1, λ2}, et f est diagonalisable, puisque Cmest somme direte des sous-espaes propres.1



2. Par exemple i ·I. Il y en a beauoup d'autres.3. (a) On a A2 = −I. Ainsi, si f désigne l'endomorphisme de C2n+1 anoniquement assoié à A (vueomme matrie à oe�ients omplexes), on a f2 = −id, don
(f − i id) ◦ (f + i id) = θ.D'après la question 1, f est diagonalisable, don A est diagonalisable, et Sp(A) ⊂ {− i, i}. Deplus, f ne peut pas être une homothétie, sinon A serait diagonale, de la forme λI, et on aurait

A2 = λ2I = −I, don λ2 = −1. Or, omme A est à oe�ients réels, λ ∈ R, et ette relation estimpossible.Ainsi, d'après 1() (on est dans le troisième as), Sp(A) = {i,− i}.(b) Soit X ∈ Ei. Alors AX = i X , don AX = i X. D'après les formules de produit matriiel (s'obtenantpar produit et somme des oe�ients), et d'après les règles de onjugaison (respetant produit etsomme), on a alors :
AX = − iX.Comme A est à oe�ients réels, on obtient �nalement,
AX = − iX,don X ∈ E− i.Le même raisonnement montre que si Y ∈ E− i, alors Y ∈ Ei, d'où l'équivalene (ave Y = X)() Soit(u1, . . . , up) une base de Ei. Alors (u1, . . . , up) est une famille de veteurs de E− i, d'après e quipréède. De plus, soit λ1, . . . , λp tels que

p
∑

i=1

λiui = 0.En onjugant oe�ient par oe�ient, on obtient :
p

∑

i=1

λ1ui = 0.La famille (ui)16i6p est libre, don il en résulte que
λ1 = · · · = λp = 0 puis: λ1 = · · · = λp = 0.Ainsi, (u1, . . . , up) est une famille libre de E− i.Cette famille libre étant de ardinal p, on obtient

dim(E− i) > p = dim(Ei)Le même raisonnement en partant d'une base de E− i amène l'inégalité
dim(Ei) > dim(E− i),d'où l'égalité.(d) On a Sp(A) = {− i, i}, et A est diagonalisable, don

2n + 1 = dim C
2n+1 = dimEi + dimE− i = 2 dimEi,d'où une ontradition sur les parités.Ainsi, l'hypothèse d'existene de A à oe�ients réels telle que A2 = −I amène à une ontradition.Il n'existe don pas de telle matrie.Exerie 2 � (EDHEC 1997) 2



1. On a :
g ◦ f : R

3 f−→R
2 g−→R

3.Ainsi, g ◦f est une appliation de R3 dans R3. De plus, d'après le ours, la omposée de deux appliationslinéaires est une appliation linéaire, don g ◦ f ∈ L(R3).2. (a) Soit x ∈ Im(g ◦ f). Alors
∃y ∈ R

3, x = g ◦ f(y) = g(f(y)).Ainsi, x est l'image par g de f(y), don x ∈ Im(g). D'où l'inlusion Im(g ◦ f) ⊂ Im g.(b) En appliquant le théorème du rang à g, on a :
dim Im(g) + dimKer(g) = dim R

2 = 2.Comme dim Ker(g) > 0, il en résulte que dim Im(g) 6 2.() De plus, d'après 2(a), l'inlusion des espaes amenant une inégalité sur leurs dimensions :
dim(Im(g ◦ f)) 6 dim(Im(g)) 6 2.(d) • Puisque dim(Im(g ◦ f)) 6= 3 = dim R

3, on a :
Im(g ◦ f) 6= R

3,don g ◦ f n'est pas surjetive.
• D'après le théorème du rang appliqué à g ◦ f , l'inégalité de 2() amène :

dim(Ker(g ◦ f)) > 1,don Ker(g ◦ f) 6= 0, don g ◦ f n'est pas injetive.En fait, un seul de es deux arguments (et une justi�ation idoine) su�t, puisque pour un endomor-phisme d'un espae de dimension �nie, l'injetivité équivaut à la surjetivité.3. On a don Ker(g ◦ f) 6= {0}, don 0 est valeur propre de g ◦ f , don de BA.4. (a) On a :
ABX =

(

0 1

1 0

) (

x

y

)

=

(

y

x

)

6= 0.Or, si BX = 0, on a aussi ABX = 0, e qui ontredit la ligne préédente. Don BX 6= 0.(b) Soit λ une valeur propre de AB. Il existe alors X 6= 0 tel que
ABX = λX, don: BA(BX) = λ(BX).Or, puisque X 6= 0, d'après la question 4(a), BX 6= 0. Ainsi, BX est un veteur propre de BAassoié à la valeur λ, don λ est une valeur propre de BA.() Soit λ ∈ R. Le réel λ est valeur propre de AB si et seulement si AB − λI2 est non inversible, donsi et seulement si

det

(

−λ 1

1 −λ

)

= 0,don si et seulement si λ2 − 1 = 0. Ainsi, Sp(AB) = {−1, 1}.D'après la question 4(b), 1 et −1 sont don aussi valeurs propres de BA. Comme 0 est égalementvaleur propre de BA d'après la question 3, il en résulte que BA, matrie d'ordre 3, admet 3 valeurspropres distintes, don elle est diagonalisable.Exerie 3 � (Extrait de ESCP 1999)Corretion : voir l'autre épreuve 3



Problème � (EDHEC 2000)Partie I �1. (a) Rappelez-vous d'une propriété donnée de manière antiipée pour votre dernier DM : J est symétrique,don diagonalisable.(b) Posons J = (αi,j)16i,j6n, les αi,j étant tous égaux à 1. Posons J2 = (βi,j)A6i,j6n. Alors :
∀(i, j) ∈ [[1, n]]2, βi,j =

n
∑

k=1

αi,kαk,j =
n

∑

k=1

1 = nAinsi, J2 est la matrie arrée d'ordre n dont tous les oe�ients sont égaux à n, don J2 = nJ .On pouvait aussi faire e alul par onsidération des olonnes, haque olonne de J2 étant obenueomme ombinaison linéaire des olonnes de J , les oe�ients étant donnés par les oe�ients de laolonne orrespondante de J (don tous égaux à 1). Ainsi, haque olonne de J2 est la somme detoutes les olonnes de J , don n fois la olonne onstituée de 1.Ainsi, X2 − nX est un polyn�me annulateur de J . On a don :
Sp(J) ⊂ rac(X2 − nX) = {0, n}.

• Comme les olonnes de J sont liées (elles sont deux à deux olinéaires !), J n'est pas inversible,don 0 ∈ Sp(J)

• On a J







1...
1






= n







1...
1






,, don 





1...
1






est un veteur propre assoié à n, don n ∈ Sp(J).On a don Sp(J) = {0, n}.2. (a) De plus, rg(J) = 1 puisque ses olonnes sont deux à deux olinéaires. Don le sous-espae propre E0assoié à la valeur propre 0 est de dimension n−1 (d'après le théorème du rang). Comme dimEn > n,on obtient :
dim E0 + dimEn > n,et la somme des dimensions des sous-espaes propres ne pouvant exéder la dimension totale, etteinégalité est une égalité. Il en résulte que J est diagonalisable, et dimEn = 1. Soit (b1, · · · bn−1) unebase de E0, et (bn) une base de En. Alors B = (b1, . . . , bn) est une base de E = Rn = Mn,1(R)formée de veteurs propres de J . Soit f l'endomorphisme anoniquement assoié à J . Sa matriedans la base B est don :

MatB(f) =













0 0 · · · 0

0
. . . . . . ...... . . . 0 0

0 · · · 0 n











De plus, Ma = aJ +(1−a)I. Ainsi af +(1−a)id est l'endomorphisme anoniquement assoié à Ma.Or, la matrie de af + (1 − a)id relativement à la base B est :
MatB(af + (1 − a)id) = aMatB(f) + (1 − a)In =













1 − a 0 · · · 0

0
. . . . . . ...... . . . 1 − a 0

0 · · · 0 1 + (n − 1)a











Ainsi, les valeurs propres de Ma sont 1− a et 1 + (n− 1)a, es deux valeurs propres étant distintespuisque n 6= 0. 4



(b) Ma est inversible si et seulement si 0 6∈ Sp(Ma), don si et seulement si a−1 6= 0 et 1+(n−1)a 6= 0,don si et seulement si
a 6= 1 et a 6= − 1

n − 1
.3. Ii, n = 4.(a) D'après les questions préédentes, dimE0 = n − 1 = 3. De plus les olonnes de J véri�ent lesrelations :

C1 − C2 = 0, C1 − C3 = 0, C1 − C4 = 0.Ainsi, les veteurs 







1

−1

0

0









,









1

0

−1

0









, et 







1

0

0

−1









sont dans E0. Il forment une famille libre puisqu'ilsforment une famille éhelonnée par rapport à leur dernière oordonnée non nulle. Ainsi, la dimensionde E0 étant 3, ils forment une base de E0.(b) Youpi ! ('était une promesse, il fallait bien !)Notons (e1, e2, e3) la base de E0 de la question préédente. Comme il s'agit d'une famille libre, onpeut lui appliquer le proédé d'orthonormalisation de Shmidt. Soit (b1, b2, b3) la famille orthonor-male (qui sera, d'après les dimensions, une b.o.n. de E0) obtenue de (e1, e2, e3) à l'aide du proédéd'orthonormalisation de Shmidt.
• On a b1 = e1

‖e1‖ = 1√
2









1

−1

0

0









.
• Le veteur b2 s'exprime :

b2 =
u2

‖u2‖
, où u2 = e2 − 〈e2, b1〉 b1.On a :

〈e2, b1〉 b1 =
1

2

〈









1

0

−1

0









,









1

−1

0

0









〉









1

−1

0

0









=
1

2









1

−1

0

0









,don
u2 =









1

0

−1

0









− 1

2









1

−1

0

0









=
1

2









1

1

−2

0









.On a don ‖u2‖ =
√

6

2
, d'où :

b2 =
1√
6









1

1

−2

0









.

• Le veteur b2 s'exprime :
b3 =

u3

‖u3‖
, où u3 = e3 − 〈e3, b1〉 b1 − 〈e3, b2〉 b2.On a :

〈e3, b1〉 b1 =
1

2

〈









1

0

0

−1









,









1

−1

0

0









〉









1

−1

0

0









=
1

2









1

−1

0

0









,

5



et
〈e3, b2〉 b2 =

1

6

〈









1

0

0

−1









,









1

1

−2

0









〉









1

−1

0

0









=
1

6









1

1

−2

0









,Ainsi,
u3 =









1

0

0

−1









− 1

2









1

−1

0

0









− 1

6









1

1

−2

0









=
1

6









2

2

2

−6









=
1

3









1

1

1

−3









.Ainsi, ‖u3‖ =
√

12

3
, don

b3 =
1√
12









1

1

1

−3









.Une véri�ation rapide montre bien l'orthogonalité de la famille (b1, b2, b3) obtenue, e qui on�rmeles aluls.() On sait que dimEn = dimE4 = 1, et que 







1

1

1

1









est un veteur propre assoié, dont la norme vaut 2.Ainsi, posons
b4 =

1

2









1

1

1

1









.Une véri�ation sans di�ulté montre que b1⊥b4, b2⊥b4 et b3⊥b4. Comme de plus (b1, b2, b3) est unefamille orthonormale, et que ‖b4‖ = 1, on en déduit que (b1, b2, b3, b4) est une famille orthonormalede R4. Son ardinal étant 4, et par liberté des familles orthonormales, on en déduit que 'est uneb.o.n. de R
4. Cette b.o.n. est formée de veteurs propres de J , b1, b2, b3 étant assoiés à la valeurpropre 0, et b4 étant assoié à la valeur propre 4.Partie II �1. Soient λ1, λ2, . . . , λn des réels tels que n

∑

k=1

λkuk = 0.(a) On a
Ma







λ1...
λn






= aJ







λ1...
λn






+(1−a)I







λ1...
λn






= a(λ1+· · ·+λn)







1...
1






+(1−a)







λ1...
λn






=











λ1 + aλ2 + · · · + aλn

aλ1 + λ2 + aλ3 + · · · + aλn...
aλ1 + · · · + aλn−1 + λn









Or, n
∑

j=1

λjuj = 0, don pour tout i ∈ [[1, n]]

0 =

〈

ui,

n
∑

j=1

λjuj

〉

=
n

∑

j=1

λj 〈ui, uj〉 .Or, d'après l'énoné, pour tout i 6= j, 〈ui, uj〉 = a, et 〈ui, ui〉 = 1, ar les ui sont unitaires. Ainsi
0 = λi +

n
∑

j=1

j 6=i

aλj .6



C'est le oe�ient de la ligne i de Ma







λ1...
λn






. Par onséquent, Ma







λ1...
λn






est nul.(b) Supposons que a 6= 1 et a 6= − 1

n−1
. Alors Ma et inversible, et la relation préédente équivaut à







λ1...
λn






=







0...
0






. Ainsi, la famille (u1, . . . , un) est libre. Comme il s'agit d'une famille de veteurs de

R
3 de dimension 3, le ardinal de ette famille libre est au plus égal à 3, don n 6 3.2. Étude du as a = 1(a) D'après l'inégalité de Cauhy-Shwarz, pour tout (i, j) ∈ [[1, n]]2 tel que i 6= j,

‖ 〈ui, uj〉 ‖ 6 ‖ui‖ · ‖uj‖.On a égalité si et seulement si ui et uj sont olinéaires(b) Or, si a = 1, pour tout (i, j) ∈ [[1, n]]2, i 6= j, on a 〈ui, uj〉 = 1 = ‖ui‖ · ‖uj‖, les veteurs étantunitaires. Ainsi, les ui sont deux à deux olinéaires. Comme ils sont unitaires, ils sont non nuls, etpar onséquent,
∀i ∈ [[2, n]], ∃λi ∈ R, ui = λiu1.De plus,

∀i ∈ [[1, n]], 1 = a = 〈ui, u1〉 = λi 〈u1, u1〉 = λi,don pour tout i ∈ [[2, n]], λi = 1, don ui = u1. Or, l'énoné stipule que les ui doivent être deux àdeux distints, e qui n'est possible que si la famille des ui n'est onstitué que d'un veteur. Ainsi,
n = 1.3. Dans ette question, on admet qu'il existe une famille (u1, u2, u3, u4) formée de 4 veteurs de R3, unitaireset deux à deux distints, solution du problème.(a) D'après les questions 1 et 2 de la partie II, ei est impossible, sauf si a = − 1

n−1
. S'il existe une tellefamille, alors néessairement,

a = − 1

n − 1
= −1

3
,puisque n = 4 ii.(b) Montrons que (u1, u2, u3) est une famille libre de R

3. Soit (λ1, λ2, λ3) ∈ R
3 tels que

λ1u1 + λ2u2 + λ3u3 = 0.En appliquant suessivement le produit salaire ave u1, u2 et u3, on obtient le système linéaire






λ1 − 1

3
λ2 − 1

3
λ3 = 0

− 1

3
λ1 + λ2 − 1

3
λ3 = 0

− 1

3
λ1 − 1

3
λ3 + λ3 = 0Un alul rapide montre que λ1 = λ2 = λ3 = 0 (on pourra par exemple remarquer qu'en sommantles trois lignes, λ1 + λ2 + λ3 = 0, et qu'en ajoutant un tiers de ette expression à haque ligne, onobtient diretement λ1, λ2 et λ3).Ainsi, (u1, u2, u3) est une famille libre de ardinal 3 dans R

3 de dimension 3, don (u1, u2, u3) estune base de R3.() Le veteur u4 se déompose don dans ette base : il existe µ1, µ2 et µ3 des réels tels que
u4 = µ1u1 + µ2u2 + µ3u3.7



En appliquant suessivement le produit salaire ave u1, u2, u3 et u4, on obtient :














λ1 − 1

3
λ2 − 1

3
λ3 = − 1

3

− 1

3
λ1 + λ2 − 1

3
λ3 = − 1

3

− 1

3
λ1 − 1

3
λ3 + λ3 = − 1

3

− 1

3
λ1 − 1

3
λ2 − 1

3
λ3 = 1La dernière équation s'obtient d'ailleurs omme somme des trois premières. Ainsi, en retranhantette dernière équation aux trois autres, il vient :







4

3
λ1 = − 4

3
4

3
λ2 = − 4

3
4

3
λ3 = − 4

3don λ1 = λ2 = λ3 = −1. Ainsi, le veteur olonne des oordonnées de u4 dans la base (u1, u2, u3)est 



−1

−1

−1



.En fait, le problème étant symétrique en u1, u2, u3 et u4, ela signi�e que es 4 veteurs forment untétraèdre régulier.Partie III �1. Trop faile ! a = 0 équivaut à l'orthogonalité de la famille (et même l'orthonormalité, les veteurs étantsupposés unitaires). Ainsi, la base anonique 







1

0

0
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0

1

0
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0

0

1







 onvient.2. On pose v1 = e1, v2 = −1

2
e1 +

√
3

2
e2 et v3 = −1

2
e1 −

√
3

2
e2.(a) On a :

‖v1‖2 = 1, ‖v2‖2 =
1

4
+

3

4
= 1, ‖v3‖2 =

1

4
+

3

4
= 1,don les veteurs sont unitaires. De plus,

〈v1, v2〉 = −1

2
, 〈v1, v3〉 = −1

2
et 〈v2, v3〉 =

1

4
− 3

4
= −1

2
.Ainsi, (v1, v2, v3) est solution du problème ave a = − 1

2(b) On a :
〈e3, λv1 + µe3〉 = µ = 〈e3, λv2 + µe3〉 = 〈e3, λv3 + µe3〉 ,ar e3 est orthogonal à e1 et e2, don à v1, v2 et v3. Ainsi, on doit avoir µ = a = − 1

3
.De plus,

−1

3
= 〈λv1 + µe3, λv2 + µe3〉 = λ2 〈v1, v2〉 + µ2 = −1

2
λ2 + µ2.Ainsi,

λ2 = 2
4

9
, don: λ = ±2

3

√
2.On véri�e faiement que les deux hoix de signe onviennet. On pose par exemple λ = 2

3

√
2. Lafamille onsidérée est don :

(

e3,
2

3

√
2v1 −

1

3
e3,

2

3

√
2v2 −

1

3
e3,

2

3

√
2v3 −

1

3
e3

)On véri�e failement que ette famille est solution du problème. Pour aluler les normes, on remar-quera que e3⊥vi, don
‖2

3

√
2vi −

1

3
e3‖2 =

8

9
+

1

3
= 1.8


