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ECS 2 — Mathématiques

Concours Blanc n°1 — Epreuve 1 (DS 4 — 4 heures)
Epreuve de type « EDHEC »

Exercice 1 — (EDHEC 2006)
1. (a) Tout d’abord, ’expression de ’énoncé a du sens, puisque Ao — A1 # 0. On e alors :

3 1A ((F = Mid) = (f = i) = ——— - (A — Ay)id = id.
27 Al

-\
(b) e Soit x € Ker(f — A1id) N Ker(f — A2id). Alors :

f(z) =\z et f(z) = Aoz,

Par conséquent, A\ix = Aoz, donc (A1 — A2)z = 0, et comme \; — A2 # 0, x = 0. Ainsi, Ker(f —
Arid) NKer(f — Aq2id) C {0}, et l'inclusion réciproque étant évidentes (car ce sont des sous-espaces
vectoriels), on a ’égalité. Ainsi, la somme de ces deux espaces est directe.

Cette propriété découle aussi d’une propriété plus générale sur les sous-espaces propres (en consta-
tant que si ces espaces sont non nuls, ce sont des sous-espaces propres de f)
e Soit x € C™. On a, d’aprés la question 1,
B 1
YW

(f(2) = \iz) = (f(2) = Aow)) = 21 + 22,

T

" i \ (f(w) = \iz) et 2o = . (f(x) — Aazx). Or :

1 2
* (f — Mid)(x2) = (f — Mid) o (f — A2id)(0) = 0(x) = 0, donc x2 € Ker(f — A1id) ;
x (f — Aaid)(21) = (f — Aid) o (f — A1id)(0) = O(x) = 0, donc z1 € Ker(f — Aqid)

On explique un peu ce dernier calcul en justifiant 'interversion de la composition :

(f = Aaid) o (f — Aqid) = f o f — (A1 + A2)id + At deid = (f — Ayid) o (f — Aqid).

Ofl.Il:

(on peut faire une telle interversion dés lors que les deux endomorphismes sont des expressions
polynomiales d’'un méme endomorphisme).

Ainsi, on a bien obtenu une décomposition d’'un élément de C™ quelconque comme somme d’un
éléement de Ker(f — A1id) et d’un élément de Ker(f — Aqid). Ainsi :

C™ c Ker(f — M\id) @ Ker(f — A2id).

L’inclusion réciproque étant immédiate (car les deux noyaux sont des sous-espaces vectoriels de
C™), on a l’égalité.
(c) Puisque m > 1 d’aprés I’énoncé, les deux espaces ne peuvent pas étre tous les deux nuls. Ainsi, il y

a trois cas possibles :

e Si Ker(f — A\id) = 0, alors Ker(f — Azid) = C™, donc f — Aaid = 0, donc f = Aqid, et f est
évidemment diagonalisable (c’est une homothétie). Dans ce cas, f posséde une seule valeur propre
égale & Ao

e De méme si Ker(f — A2id) = 0, I'unique valeur propre étant \q

o Si Ker(f — A\id) # 0 et Ker(f — A2id) # 0, alors A; et Ay sont valeurs propres de f. D’aprés la
question 1(b), la somme des dimensions des espaces propres associés est égale a m, la dimension
totale. Comme la somme des dimensions de tous les espaces propres ne peut pas excéder m, et
comme tous les sous-espaces propres sont au moins de dimension 1, il en résulte qu’il ne peut pas
y avoir d’autre valeur propre (cela résulte aussi des propriétés reliant le spectre a l’ensemble des
racines d’un polyndme annulateur...) Ainsi, Sp(f) = {A1, A2}, et f est diagonalisable, puisque C™
est somme directe des sous-espaces propres.



2. Par exemple i-I. Il y en a beaucoup d’autres.

3. (a) On a A2 = —I. Ainsi, si f désigne ’endomorphisme de C2"*! canoniquement associ¢ a A (vue
comme matrice & coefficients complexes), on a f? = —id, donc

(f —iid) o (f +1iid) = 6.

D’aprés la question 1, f est diagonalisable, donc A est diagonalisable, et Sp(4) C {—1i,i}. De
plus, f ne peut pas étre une homothétie, sinon A serait diagonale, de la forme AI, et on aurait
A? = \2] = —I, donc A\?> = —1. Or, comme A est & coefficients réels, A € R, et cette relation est
impossible.
Ainsi, d’aprés 1(c) (on est dans le troisiéme cas), Sp(A) = {i, —i}.

(b) Soit X € E;. Alors AX =iX,donc AX =iX. D’aprés les formules de produit matriciel (s’obtenant
par produit et somme des coefficients), et d’aprés les régles de conjugaison (respectant produit et

somme), on a alors :
AX =—-iX.

Comme A est a coefficients réels, on obtient finalement,

AX = —iX,

donc X € E_;.
Le méme raisonnement montre que si Y € E_;, alors Y € E;, d’ou ’équivalence (avec Y = X)

(c) Soit(uq,...,up) une base de E;. Alors (u7,...,u,) est une famille de vecteurs de E_;, d’aprés ce qui
précede. De plus, soit Ai,..., A, tels que

En conjugant coeflicient par coefficient, on obtient :

p _
Z )\1’(1,1' =0.
i=1
La famille (u;)1<i<p est libre, donc il en résulte que
AM=-=X=0 puis: A\ =--=),=0.

Ainsi, (u7,...,T,) est une famille libre de E_;.
Cette famille libre étant de cardinal p, on obtient

dim(E_;) > p = dim(E)
Le méme raisonnement en partant d’une base de F_; améne l'inégalité
dlrn(E]) 2 dlm(E_ i),

d’ou l’égalité.

(d) On a Sp(A4) = {—1,i}, et A est diagonalisable, donc
2n + 1 = dim C*"*! = dim F; + dim E_; = 2dim E},

d’ou une contradiction sur les parités.

Ainsi, I'hypothése d’existence de A & coefficients réels telle que A2 = —I ameéne & une contradiction.
Il n’existe donc pas de telle matrice.

Exercice 2 - (EDHEC 1997)



1. On a: .
gof:R® L R2 4,RS.

Ainsi, go f est une application de R? dans R3. De plus, d’aprés le cours, la composée de deux applications
linéaires est une application linéaire, donc g o f € L(R3?).
2. (a) Soit z € Im(g o f). Alors
Jy e R’ z=go f(y) =9(f(y))

Ainsi, x est I'image par g de f(y), donc « € Im(g). D’ou linclusion Im(g o f) C Im g.

(b) En appliquant le théoréme du rang & g, on a :
dimIm(g) + dim Ker(g) = dimR? = 2.

Comme dim Ker(g) > 0, il en résulte que dimIm(g) < 2.

(c) De plus, d’aprés 2(a), I'inclusion des espaces amenant une inégalité sur leurs dimensions :
dim(Im(g o f)) < dim(Im(g)) < 2.
(d) e Puisque dim(Im(go f)) # 3 = dimR3, on a :
Im(go f) # R?,

donc g o f n’est pas surjective.
e D’apreés le théoréme du rang appliqué a g o f, I'inégalité de 2(c) améne :

dim(Ker(go f)) > 1,

donc Ker(g o f) # 0, donc g o f n’est pas injective.
En fait, un seul de ces deux arguments (et une justification idoine) suffit, puisque pour un endomor-
phisme d’un espace de dimension finie, l'injectivité équivaut a la surjectivité.

3. On a donc Ker(g o f) # {0}, donc 0 est valeur propre de g o f, donc de BA.

4. (a) Ona:
=)~ ()0

Or, si BX =0, on a aussi ABX =0, ce qui contredit la ligne précédente. Donc BX # 0.
(b) Soit A une valeur propre de AB. Il existe alors X # 0 tel que

ABX =X, donc:  BA(BX) = \(BX).

Or, puisque X # 0, d’aprés la question 4(a), BX # 0. Ainsi, BX est un vecteur propre de BA
associé a la valeur A, donc A est une valeur propre de BA.

(c) Soit A € R. Le réel X est valeur propre de AB si et seulement si AB — Al est non inversible, donc

si et seulement si
- 1
det =
e < . /\) 0,

donc si et seulement si A2 — 1 = 0. Ainsi, Sp(AB) = {—1,1}.

D’aprés la question 4(b), 1 et —1 sont donc aussi valeurs propres de BA. Comme 0 est également
valeur propre de BA d’aprés la question 3, il en résulte que BA, matrice d’ordre 3, admet 3 valeurs
propres distinctes, donc elle est diagonalisable.

Exercice 3 — (Extrait de ESCP 1999)
Correction : voir 'autre épreuve



Probléme - (EDHEC 2000)

Partie I —

1.

(a)

(b)

Rappelez-vous d’une propriété donnée de maniére anticipée pour votre dernier DM : J est symétrique,
donc diagonalisable.

Posons J = (i j)1<ij<n, les a; ; étant tous égaux a 1. Posons J2 = (B; ;) a<i j<n. Alors :
n n
V(i,j) € [Ln]?, Bij =) airak;=» 1=n
k=1 k=1

Ainsi, J? est la matrice carrée d’ordre n dont tous les coefficients sont égaux & n, donc J2 = nJ.
On pouvait aussi faire ce calcul par considération des colonnes, chaque colonne de J? étant obenue
comme combinaison linéaire des colonnes de J, les coefficients étant donnés par les coefficients de la
colonne correspondante de .J (donc tous égaux & 1). Ainsi, chaque colonne de J? est la somme de
toutes les colonnes de J, donc n fois la colonne constituée de 1.

Ainsi, X2 — nX est un polynéme annulateur de .J. On a donc :
Sp(J) C rac(X? —nX) = {0,n}.

e Comme les colonnes de J sont liées (elles sont deux & deux colinéaires!), J n’est pas inversible,
donc 0 € Sp(J)
1 1 1

eOnaJ|:|=n]|:], donc |:| estun vecteur propre associé a n, donc n € Sp(J).

1 1 1
On a donc Sp(J) = {0,n}.

De plus, rg(J) = 1 puisque ses colonnes sont deux a deux colinéaires. Donc le sous-espace propre Ey
associé a la valeur propre 0 est de dimension n—1 (d’aprés le théoréme du rang). Comme dim E,, > n,
on obtient :

dim Ey + dim E,, > n,

et la somme des dimensions des sous-espaces propres ne pouvant excéder la dimension totale, cette
inégalité est une égalité. Il en résulte que J est diagonalisable, et dim E,, = 1. Soit (b1, - b,—1) une
base de Ey, et (b,) une base de E,. Alors B = (by,...,by,) est une base de E = R" = M,, 1(R)
formée de vecteurs propres de J. Soit f I’endomorphisme canoniquement associé & J. Sa matrice
dans la base B est donc :

Mats(f) =
oL 0 O
0 - 0 =n

De plus, M, = aJ+ (1 —a)I. Ainsi af + (1 — a)id est ’endomorphisme canoniquement associé a M,.
Or, la matrice de af + (1 — a)id relativement & la base B est :

l1—a O 0
Matg(af + (1 —a)id) = aMatg(f) + (1 — a)I, = 0
: . 1—a 0
0 - 0 1+(m—1)a

Ainsi, les valeurs propres de M, sont 1 —a et 1+ (n — 1)a, ces deux valeurs propres étant distinctes
puisque n # 0.



(b)

M, est inversible si et seulement si 0 & Sp(M,), donc si et seulement sia—1#0et 1+ (n—1)a # 0,

donc si et seulement si .
a#1 et a# — .

n—1

3. Ici, n =4.

(a)

D’aprés les questions précédentes, dimEy = n — 1 = 3. De plus les colonnes de J vérifient les
relations :
C1 —Cy =0, C1—C53=0, Ci—Cy=0.

1 1 1
. -1 0 0 o S
Ainsi, les vecteurs o | it et 0 sont dans Fy. Il forment une famille libre puisqu’ils
0 0 -1

forment une famille échelonnée par rapport a leur derniére coordonnée non nulle. Ainsi, la dimension
de Ey étant 3, ils forment une base de Ej.

Youpi! (c’était une promesse, il fallait bien!)

Notons (e1, es, e3) la base de Ey de la question précédente. Comme il s’agit d’une famille libre, on
peut lui appliquer le procédé d’orthonormalisation de Schmidt. Soit (b1, b2, b3) la famille orthonor-

male (qui sera, d’apreés les dimensions, une b.o.n. de Ep) obtenue de (eq, ea,e3) a laide du procédé
d’orthonormalisation de Schmidt.

1
e Onab = —2 |1
L= Tal — V2| 0
0
e Le vecteur by s’exprime :
u
bQ = Huz”, ou U2:€2—<62,b1> bl.
On a
1 1 1 1
1 0 -1 -1 11 -1
b1) by = = = —
<627 l> 1 2< -1 ) 0 > 0 0 9
0 0 0 0
donc
1 1
" 0 1 -1] l
27 =1) 2o | 2|-2
0 0 0
On a donc |jug| = ‘/Tg, d’ou :
1
1 1
by = —
0
e Le vecteur by s’exprime :
U
bg = ”u—z”, ou us = €3 — <63,b1>bl — <€3,bg> bg.
On a:
1 1 1 1
1 0 -1 -1 11 -1
b1) by = = - _
(e3,b1) b 2<070>0 21 o |’
-1 0 0 0



et

~1 0 0 0
Ainsi,
1 1 1 2 1
s = 0 _l -1 _l 1)1 2 :1 1
0 210 6 |—-2 2 3| 1
-1 0 0 —6 -3
Ainsi, [|lu| = Y22, donc
1
o |1
vz | 1

Une vérification rapide montre bien 'orthogonalité de la famille (b1, ba, b3) obtenue, ce qui confirme
les calculs.

1
. . . 1 -
(c¢) On sait que dim E,, = dim E4 = 1, et que 1 est un vecteur propre associé, dont la norme vaut 2.
1
Ainsi, posons
1
111
by = =
‘T2
1

Une vérification sans dificulté montre que by Lby, ba Lby et b3 Lbs. Comme de plus (b1, ba, bg) est une
famille orthonormale, et que ||b4|| = 1, on en déduit que (b1, be, b3, bs) est une famille orthonormale
de R*. Son cardinal étant 4, et par liberté des familles orthonormales, on en déduit que c’est une
b.o.n. de R*. Cette b.o.n. est formée de vecteurs propres de .J, by, bo, bs étant associés a la valeur
propre 0, et by étant associé & la valeur propre 4.

Partie II —

1. Soient A1, Aa,..., A, des réels tels que Z Apur = 0.

k=1
(a) On a
AL +adg + - +ad,
A1 At AL 1 M ali + Ao +ads+---+a\,
Mo | 2| =al | ¢ [+(0=a) | | =a(ht+) [ | +(1=a) | [ = :

aAl"’"""a)\nfl"’)\n

n
Or, Z)\juj =0, donc pour tout ¢ € [1,n]
j=1

Aj (ui; ug)
1

0= <ui, i/\juj> =
J

n
=1 =

J

Or, d’aprés I’énoncé, pour tout ¢ # j, (u;, uj) = a, et (u;,u;) = 1, car les u; sont unitaires. Ainsi

0=X+Y a).
j=1
JFi



(b)

M AL
C’est le coefficient de la ligne 7 de M, | : |. Par conséquent, M, | : | est nul.
An An
Supposons que a # 1 et a # —ﬁ. Alors M, et inversible, et la relation précédente équivaut a
A1 0
o | = |- Ainsi, la famille (uy,...,u,) est libre. Comme il s’agit d’une famille de vecteurs de
An 0
R? de dimension 3, le cardinal de cette famille libre est au plus égal & 3, donc n < 3.

2. Etude du cas a = 1

(a)

D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout (i,7) € [1,n]? tel que i # j,
(| s wg) || < ] - fJug]-

On a égalité si et seulement si u; et u; sont colinéaires
Or, si a = 1, pour tout (i,5) € [1,n]?, i # j, on a (w;,u;) =1 = |Ju]| - [|u ]|, les vecteurs étant
unitaires. Ainsi, les u; sont deux & deux colinéaires. Comme ils sont unitaires, ils sont non nuls, et

par conséquent,
Vi € [[2,71]],3)\1 eR, u; = AiUq.

De plus,
Vi € [[1,TL]], l=a= <ui,u1> =\ <’U,1,’U,1> =\,

donc pour tout i € [2,n], A\; = 1, donc u; = u;. Or, ’énoncé stipule que les u; doivent étre deux a
deux distincts, ce qui n’est possible que si la famille des u; n’est constitué que d’un vecteur. Ainsi,
n = 1.

3. Dans cette question, on admet qu'’il existe une famille (u1, u2, u3, u4) formée de 4 vecteurs de R, unitaires
et deux & deux distincts, solution du probléme.

(a)

()

D’aprés les questions 1 et 2 de la partie II, ceci est impossible, sauf si a = —ﬁ. S’il existe une telle
famille, alors nécessairement,

B 1 1

 on-—-1 3

puisque n = 4 ici.

Montrons que (u1,ug,u3) est une famille libre de R3. Soit (A1, A2, A3) € R3 tels que
A1 + Aausg + Azuz = 0.

En appliquant successivement le produit scalaire avec w1, us et us, on obtient le systéme linéaire

M-Bg—1ag = 0
—%)\14—)\2—%)\3 = 0
—%)\1 — %)\34-)\3 = 0

Un calcul rapide montre que Ay = Ay = A3 = 0 (on pourra par exemple remarquer qu’en sommant
les trois lignes, A\ + A2 + A3 = 0, et qu’en ajoutant un tiers de cette expression & chaque ligne, on
obtient directement A1, Ay et A3).

Ainsi, (u1,u2,us3) est une famille libre de cardinal 3 dans R? de dimension 3, donc (u1,ug,us) est
une base de R3.

Le vecteur uy se décompose donc dans cette base : il existe u1, puo et ps des réels tels que

Ug = p1U1 + pouz + H3us.



En appliquant successivement le produit scalaire avec uq, us, us et uy, on obtient :

A= 2A2 — 2X3
—2A+ A — s
—3A —3A3+ A3

—3A—3h— 33 =1

La derniére équation s’obtient d’ailleurs comme somme
cette derniére équation aux trois autres, il vient :

|
[
W=l

des trois premiéres. Ainsi, en retranchant

N
2 T 3
38— 73
donc Ay = Ay = A3 = —1. Ainsi, le vecteur colonne des coordonnées de u4 dans la base (u1, ug, us)
-1
est | —1
-1

En fait, le probléme étant symétrique en uy, us, us et uq,
tétraedre régulier.

Partie III —

1. Trop facile! a = 0 équivaut a I’orthogonalité de la famllle et

cela signifie que ces 4 vecteurs forment un

méme l'orthonormalité, les vecteurs étant
0

supposés unitaires). Ainsi, la base canonique 0 convient.
1
2. O + 5 t
. On pose v1 = ey, v = ——¢ —eev:——e——e
P 1 1, V2 561 5 ©2 3 5€1 5 €2
(a) On a:
1 3 1 3
2 2 2
lorl? =1, felP=g+5=1 lulP=g+3=1
donc les vecteurs sont unitaires. De plus,
1 1 1 3 1
<U1,U2>=—§7 <U1,U3>=—§ et (v2,v3) 1 1- 73
Ainsi, (v1,v2,v3) est solution du probléme avec a = —%
(b) On a:
(e3, A1 + pes) = p = (e3, Ava + pes) = (e3, Avs + pes) ,
car eg est orthogonal & ey et eg, donc & vy, v2 et vs. Ainsi, on doit avoir p =a = —%.
De plus,
2 2 [ 2
5 = (A + pes, Avg + pes) = X (v, v2) + p° = —5)\ +pt
Alinsi,

4

2\ = 25, donc: A=

2
+-v2.
3\/_

On vérifie faciement que les deux choix de signe conviennet. On pose par exemple \ = % 2. La
famille considérée est donc :

<€3 ) \/_Ul 637 \/_’02 63 ) \/_Ug - 63>

8
1 5v30; — zesll? = o +

On vérifie facilement que cette famille est solution du probléme. Pour calculer les normes, on remar-
quera que es_lv;, donc



