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n
∑

i=0

aiX
i et B =

n
∑

j=0

bjX
j . Alors :

Φn(B, A) =
∑

06i,j6n

aibjsi+j =
∑

06j,i6n

ajbisj+i,les variables étant muettes. Ainsi, par 
ommutativité du produit dans R,
Φn(B, A) =

∑

06i,j6n

biajsj+i = Φn(A, B).Ainsi, Φn est symétrique.
• Soit A, B et C dans En, ave
 les notations intuitives des 
oe�
ients, et soit λ ∈ R. Alors

Φn(λA+B, C) =
∑

06i,j6n

(λai+bi)cjsi+j = λ
∑

06i,j6n

aicjsi+j+
∑

06i,j6n

bicjsi+j = λΦn(A, C)+Φn(B, C).Ainsi, Φn est linéaire par rapport à sa première variable.
• Étant symétrique, elle est aussi linéaire par rapport à sa se
onde variable.Ainsi, Φn est une forme bilinéaire symétrique.(b) Sn est une appli
ation de E2n dans R. Il su�t de véri�er qu'elle est linéaire.Soit (A, B) ∈ E2n, ave
 notation intuitive des 
oe�
ients, et soit λ ∈ R. Alors

Sn(λA + B) =

2n
∑

i=0

(λai + bi)si = λ

2n
∑

i=0

aisi +

2n
∑

i=0

bisi = λSn(A) + Sn(B).Ainsi, §n est bien une forme linéaire. De plus, si A et B sont dans En, en é
rivant
A =

n
∑

i=0

aiX
i et B =

n
∑

j=0

bjX
j,et en posant ai = 0 pour tout i > n et bj = 0 pour tout j > n, on a :

AB =
2n
∑

k=0

ckXk, où ∀k ∈ [[0, 2n]], ck =
k
∑

i=0

aibk−i.Ainsi,
Sn(AB) =

2n
∑

k=0

cksk =

2n
∑

k=0

2n
∑

k=0

k
∑

i=0

aibk−isk =
∑

06i6k62n

aibk−isk =

2n
∑

i=0

2n
∑

k=i

aibk−isk.En e�e
tuant dans la somme interne un 
hangement d'indi
es j = k − i, il vient :
Sn(AB) =

2n
∑

i=0

2n−i
∑

j=0

aibjsi+j .Comme ai = 0 si i > n, on obtient :
Sn(AB) =

n
∑

i=0

2n−i
∑

j=0

aibjsi+j .1



Comme en�n, pour tout i ∈ [[1, n]], 2n − i > n, et que bj = 0 si j > n, on obtient :
Sn(AB) =

n
∑

i=0

n
∑

j=0

aibjsi+j = Φn(A, B).J'ai fait 
e 
al
ul sans tenir 
ompte de l'indi
ation...Si on veut se servir de l'indi
ation, on peut faire de la façon suivante : soit (i, j) ∈ [[0, n]]2 ; soit
A = X i et B = Xj. Alors

Φn(A, B) =
n
∑

k=0

n
∑

ℓ=0

akbℓsk+ℓ,où les ak et les bℓ sont tous nuls, sauf ai = 1 et bj = 1 (attention à ne pas mélanger les variables iet j posées dans la dé�nition de A et B et les variables muettes de sommation ; 
'est la raison pourlaquelle j'ai modi�é 
es variables). Ainsi
Φn(A, B) = aibjsi+j .De même on a AB = X i+j , don

Sn(AB) =

2n
∑

k=0

cksk,où les ck sont nuls, sauf ci+j = 1, don
 Sn(AB) = ci+j . Ainsi, on a, pour tout (i, j) ∈ [[0, n]]2 :*
Sn(X i · Xj) = Φn(X i, Xj).Soit maintenant A =

n
∑

i=0

aiX
i, et B =

n
∑

j=0

bjX
j. Alors, par linéarité de Sn et par bilinéarité de Φnet du produit, on a :

Sn(AB) = Sn





n
∑

i=0

n
∑

j=0

aibjX
i · Xj



 =

n
∑

i=0

n
∑

j=0

aibjSn(X i · Xj)

=

n
∑

i=0

n
∑

j=0

aibjΦn(X i, Xj)

= Φn





n
∑

i=0

aiX
i,

n
∑

j=0

bjX
j



 = Φn(A, B).2. Deux 
as parti
uliers(a) Soit (a, b) ∈ R
2. On a :

Φ1(aX + b, aX + b) = b2s0 + (ab + ba)s1 + a2s2 = b2 + 2abs1 + a2s2

= (b + as1)
2 + a2s2 − a2s2

1 = (b + 2as1)
2 + a2(s2 − s2

1).

• Si s2 − s2
1 > 0, alors, pour tout (a, b) ∈ R

2,
Φ1(aX + b, aX + b) > 0,et on a égalité si et seulement si b + 2as1 = 0 et a = 0 (
ar une somme de termes positifs est nulsi et seulement 
haque terme est nul). Ainsi a = b = 0. Comme tout polyn�me de R1[X ] s'é
ritsous la forme aX + b, on en déduit la dé�nie positivité de Φ1

• Ré
iproquement, si s2 − s2
1 6 0, en prenant a = 1 et b = −2s1, il vient :

Φ1(aX + b, aX + b) = s2 − s2
1 6 0,
e qui 
ontredit soit la positivité soit le 
ara
tère dé�ni, suivant que 
ette égalité est stri
te ounon. Ainsi, Φn n'est pas un produit s
alaire.2



Par 
onséquent, Φn est une produit s
alaire si et seulement si s2 − s2
1 > 0.(b) De même, étant donné (a, b, c) ∈ R

3,
Φ2(aX2+bX+c, aX2+bX+c) = c2s0+(bc+cb)s1+(ac+b2+ca)s2+(ab+ba)s3+a2s4 = c2+(b2+2ac)s2+a2s4.On e�e
tue une mise sous forme 
anonique, 
omme dans la question pré
édente :

Φ2(aX2 + bX + c, aX2 + bX + c) = (c + as1)
2 + b2s2 + a2(s4 − s2

1).

• Si s2 > 0 et s4 − s2
2 > 0, alors 
ette expression est toujours positive, et nulle si et seulement si

c + as1 = 0, b = 0 et a = 0, don
 a = b = c = 0. Ainsi, dans 
e 
as Φ2 est dé�nie positive, 
'estdon
 un produit s
alaire.
• Si s 6 0, alors, en posant b = 1, a = c = 0, on obtient :

Φ2(X, X) = s2 6 0,
e qui 
ontredit soit la positivité, soit le 
ara
tère dé�ni.
• Si s4 − s2

2 6 0, en posant a = 1, b = 0 et c = −s1, en
ore une fois, on trouve une 
ontradi
tionsoit à la positivité soit au 
ara
tère dé�ni.Don
 Φ2 est un produit s
alaire si et seulement si s2 > 0 et s4 − s2
2 > 0.3. Deux exemples(a) i. Soit Q =

2n
∑

j=0

qiX
i. On a

Sn(Q) =

2n
∑

j=0

qjsj =

2n
∑

j=0

qj

d
∑

i=1

αk
i pi =

d
∑

i=1

2n
∑

j=0

qjα
k
i pi =

d
∑

i=1

piQ(αi).ii. On a alors, pour tout A ∈ En,
Φn(A, A) = Sn(A2) =

d
∑

i=1

piA
2(αi) > 0,l'égalité étant obtenue si et seulement si

∀i ∈ [[1, d]], A2(αi) = 0 don
: A(αi) = 0,puisque les pi sont stri
tement positifs.L'appli
ation Φn est don
 positive, et de plus, si d > n, les égalités A2(αi) = 0 imposent, pourtout i ∈ [[1, d]], A(αi) = 0, don
 A = 0, puisque A a alors stri
tement plus de ra
ines que sondegré.Ainsi, si d > n, Φn est une forme bilinéaire symétrique dé�nie positive, don
 un prosuit s
alaire.Montrons que la 
ondition su�sante d > n est aussi une 
ondition né
essaire. Pour 
ela, suppo-sons que d 6 n, et 
onsidérons le polyn�me non nul
A =

d
∏

i=1

(X − αi).Ce polyn�me est bien dans En (puisque d 6 n) et :
Φn(A, A) =

d
∑

i=1

piA
2(αi) = 0.Comme A n'est pas le polyn�me nul, 
ela 
ontredit le 
ara
tère dé�ni, don
 Φn n'est dans 
e
as pas un produit s
alaire.Con
lusion : Φn est un produit s
alaire si et seulement si d > n.3



(b) i. C'est la version 
ontinue du 
as dis
ret pré
édent. On reprend le même raisonnement.D'après la question 1, Φn est une forme bilinéaire symétrique. Il su�t don
 de véri�er qu'elleest dé�nie positive. Soit
A =

n
∑

i=0

aiX
i et posons : B = A2 =

2n
∑

j=0

bjX
jun élément de En. Alors

Φn(A, A) = Sn(A2) =

2n
∑

j=0

bjsj =

2n
∑

j=0

bj

∫ 1

0

tjf(t) dt =

∫ 1

0

2n
∑

j=0

bjt
jf(t) dt,par linéarité de l'intégrale, les di�érentes intégrales en jeu n'étant pas impropre, puisque f est
ontinue sur [0, 1]. Ainsi,

Φn(A, A) =

∫ 1

0

A2(t)f(t) dt.Comme f est une densité, f est positive, don
 A2f aussi. Ainsi, par positivité de l'intégrale,pour tout A ∈ En, Φn(A, A) > 0, don
 Φn est positive.De plus, si Φn(A, A) = 0, alors, puisque A2f est positive et 
ontinue sur [0, 1], 
ela impliqueque A2f est la fon
tion nulle sur [0, 1]. On ne peut pas 
on
lure dire
tement que A2 est nulle sur
[0, 1] (
e qui est faux en général, 
ela dépend de f). En revan
he, f étant une densité, nulle endehors de [0, 1], il est né
essaire que f ne soit pas identiquement nulle sur [0, 1] (sinon l'intégralede f sur R ne peut pas être égale à 1). Ainsi, il existe x ∈ [0, 1] tel que f(x) > 0. Puisque fest 
ontinue, 
ette inégalité stri
te est valable sur tout un intervalle : plus pré
idément, pardé�nition de la 
ontinuité, en prenant ε = f(x) > 0, il existe δ > 0 tel que :

∀y ∈ [0, 1]∩]x − δ, x + δ[, f(y) > f(x) − ε = 0.Ainsi, f ne s'annule pas sur l'intervalle [0, 1]∩]x − δ, x + δ[. L'égalité A2f = 0 amène alorsque le polyn�me A est identiquement nul sur 
et intervalle. Or, 
et intervalle est non vide (il
ontient au moins x) et est un voisinage de x (sauf si x = 0 ou x = 1, mais dans 
e 
as, il s'agitd'un voisinage à droite ou à gau
he et la 
on
lusion est en
ore valide), don
 il n'est pas réduitau singleton {x}. Or, un intervalle non vide et non réduit à un singleton possède une in�nitéd'éléments. Ainsi, le polyn�me A admet une in�nité de ra
ines, don
 A = 0.Ainsi, Φn est une forme bilinéaire symétrique dé�nie positive, don
 
'est un produit s
alaire.ii. Il faut essayer de voir 
e 
as 
omme un 
as parti
ulier de la question pré
édente. C'est le
as parti
ulièrement simple où Y suit une loi uniforme sur [0, 1]. Alors f est bien nulle sur
]−∞, 0[∩]1, +∞[, et 
onstante (don
 
ontinue) sur [0, 1]. Les 
onditions de la question pré
édentesont satisfaites. De plus, pour tout k ∈ [[0, 2n]], on a

sk =

∫ 1

0

tkf(t) dt =

∫ 1

0

tk =
1

k + 1
.Cela 
orrespond bien à la suite (s0, s1, . . . , s2n) dé
rite dans l'énon
é. D'après la question (i),l'appli
ation Φn asso
iée est un produit s
alaire.4. (a) Soit P un polyn�me positif. Soit r une ra
ine réelle de P , et α sa multipli
ité Il existe alors unpolyn�me Q, don
 r n'est pas ra
ine, tel que

P (X) = (X − r)αQ(X).Comme r n'est pas ra
ine de Q, Q(r) est non nul. Puisque Q est 
ontinue, on obtient don
 :
P (x)∼

r
Q(r)(x − r)α.4



Ainsi, P (x) est, au voisinage de r, du même signe (stri
t) que Q(r)(x − r)α. Or, si α est impair,
Q(r)(x − r)α 
hange de signe en r, don
 P ne garde pas un signe 
onstant, 
e qui 
ontredit lapositivité de P . Don
 α est pair.(b) Soit P un polyn�me de degré 2. Posons P = aX2 + bX + c. Comme P est de signe 
onstant sondis
riminant ∆ est négatif ou nul. De plus, 
omme P est positif, a > 0.Ainsi, en e�e
tuant une mise sous forme 
anonique,

P = a

(

X − b

2a

)2

− b2 − 4ac

4a
= A2 + B2,où :

A =
√

a

(

X − b

2a

) et B =

√

4ac − b2

4a
=

√

− ∆

4a
.Ainsi B est un polyn�me 
onstant, bien dé�ni de la sorte puisque ∆ 6 0, et a > 0.(
) Véri�ons d'abord l'égalité donnée en indi
ation. Soient A, B, C, D quatre polyn�mes. On a :

(A2 + B2)(C2 + D2) = A2C2 + B2C2 + A2D2 + B2D2.D'un autre 
�té :
(AC + BD)2 + (AD − BC)2 = A2C2 + B2D2 + 2ABCD + A2D2 + B2C2 − 2ABCD

= A2C2 + B2C2 + A2D2 + B2D2.Ainsi, on a bien
(A2 + B2)(C2 + D2) = (AC + BD)2 + (AD − BC)2,Commençons par montrer qu'un polyn�me positif P sans ra
ine réelle est somme de deux 
arrés depolyn�mes. D'après le résultat admis du début de la question 4 (qui n'est autre que la dé
ompositionen fa
teurs irrédu
tibles dans R[X ], que vous 
onnaissez 
omme résultat du 
ours), puisque P n'apas de ra
ine réelle, et en fa
torisant tous les termes de degré 2 par leur 
oe�
ient dominant ai, ilexiste p ∈ N et des réels b1, . . . , bp, c1, . . . , cp tels que

P = a ·
p
∏

i=1

(X2 + biX + ci),les dis
riminants de 
es di�érents polyn�mes étant négatifs (stri
tement puisqu'ils n'ont pas de ra
ineréelle). De plus, a est positif, puisque P est positif.On montre l'existen
e d'une dé
omposition sous la forme A2 + B2 par ré
urren
e sur p.Si p = 0, P est un polyn�me 
onstant positif, P = a, don
 P = A2 + B2, où A =
√

a et B = 0. Si
p = 1, on est ramené au 
as de la question pré
édente (polyn�me positif de degré 2).Soit p ∈ N

∗ tel que le résultat soit vrai pour p − 1, et 
onsidérons
P = a ·

p
∏

i=1

(X2 + biX + ci) =

(

a ·
p−1
∏

i=1

(X2 + biX + ci)

)

(X2 + bpX + cp).Les di�érents polyn�mes de degré 2 étant sans ra
ine et positifs, les deux fa
teurs de 
e produit sontdes polyn�mes positifs, le premier relevant de l'hypothèse de ré
urren
e, le se
ond de l'initialisationpour p = 1. Ainsi, il existe des polyn�mes A, B, C, D tels que
a ·

p−1
∏

i=1

(X2 + biX + ci) = A2 + B2 et X2 + bpX + cp = C2 + D2Ainsi
P = (A2 + B2)(C2 + D2) = (AC + BD)2 + (AD − BC)2.5



Ainsi, en posant A1 = AC + BD et B1 = AD−BC, on obtient bien P = A2
1 +B2

1 , d'où la propriétéau rang p.D'après le prin
ipe de ré
urren
e, tout polyn�me positif P sans ra
ine réelle est somme de deux
arrés.Soit maintenant P un polyn�me positif quel
onque. Alors, P s'é
rit, toujours d'après la dé
omposi-tion donnée en début de question 4, sous la forme
P =

r
∏

i=1

(X − ζi)
miQ,où Q est un polyn�me sans ra
ine réelle. De plus, d'après 4(a), les multipli
ités mi sont toutes paires,don
 il existe ni tels que mi = 2ni. Ainsi, en posant

C =

r
∏

i=1

(X − ζi)
ni ,on a P = C2Q.. Comme P est positif, Q l'est aussi, et 
omme il n'a pas de ra
ine réelle, l'argumentpré
édent montre qu'il existe A et B tels que

Q = A2 + B2.Alors : P = C2(A2 + B2) = (AC)2 + (BC)2, d'où l'existen
e d'une telle dé
omposition.(d) Supposons que Φn est un produit s
alaire. Alors soit P un polyn�me positif de En. Il existe don

A et B deux polyn�mes tels que P = A2 + B2. Ainsi :

Sn(P ) = Sn(A2 + B2) = Sn(A2) + Sn(B2),par linéarité de Sn. Par 
onséquent, d'après la question 1(b),
Sn(P ) = Φn(A, A) + Φn(B, B).Comme Φn est un produit s
alaire Φn(A, A) > 0 et Φn(B, B) > 0, et 
omme P 6= 0 (
onditiondonnée dans la dé�nition d'un polyn�me positif), A et B ne peuvent pas être tous les deux nuls,don
 Φn étant dé�nie, soit Φn(A, A) > 0, soit Φn(B, B) > 0. En sommant les deux, on obtientdon
 :

Sn(P ) > 0.Ré
iproquement, supposons que pour tout polyn�me positif P , Sn(P ) > 0. Alors soit A ∈ En. Si
A = 0, on a Φn(A, A) = 0, et si A 6= 0, alors A2 est positif, don
 :

Φn(A, A) = Sn(A2) > 0.Ainsi, pour tout A, Φn(A, A) > 0, ave
 égalité si et seulement si A = 0. Don
 Φn est dé�niepositive. Comme Φn est bilinéaire symétrique d'après la question 1, il en résulte que Φn est unproduit s
alaire sur En × En.
•5. (a) La famille (1, X, X2) est une base de E2. En parti
ulier elle est libre, et de plus, le prin
ipe d'ortho-normalisation fournira une base orthonormale de E2. Soit (f1, f2, f3) la base obtenue de (1, X, X2)par l'orthonormalisation de S
hmidt.

• On a
‖1‖2 = Φ2(1, 1) = Sn(1) = 1, don
: ‖1‖ = 1.Ainsi, f1 = 1

‖1‖ = 1.

6



• On a f2 = u2

‖u2‖ , où
u2 = X − Φ2(X, f1)f1 = X − Φ2(X, 1) = X − S2(X) = X − 1

2
.Ainsi

‖u2‖2 = Φ2(u2, u2) = S2(u
2
2) = S2

(

(

X − 1

2

)2
)

= S2

(

X2 − X +
1

4

)

=
1

4
− 1

2
+

1

3
=

1

12
.Par 
onséquent,

f2 =
√

3(2X − 1).

• On a f3 = u3

‖u3‖ , où
u3 = X2 − Φ2(X

2, f1)f1 − Φ2(X
2, f2)f2 = X2 − S2(X

2) − 3S2(2X3 − X2)(2X − 1)

= X2 − 1

3
− 3

(

2

4
− 1

3

)

(2X − 1) = X2 − 1

3
− 1

2
(2X − 1)

= X2 − X +
1

6Et voilà l'astu
e de la mort qui tue pour 
al
uler la norme de 
e ve
teur : si on ne s'est pas trompédans les 
al
uls, 
e polyn�me est orthogonal à f1 et f2, don
 Φ2(u3, f1) = Φ2(u3, f2) = 0. Or :
Φ2(u3, u3) = Φ2(X

2 − X +
1

6
, X2 − X +

1

6
) = Φ2(X

2 − X +
1

6
, X2 − 1

2
(2X − 1) − 1

3
),et en utilisant la bilinéarité et le fait que Φ2(u3, f1) = Φ2(u3, f2) = 0, il vient

Φ2(u3, u3) = Φ2(X
2 − X +

1

6
, X2) = S2(X

4 − X3 +
X2

6
) =

1

5
− 1

4
+

1

18
=

1

180
.Ainsi,

f3 = 6
√

5(X2 − X +
1

6
) =

√
5(6X2 − 6X + 1).Bien sûr, le 
al
ul peut se faire sans 
ette astu
e...(b) Ce n'est rien d'autre que l'é
riture matri
ielle d'une forme bilinéaire : M est la matri
e de Φ2relativement à la base 
anonique :

M = Matb.c.Φ2 =







Φ2(1, 1) Φ2(1, X) Φ2(1, X2)

Φ2(X, 1) Φ2(X, X) Φ2(X, X2)

Φ2(X
2, 1) Φ2(X

2, X) Φ2(X
2, X2)






=







S2(1) S2(X) S2(X
2)

S2(X) S2(X
2) S2(X

3)

S2(X
2) S2(X

3) S2(X
4)







=







1 1

2

1

3
1

2

1

3

1

4
1

3

1

4

1

5






.(
) La formule de 
hangement de base de la base 
anonique à la base B = (f1, f2, f3) s'é
rit :

MatB(Φ2) = tTMT,où T est la matri
e de passage de la base 
anonique vers la base B, don

T =







1 −
√

3
√

5

0 2
√

3 −6
√

5

0 0 6
√

5






.Cette matri
e est bien triangulaire.Or, 
omme B = (f1, f2, f3) est une base orthonormale pour Φ2, on obtient : MatB(Φ2) = I3. D'oùl'identité demandée. 7



6. (a) On a bien sûr P0 = 1

‖1‖ , don
 deg P0 = 0.On a, pour tout i ∈ [[0, n]],
Vect(1, X, . . . , X i) = Vect(P0, . . . , Pi).Soit don
 i ∈ [[1, n]]. Alors

Vect(P0, . . . , Pi−1) = Vect(1, X, . . . , X i−1) = Ri−1[X ].Ainsi :
• si deg Pi < i, on aurait Vect(P0, . . . , Pi) = Ri−1[X ] 6= Ri[X ], d'où une 
ontradi
tion ;
• si deg Pi > i, alors Vect(P0, . . . , Pi) 6⊂ Ri[X ], d'où une 
ontradi
tion.Don
, né
essairement, deg(Pi) = i.(b) On a

Φn(Pn, 1) = 0 = Sn(Pn).Or, d'après la question 4(d), puisque Φn est un produit s
alaire, si Pn est un polyn�me positif (Pnétant né
essairement di�érent du polyn�me nul, puisqu'il est de degré n), on a Sn(Pn) > 0, et demême, si Pn est négatif, −Pn est positif, don
 Sn(Pn) = −Sn(−Pn) < 0. Cela 
ontredit l'égalité
Sn(Pn) = 0.Ainsi, Pn n'étant ni positif ni négatif sur R, il ne garde pas un signe 
onstant sur R.Or, si toutes les ra
ines réelles de Pn sont de mutlipli
ité paire, tous les fa
teurs de la dé
ompositionde Pn en fa
teurs irrédu
tibles (donnée en début de question 4) sont de signe 
onstant (les premierstermes s'é
rivant 
omme des puissan
es paires), et Pn garde un signe 
onstant. Cela n'étant pas le
as, Pn admet né
essairement au moins une ra
ine réelle de multipli
ité impaire.(
) Puisque α1, . . . , αk sont ra
ines de Pn, on peut fa
toriser Pn par k

∏

i=1

(X − αi). Il existe don
 R unpolyn�me tel que
Pn = R

k
∏

i=1

(X − αi).Soit α une ra
ine réelle de R. Alors α est ra
ine de Pn.
• Si α est ra
ine de Pn de mutlipli
ité paire, alors on na pas mis (X − α) en fa
teur, don
 α esten
ore ra
ine de même multipli
ité (paire) de R ;
• Si α est ra
ine de Pn de mutlipli
ité impaire, puisqu'on a dans 
e 
as mis (X − α) en fa
teur, αest ra
ine de multipli
ité un de moins (don
 paire) de R.Ainsi, toutes les ra
ines réelles de R sont de multipli
ité paire. L'argument donné dans la questionpré
édente permet de 
on
lure que R est alors de signe 
onstant, et est non nul (puisque Pn est nonnul). Ainsi, R ne peut pas être à la fois négatif et positif.
• Si R est positif, on pose Q = R et ε = 1.
• Si R est négatif, on pose Q = −R et ε = −1.Alors Q est un polyn�me positif, et

Pn = εQ

k
∏

i=1

(X − αi),Par ailleurs, on a :
Φn

(

Pn, ε

k
∏

i=1

(X − αi)

)

= Sn

(

Pn

k
∏

i=1

(X − αi)

)

= εSn

(

Q

k
∏

i=1

(X − αi)
2

)

.Or, Q

k
∏

i=1

(X − αi)
2 est un polyn�me positif, don
, d'après la question 4(d),

Sn

(

Q

k
∏

i=1

(X − αi)
2

)

> 0, don
: Φn

(

Pn, ε

k
∏

i=1

(X − αi)

)

6= 0.8



Raisonnons par l'absurde. Si k < n, alors
k
∏

i=1

(X − αi) ∈ Vect(1, X, . . . , Xn−1) = Vect(P0, . . . , Pn−1).Or, Pn⊥Vect(P0, . . . , Pn−1), don
 on obtiendrait
Φn

(

Pn, ε

k
∏

i=1

(X − αi)

)

= 0,d'où une 
ontradi
tion. Ainsi, k > n, et 
omme k 6 deg Pn 6 n, on obtient �nalement k = n.7. (a) On a, pour tout (i, j) ∈ [[1, n]]2, Li(αj) = 0 si i 6= j et Li(αj) = 1 si i = j. Montrons la liberté de
(L1, . . . , Ln) en 
onsidérant des s
alaires λ1, . . . , λn tels que

λ1L1 + · · · + λnLn = 0.D'après la remarque qui pré
ède, en évaluantn en αi, i ∈ [[1, n]], il vient : λi = 0. Cela étant vraipour tout 
hoix de i ∈ [[1, n]], la famille (L1, . . . , Ln) est bien libre. De plus son 
ardinal est égal àla dimension de En−1, et ses éléments sont 
onstitués d'éléments de En−1. Don
 il s'agit d'une basede En−1.Soit R ∈ En−1. Alors, puisque (L1, . . . , Ln) est une base de En−1 (don
 une famille génératri
e), ilexiste λ1, . . . , λn des s
alaires tels que
R = λ1L1 + · · · + λnLn.Soit i ∈ [[1, n]]. En évaluant 
ette égalité en αi, il vient R(αi) = λi. Ainsi, on a bien

R =

n
∑

i=1

R(αi)Li.En parti
ulier, pour R égal au polyn�me 
onstant égal à 1, on obtient :
1 =

n
∑

i=1

Li.(b) Soit A un polyn�me, élément de E2n−1.i. D'après le théorème de la division eu
lidienne, il existe un unique 
ouple de polyn�mes (Q, R)tel que A = PnQ + R, ave
 deg(R) < deg(Pn) = n, don
 R ∈ En−1.De plus, si deg(Q) > n, alors deg(PnQ) > 2n, et 
omme deg(R) < n < 2n, on obtiendrait
deg(A) > 2n, 
e qui 
ontredit l'hypothèse A ∈ E2n−1. Ainsi, deg(Q) < n, don
 Q ∈ En−1.ii. On a :

Sn(A) = Sn(PnQ + R) = Sn(PnQ) + Sn(R) = Φn(Pn, Q) + Sn(R).Or, Q ∈ En−1 = Vect(P0, . . . , Pn−1), et, puisque (P0, . . . , Pn−1) est orthonormale, Pn⊥En−1.Don
 Φn(Pn, Q) = 0. Ainsi
Sn(A) = Sn(R).De plus puisque R ∈ En−1, on peut é
rire, d'après la question 7(a) :

Sn(A) = Sn(R) = Sn

(

n
∑

i=1

R(αi)Li

)

=
n
∑

i=1

R(αi)Sn(Li).En�n, puisque les αi sont ra
ines de Pn, en évaluant l'égalité A = PnQ + R en αi, il vient
A(αi) = R(αi), d'où, au �nal :

Sn(A) =

n
∑

i=1

A(αi)Sn(Li).9



(
) En prenant A égal au polyn�me 
onstant égal à 1, il vient :
1 = Sn(1) =

n
∑

i=1

Sn(Li) =

n
∑

i=1

pi,la première égalité provenant de l'hypothèse s0 = 1. De plus, pour tout k ∈ [[1, n]],
Sn(L2

k)) =

n
∑

i=1

L2
k(αi)Sn(Li) = Sn(Lk),puisque L2

k(αi) = 0 si i 6= k, et L2
k(αi) = 1 si i = k. Ainsi

pk = Sn(Lk) = Sn(L2
k) = Φn(Lk, Lk) > 0,puisque le produit s
alaire est dé�ni positif.(d) Ainsi, les réels (p1, . . . , pn) sont positifs et de somme égale à 1, ils dé�nissent don
 une lois deprobabilité : il existe don
 une variable aléatoire Y à valeurs dans {α1, . . . , αn}, telle que pour tout

k ∈ [[1, n]], P (Y = αk) = pk. On a alors, pour tout k ∈ [[0, 2n − 1]], d'après le théorème de transfert,
E(Y k) =

n
∑

i=1

αk
i pi =

n
∑

i=1

αk
i Sn(Li) = Sn(Xk) = sk,l'avant-dernière égalité provenant de la question 7(b)ii.(e) On a trouvé P2 =

√
5(6X2−6X+1), don
 les ra
ines de P2 sont α1 = 1

2
− 1√

12
et α2 = 1

2
+ 1√

12
. Ainsi,

Y est une variable prenant la valeur α1 ave
 une 
ertaine probabilité p, et α2 ave
 la probabilité
1−p. Comme 
es deux valeurs sont 
entrées en 1

2
, pour obtenir E(Y ) = s1 = 1

2
, on a né
essairement

p = 1

2
.Un 
al
ul sans grande di�
ulté permet de véri�er qu'on a bien alors E(X2) = 1

3
et E(X3) = 1

4
.Remarquez que notre 
onstru
tion n'impose pas l'égalité de E(X4) ave
 s4 (on s'arrête à l'indi
e

2n − 1 dans la question 7(d)).
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