
Lyée La Bruyère, Versailles Jeudi 17 déembre 2009.ECS 2 � MathématiquesConours Blan no 1 � Épreuve 2 (DS 5 � 4 heures)Problème 1 � (Lyon 2005)Partie I � Calul de la somme d'une série onvergente1. L'intégrande étant ontinue sur [0, π], l'intégrale n'est pas impropre. Soit u et v les fontions de lasse C1sur [0, π], dé�nies par :
∀t ∈ [0, π], u(t) =

t2

2π
− t et v(t) =

sin(nt)

n
don: u′(t) =

t

π
−1 et v′(t) = cos(nt).Ainsi, une intégration par parties donne :

∫ π

0

(

t2

2π
− t

)

cos(nt) dt =
[

(

t2

2π
− t

)

sin(nt)

n

]π

0
−

∫ π

0

(

t

π
− 1

)

sin(nt)

n
dt = −

1

n

∫ π

0

(

t

π
− 1

)

sin(nt) dtOn e�etue une deuxième intégration par parties, en posant ette fois les fontions de lasse C1 :
∀t ∈ [0, π], w(t) =

t

π
− 1 et z(t) = −

cos(nt)

n
don: w′(t) =

1

π
et z′(t) = sin(nt).Ainsi,

∫ π

0

(

t2

2π
− t

)

cos(nt) dt =
1

n

[

(

t

π
− 1

)

cos(nt)

n

]π

0
−

1

n2

∫ π

0

cos(nt) dt =
1

n2
−

1

n3

[

sin(nt)
]π

0
=

1

n2
.2. Soit m ∈ N

∗, et t ∈]0, π]. Alors : e 6= 1, et le quotient onsidéré est bien dé�ni. De plus, en mettant àhaque fois la moitié de l'angle en fateur (proédé de symétrisation) :
1 − ei mt

1 − ei t
ei t =

ei mt

2

ei t

2

·
e− i mt

2 − ei mt

2

e− i t

2 − ei t

2

· ei t =
ei mt

2 ei t

ei t

2

·
sin tm

2

sin t
2

=
sin tm

2

sin t
2

· e
i(m+1)t

2 .On en déduit que :
m
∑

n=1

cos(nt) = Re

(

m
∑

n=1

ei nt

)

= Re

(

ei t − ei(m+1)t

1 − ei t

) (somme géométrique de raison eict 6= 1)
= Re

(

sin tm
2

sin t
2

· e
i(m+1)t

2

)

=
sin tm

2

sin t
2

Re
(

e
i(m+1)t

2

)

=
sin tm

2

sin t
2

cos
(m + 1)t

2
.3. Soit u de lasse C1 donnée dans l'énoné, et v la fontion de lasse C1 sur [0, π] dé�nie par :

∀t ∈ [0, π], v(t) = −
1

λ
cos(λt) don: v′(t) = sin(λt).Une intégration par parties donne :

∫ π

0

u(t) sin(λt) dt = −
1

λ

[

u(t) cos(λt)
]π

0
+

1

λ

∫ π

0

u′(t) cos(λt) dt.1



Or, la fontion u est ontinue sur l'intervalle fermé borné [0, π], don u est bornée. Il existe don M telque |u| 6 M sur [0, π]. De même, u′ est ontinue sur [0, π], don il existe M ′ tel que |u′| 6 M ′ sur [0, π].Comme les fontions sin et cos sont à valeurs dans [0, 1], il vient alors, à l'aide de l'inégalité triangulairepour les somme, puis de l'inégalité triangulaire pour les intégrales, pour tout λ > 0 :
∣

∣

∣

∣

∫ π

0

u(t) sin(λt) dt

∣

∣

∣

∣

6

∣

∣

∣

∣

1

λ

[

u(t) cos(λt)
]π

0

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

1

λ

∫ π

0

u′(t) cos(λt) dt

∣

∣

∣

∣

6
1

λ
(|u(π) cos(λπ)| + |u(0)|) +

1

λ

∫ π

0

|u′(t) cos(λt)| dt

6
2M

λ
+

1

λ

∫ π

0

M ′ dt

6
2M + M ′

λ
.Cette dernière expression tend vers 0 lorsque λ tend vers +∞. Don, d'après le théorème d'enadrement,l'intégrale de l'énoné admet une limite lorsque λ tend vers +∞, et

lim
λ→+∞

∫ π

0

u(t) sin(λt) dt = 0.4. La fontion f est évidemment de lasse C1 sur ]0, 1], en tant que quotient de fontions de lasse C1, ledénominateur ne s'annulant pas sur et intervalle.On montre rapidement que f est ontinue en 0 par un alul d'équivalent :
f(t)∼

0
−t ·

1

2
·
2

t
= −1,don la limite à droite de f en 0 est −1 = f(0), d'où la ontinuité de f en 0.De plus,

∀t ∈]0, π], f ′(t) =

(

t
π
− 1
)

2 sin t
2 −

(

t2

2π
− t
)

cos t
2

4 sin2 t
2

.Or, lorsque t est au voisinage de 0 :
(

t

π
− 1

)

2 sin
t

2
−

(

t2

2π
− t

)

cos
t

2
=

(

t

π
− 1

)

2

(

t

2
+ o(t2)

)

−

(

t2

2π
− t

)(

1 −
t2

8
+ o(t2)

)

=
t2

π
− t −

t2

2π
+ t + o(t2) =

t2

2π
+ o(t2).Ainsi,

f ′(t)∼
0

t2

2π
·

1

t2
=

1

2π
.Par onséquent, f ′ admet une limite �nie en 0.Puisque f est de lasse C1 sur ]0, π], et que f ′ admet une limite en 0, d'après le théorème de prolongementdes fontions de lasse C1, la restrition de f à ]0, π] est prolongeable par ontinuité en une fontion delasse C1. Ce prolongement par ontinuité est évidemment f elle-même, puisque f est ontinue en 0, ainsiqu'on l'a montré plus haut. Ainsi, f est de lasse C1 sur [0, π].
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5. (a) Soit m ∈ N
∗. D'après la question 1,

m
∑

n=1

1

n2
=

m
∑

n=1

∫ π

0

(

t2

2π
− t

)

cos(nt) dt

=

∫ π

0

(

(

t2

2π
− t

) m
∑

n=1

cos(nt)

)

dt

=

∫ π

0

((

t2

2π
− t

)

sin tm
2

sin t
2

cos
(m + 1)t

2

)

dt (question 2)
=

∫ π

0

2f(t) sin
tm

2
cos

(m + 1)t

2

=

∫ π

0

f(t)

(

sin
(2m + 1)t

2
− sin

t

2

)

dt

= −
1

2

∫ π

0

(

t2

2π
− t

)

+

∫ π

0

f(t) sin
(2m + 1)t

2
dt

= −
1

2

[ t3

6π
−

t2

2

]π

0
+

∫ π

0

f(t) sin
(2m + 1)t

2
dt

= −
1

2

(

π2

6
−

π2

2

)

+

∫ π

0

f(t) sin
(2m + 1)t

2
dt

=
π2

6
+

∫ π

0

f(t) sin
(2m + 1)t

2
dt(b) D'après la question 3, ette expression admet une limite lorsque m tend vers +∞ (puisque f est delasse C1 sur [0, π] d'après la question 4). Ainsi, la somme partielle de la série∑ 1

n2 admet une limite�nie (don la série onverge), et
+∞
∑

n=1

1

n2
=

π2

6
+ lim

m→+∞

∫ π

0

f(t) sin
(2m + 1)t

2
dt =

π2

6
.Partie II � Étude d'une fontion dé�nie par la somme d'une série onvergente1. (a) Puisque x et y sont positifs, les deux séries sont à termes positifs. De plus,

1

(n + x)(n + y)
∼

+∞

1

n2
et 1

(n + x)2(n + y)
∼

+∞

1

n3
.Or, les séries de Riemann∑ 1

n2 et∑ 1
n3 sont onvergentes, don d'après le théorème de omparaisonpar équivalents des séries à termes positifs, les séries ∑

n>1

1

(n + x)(n + y)
et ∑

n>1

1

(n + x)2(n + y)onvergent.(b) Si x = 0, le terme général de la série est nul, don la série est évidemment onvergente.Si x 6= 0,
1

n
−

1

n + x
=

x

n(n + x)
∼

+∞

x

n2
,d'où la onvergene, obtenue à nouveau par omparaison à une série de Riemann à l'aide du théorèmede omparaison par équivalents des séries à termes positifs.2. • S(0) =

+∞
∑

n=1

0 = 0.
• Soit N ∈ N

∗. On a
N
∑

n=1

1

n
−

1

n + 1
= 1 −

1

N + 1
,puisqu'il s'agit d'une somme télesopique. En passant la la limite lorsque N tend vers +∞, il vient

S(1) = 1. 3



3. (a) Soit (x, y) ∈ [0, +∞[. Puisque les deux séries sont onvergentes, on peut érire :
S(y) − S(x) =

+∞
∑

n=1

((

1

n
−

1

n + y

)

−

(

1

n
−

1

n + x

))

=

+∞
∑

n=1

(

1

n + x
−

1

n + y

)

=

+∞
∑

n=1

n + y − n − x

(n + x)(n + y)

= (y − x)

+∞
∑

n=1

1

(n + x)(n + y)
.(b) Soit (x, y) ∈ [0, +∞[2, et n ∈ N

∗. Puisque x, y et n sont positifs,
1

(n + x)(n + y)
6

1

n2
.Ainsi, d'après la question préédente, et le résultat de la partie I,

|S(y) − S(x)| 6 |y − x|
+∞
∑

n=1

1

n2
=

π2

6
|y − x|.() Soit x ∈ [0, +∞[. Alors en faisant tendre dans l'inégalité préédente le réel y vers x, le terme dedroite tend vers 0, don, d'après le théorème d'enadrement :

lim
y→x

|S(y) − S(x)| = 0, don: lim
y→x

S(y) = S(x).Ainsi, S est ontinue en x. Cela étant vrai pour tout x ∈ [0, +∞[, S est ontinue sur [0, +∞[.4. (a) Soit (x, y) ∈ [0, +∞[2 tel que x 6= y. Alors
S(y) − S(x)

y − x
−

+∞
∑

n=1

1

(n + x)2
=

+∞
∑

n=1

1

(n + x)(n + y)
−

+∞
∑

n=1

1

(n + x)2
=

+∞
∑

n=1

(

1

(n + x)(n + y)
−

1

(n + x)2

)

,puisque les deux séries sont onvergentes. Ainsi
S(y) − S(x)

y − x
−

+∞
∑

n=1

1

(n + x)2
=

+∞
∑

n=1

n + x − n − y

(n + x)2(n + y)
= (x − y)

+∞
∑

n=1

1

(n + x)2(n + y)
.De plus, toutes les variables étant positives, pour tout n ∈ N

∗,
1

(n + x)2(n + y)
6

1

n3
,don, en passant aux valeurs absolues,

∣

∣

∣

∣

∣

S(y) − S(x)

y − x
−

+∞
∑

n=1

1

(n + x)2

∣

∣

∣

∣

∣

6 |x − y|

+∞
∑

n=1

1

n3
.Et |x − y| = |y − x|, évidemment...(b) Rebelotte. La série ∑ 1

n3 onverge, et |y − x| tend vers 0 lorsque y tend vers x, don
lim
y→x

∣

∣

∣

∣

∣

S(y) − S(x)

y − x
−

+∞
∑

n=1

1

(n + x)2

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 don: lim
y→x

S(y) − S(x)

y − x
=

+∞
∑

n=1

1

(n + x)2
,ette dernière égalité a�rmant l'existene de ette limite, don par dé�nition la dérivabilité de S.On obtient bien :

∀x ∈ [0, +∞[, S′(x) =

+∞
∑

n=1

1

(n + x)2
.4



() • S′(0) =

+∞
∑

n=1

1

n2
=

π2

6
.

• S′(1) =
+∞
∑

n=1

1

(n + 1)2
=

+∞
∑

n=2

1

n2
=

π2

6
− 1.5. On obtient immédiatement que pour tout x ∈ [0, +∞[, S′′(x) < 0, don S est onave sur [0, +∞[, d'aprèsla aratérisation de la onavité pour les fontions de lasse C2.6. (a) Puisque x > −1, la fontion ϕ est ontinue sur [1, +∞[, don la seule impropreté de l'intégrale esten +∞.Puisque x > 0, la fontion ϕ est positive sur [1, +∞[. De plus au voisinage de +∞ :
ϕ(t) =

x

t(t + x)
∼

+∞

x

t2
.Or, l'intégrale ∫ +∞

1

x

t2
dt est à un fateur mutltipliatif onstant près, une intégrale de Riemannde paramètre 2 en +∞, don onverge. D'après le théorème de omparaison par équivalents, lesintégrandes étant positives, ∫ +∞

1

ϕ(t) dt onverge.(b) Soit n ∈ N
∗ L'expression obtenue pour ϕ dans la question préédente montre que ϕ est déroissantesur [1, +∞[, don sur [n, n + 1]. Ainsi,

∀t ∈ [n, n + 1], ϕ(n + 1) 6 ϕ(t) 6 ϕ(n),et par onséquent, en intégrant ette enadrement sur [n, n + 1] :
ϕ(n + 1) =

∫ n+1

n

ϕ(n + 1) dt 6

∫ n+1

n

ϕ(t) dt 6

∫ n+1

n

ϕ(n) dt = ϕ(n).Soit N ∈ N. On obtient don
N
∑

n=1

ϕ(n + 1) 6

N
∑

n=1

∫ n+1

n

ϕ(t) dt 6

N
∑

n=1

ϕ(n),don, en utilisant la relation de Chasles :
(

N+1
∑

n=1

ϕ(n)

)

− ϕ(1) 6

∫ N+1

1

ϕ() dt 6

N
∑

n=1

ϕ(n).Les deux séries sont onvergentes (e sont les séries dé�nissant S(x)), et l'intégrale du milieu aussi.Ainsi, les limites des trois membres existent lorsque N tend vers +∞, et on obtient, par passage àla limite,
S(x) − 1 6 S(x) − ϕ(1) 6

∫ +∞

1

ϕ(t) dt 6 S(x),la première inégalité déoulant du fait que :
ϕ(1) = 1 −

1

1 + x
6 1.D'où, en séparant les deux inégalités et en isolant le terme S(x) :

∫ +∞

1

ϕ(t) dt 6 S(x) 6 1 +

∫ +∞

1

ϕ(t) dt.() Soit A ∈ [1, +∞[. On a :
∫ A

1

ϕ(t) dt =

∫ A

1

dt

t
−

∫ A

1

dt

t + x
= lnA − ln(A + x) + ln(1 + x) = ln

A

A + x
+ ln(1 + x).5



Le premier logarithme tend vers 0 lorsque A tend vers +∞, don l'intégrale onverge, et
∫ +∞

1

ϕ(t) dt = ln(1 + x) = lnx + ln

(

1 +
1

x

)

∼
+∞

lnxEn divisant l'inégalité de la question 6(b) par lnx (pour x > 1) et en faisant tendre x vers +∞,les deux membres extérieurs tendent alors vers 1, don aussi le terme interne, d'après le théorèmed'enadrement, 'est-à-dire :
lim

x→+∞

S(x)

lnx
= 1 don: S(x) ∼

+∞
lnx.7. (a) On obtient :

x

f ′(x)

f(x)

0 +∞

+

0

+∞(b) Je vous laisse faire. N'oubliez pas la onavité et la valeur de S en 1. Traez aussi la demi-tangenteen 0 (puisqu'on vous a fait aluler S′(0)), approximativement, bien entendu.Problème 2 �Partie I � Étude d'un exemple1. (a) X2 suit une loi uniforme sur [0, 1], don :
∀t ∈ R, FX2(t) =















0 si t 6 0

t si t ∈ [0, 1]

1 si t > 1.Ainsi, pour tout t ∈ R (les probabilités pontuelles de X2 étant nulles, puisqu'il s'agit d'une variableà densité) :
FX′

2
(t) = P (X ′

2 6 t) = P (X2 > −t) = 1 − P (X2 < −t) = 1 − P (X2 6 −t).On obtient don :
∀t ∈ R, FX′

2
(t) =















0 si t 6 −1

1 + t si t ∈ [−1, 0]

1 si t > 1.On reonnaît l'expression de la fontion de répartition d'une variable suivant une loi uniforme sur
[−1, 0].(b) Des densités de X1 et de −X2 = X ′

2 sont :
∀t ∈ R, fX1(t) =







0 si t 6∈ [0, 1]

1 si t ∈ [0, 1]
et fX′

2
(t) =







0 si t 6∈ [−1, 0]

1 si t ∈ [−1, 0]Déterminons le produit de onvolution de es deux fontions :
∀x ∈ R, fX1 ⋆ fX′

2
(x) =

∫ +∞

−∞

fX1(t)fX′

2
(x − t) dt =

∫ 1

0

fX′

2
(x − t) =

∫ x

x−1

fX′

2
(u) du,(hangement de variables a�ne u = x − t) 6



• Si x < −1 ou si x > 1, ∫ x

x−1

fX′

2
(u) du = 0.

• Si −1 6 x 6 0, ∫ x

x−1

fX′

2
(u) du =

∫ x

−1

1 du = x + 1.
• Si 0 6 x 6 1, ∫ 0

x−1

fX′

2
(u) du =

∫ 1

x−1

1 du = 1 − x.Ainsi,
∀x ∈ R, fX1 ⋆ fX′

2
(x) =















0 si x 6∈ [−1, 1]

1 + x si x ∈ [−1, 0]

1 − x si x ∈ [0, 1]Cette fontion est ontinue (presque partout), et, puisque X1 et X2 sont indépendants, il en est demême de X1 et −X2. Ainsi, le produit de onvolution i-dessus est une densité de X1 − X2.La fontion de répartition s'obtient par intégration :
∀x ∈ R, Φ1(x) =

∫ x

−∞

fY1(t) dt.

• Si x < −1, alors Φ1(x) = 0

• Si x ∈ [−1, 0], alors
Φ1(x) =

∫ x

−1

(1 + t) dt =
(1 + x)2

2
,

• Si x ∈ [0, 1],
Φ1(x) =

∫ 0

−1

(1 + t) dt +

∫ x

0

(1 − t) dt =
1

2
+

1

2
−

(1 − x)2

2
= 1 −

(1 − x)2

2
.

• Si x > 0, alors Φ1(x) = 1.() Tout d'abord, Z1(Ω) = [0, 1], don Φ2 est nulle sur R
∗
−, et vaut 1 sur ]1, +∞[.Soit t ∈ [0, 1]. On a :

Φ2(t) = P (Z1 6 t) = P (|Y1| 6 t) = P (−t 6 Y1 6 t) = 1 −
(1 − t)2

2
−

(1 − t)2

2
= 1 − (1 − t)2.Une densité de Z1 est obtenue en dérivant presque partout ette expression :

∀t ∈ R, ϕ2(t) =







0 si x 6∈ [0, 1]

2(1 − t) si t ∈ [0, 1](d) Z1 ne dépend que de X1 et X2, et les variables X1, X2 et X3 sont mutuellement indépendantes,don Z1 et −X3 sont indépendantes.Une densité de −X3 est la même que −X2 = X ′
2. Ainsi, on peut aluler le produit de onvolution :

ϕ2 ⋆ f−X3(x) =

∫ +∞

−∞

ϕ2(t)f−X3(x− t) dt =

∫ 1

0

2− 2tf−X3(x− t) dt =

∫ x

x−1

2(1− x + u)f−X3(t) dt.

• Si x < −1 ou si x > 1, alors ϕ2 ⋆ f−X3(x) = 0

• Si x ∈ [−1, 0], alors
ϕ2 ⋆ f−X3(x) =

∫ x

−1

2(1 − x + u) du = 1 − x2

• Si x ∈ [0, 1], alors
ϕ2 ⋆ f−X3(x) =

∫ 0

x−1

2(1 − x + u) du = (1 − x)2.7



Ainsi, ette fontion étant ontinue presque partout, et Z1 et −X3 étant indépendantes, on obtient :
∀x ∈ R, ϕ3(x) =















0 si x 6∈ [−1, 1]

1 − x2 si x ∈ [−1, 0]

(1 − x)2 si x ∈ [0, 1]On obtient don :
P (Z1 − Z3 6 0) =

∫ 0

−∞

ϕ3(t) dt =

∫ 0

−1

(1 − t2) dt = 1 −
1

3
=

2

3
.La variable Z1 représente la di�érene de temps entre le lient qui sort le dernier et le lient qui sortle premier, entre A1 et A2. Le lient A3 sort en dernier si et seulement si ette di�érene de tempsest moins importante que le temps mis par A3, don si et seulement si Z1 − X2 6 0. Ainsi,

P (E) = P (Z1 − X3) =
2

3
.2. Soit T3 la variable aléatoire égale au temps total passé à la poste par A3.(a) On a T3 = inf(X1, X2) + X3.(b) Soit Y = inf(X1, X2). Tout d'abord, Y (Ω) = [0, 1], don fY est nulle en dehors de et intervalle.Soit x ∈ [0, 1]. On a :

P (Y 6 x) = P (inf(X1, X2) 6 x) = 1 − P (inf(X1, X2) > x) = 1 − P (X1 > x, X2 > x).Comme X1 et X2 sont indépendantes, il vient :
P (Y 6 x) = 1 − P (X1 > x)P (X2 > x) = 1 − (1 − x)2.Ainsi, une densité de Y est donnée par :

∀t ∈ R, fY (t) =







0 si x 6∈ [0, 1]

2(1 − x) si x ∈ [0, 1]On reonnaît ϕ2, la densité de Z1() Les variables inf(X1, X2) et X3 sont indépendantes, don une densité h de T3 est obtenu par leproduit de onvolution
∀x ∈ R, h(x) =

∫ +∞

−∞

ϕ2(t)f(x − t) dt,où f est une densité de X3. Or ϕ2 est égal à 2(1− t) sur [0, 1] et nul sinon. De plus t 7→ f(x− t) estégal à 1 si t ∈ [x − 1, x] et à 0 sinon. Ainsi,
t 7→ f(t)g(x − t)est égal à 2(1 − t) sur [0, 1] ∩ [x − 1, x] et nul ailleurs. Par onséquent,

• si x ∈] −∞, 0[∪]2, +∞[, [0, 1] ∩ [x − 1, x] = ∅, don h(x) = 0 ;
• si x ∈ [0, 1[, [0, 1] ∩ [x − 1, x] = [0, x], et par onséquent,

h(x) =

∫ x

0

2(1 − t) dt = 1 − (1 − x)2 = 2x − x2.

• si x ∈ [1, 2], [0, 1] ∩ [x − 1, x] = [x − 1, 1], et par onséquent,
h(x) =

∫ 1

x−1

2(1 − t) dt = (2 − x)2 = 4 − 4x + x2.8



La fontion h ainsi obtenue est ontinue au moins sur R \ {0, 1, 2}, don il s'agit d'une densité de
T3 = inf(X1, X2) + X3.(d) Le support de h étant borné, la variable T3 admet une espérane, et

E(T3) =

∫ 1

0

(2x2 − x3) dx +

∫ 2

1

(4x − 4x2 + x3) dx =
2

3
−

1

4
+ 2(4 − 1) −

4

3
(8 − 1) +

1

4
(16 − 1)

=
2

3
−

1

4
+ 6 −

28

3
+

15

4
=

8 − 3 + 72 − 112 + 45

12
=

10

12
=

5

6
.Partie II � Cas où les opérations sont de deux types di�érents1. (a) Vous aurez ompris qu'il s'agit de la fontion de densité et non de la fontion de répartition. Toutd'abord, X(Ω) = [0, 2], don si x 6∈ [0, 2], fX(t) = 0.Soit x ∈ [0, 2]. D'après la formule des probabilités totales appliquée au système omplet (B, B), où

B est l'événement : � A vient pour une opération postale �,
P (X 6 x) = PB(X 6 x)P (B) + PB(X 6 x)P (B).

• Si x ∈ [0, 1],
P (X 6 x) = px + (1 − p)

x

2
=

1 + p

2
· x.

• Si x ∈ [1, 2],
P (X 6 x) = p + (1 − p)

x

2
.Par dérivation, on obtient bien une densité :

fX(t) =















0 si t 6∈ [0, 2]

1+p
2 si p ∈ [0, 1[

1−p
2 si p ∈ [1, 2].(b) L'espérane de X existe ar fX est à support borné, et :

E(X) =

∫ 1

0

x
1 + p

2
dx +

∫ 2

1

x
1 − p

2
dx =

1 + p

4
+

3

2

1 − p

2
= 1 −

p

2
.2. (a) • Tout d'abord, la fontion de répartition de −X2 est :

∀x ∈ R, F−X2 (x) = P (−X2 6 x) = P (X2 > −x) = 1 − P (X2 6 −x),don une densité est donnée par :
∀x ∈ R, f−X2(x) = fX2(−x) =















0 si x 6 −2

1−p
2 si − 2 6 x 6 −1

1+p
2 si − 1 6 x 6 0

• Ainsi, les variables X1 et −X2 étant indépendantes, sous réserve de ontinuité pp du résultat, unedensité de X1 − X2 est donnée par le produit de onvolution :
∀x ∈ R, fX1−X2(x) =

∫ +∞

−∞

fX1(t)f−X2(x − t) dt

=
1 + p

2

∫ 1

0

f−X2(x − t) dt +
1 − p

2

∫ 2

1

f−X2(x − t) dt

=
1 + p

2

∫ x

x−1

f−X2(u) du +
1 − p

2

∫ x−1

x−2

f−X2(u) du.Ainsi : 9



∗ si x 6 −2, fX1−X2(x) = 0

∗ si −2 6 x 6 −1,
fX1−X2(x) =

1 + p

2

∫ x

−2

1 − p

2
du =

1 − p2

4
(x + 2),

∗ si −1 6 x 6 0,
fX1−X2(x) =

1 + p

2

(
∫ −1

x−1

1 − p

2
du +

∫ x

−1

1 + p

2
du

)

+
1 − p

2

∫ x−1

−2

1 − p

2
du

=
1 + p

2

(

−x
1 − p

2
+ (x + 1)

1 + p

2

)

+
(1 − p)2

4
(x + 1)

=
1 + 3p2

4
x +

1 + p2

2
.

∗ si 0 6 x 6 1,
fX1−X2(x) =

1 + p

2

∫ 0

x−1

1 + p

2
du +

1 − p

2

(
∫ −1

x−2

1 − p

2
du +

∫ x−1

−1

1 + p

2
du

)

= −
1 + 3p2

4
x +

1 + p2

2

∗ si 1 6 x 6 2,
fX1−X2(x) =

1 − p

2

∫ 0

x−2

1 + p

2
du =

1 − p2

4
(2 − x),

∗ si x > 2, fX1−X2(x) = 0.Cette fontion étant bien ontinue presque partout (et même partout), nos aluls sont valides.
• On a alors :

∀x ∈ R
+, P (|X1 − X2| 6 x) = P (−x 6 X1 − X2 6 x) = P (X1 − X2 6 x) − P (X1 − X2 6 −x).On obtient don, par dérivation :

∀x ∈ R+, f|X1−X2|(x) = fX1−X2(x) + fX1−X2(−x),d'où :
∀x ∈ R, f|X1−X2|(x) =



























0 si x < 0

1 + p2 − 1+3p2

2 x si 0 6 x 6 1

1−p2

2 (2 − x) si 1 6 x 6 2

0 si x > 2.Remarquez que si p = 1, on retrouve ϕ2 de la partie I (as où toutes les opérations suivent
U([0, 1])). De même, si p = 0, on retrouve x 7→ 1

2ϕ2

(

x
2

), e qui orrespond à un fateur d'éhelle2.
• Enore quelques aluls pour déterminer une densité de |X1 − X2| − X3, en alulant le produitde onvolution, les variables |X1 − X2| et X3 étant indépendantes :

∀x ∈ R, f|X1−X2|−X3
(x) =

∫ +∞

−∞

f|X1−X2|(t)f−X3(x − t) dt

=

∫ 1

0

(

1 + p2 −
1 + 3p2

2
t

)

f−X2(x − t) dt +

∫ 2

1

1 − p2

2
(2 − t)f−X2(x − t) dt

=

∫ x

x−1

(

1 + p2 −
1 + 3p2

2
(x − u)

)

f−X2(u) du +

∫ x−1

x−2

1 − p2

2
(2 − x + u)f−X2(u) du.Remarquez que seules les valeurs négatives de x nous intéressent, puisque le but est de aluler

P (|X1 − X2| − X3 6 0). On obtient don :10



∗ si x < −2, f|X1−X2|−X3
(x) = 0,

∗ si −2 6 x 6 −1,
f|X1−X2|−X3

(x) =

∫ x

−2

(

1 + p2 −
1 + 3p2

2
(x − u)

)

1 − p

2
du

= (x + 2)(1 + p2)
1 − p

2
+

1 − p

2

1 + 3p2

2

[ (x − u)2

2

]x

−2

=
1 − p

2

(

(1 + p2)(x + 2) − (1 + 3p2)
(x + 2)2

4

)

=
(x + 2)(1 − p)

2

(

1 − p2

2
−

1 + 3p2

4
x

)

.

∗ si −1 6 x 6 0,
f|X1−X2|−X3

(x) =

∫ −1

x−1

(

1 + p2 −
1 + 3p2

2
(x − u)

)

1 − p

2
du+

+

∫ x

−1

(

1 + p2 −
1 + 3p2

2
(x − u)

)

1 + p

2
du +

∫ x−1

−2

1 − p2

2
(2 − x + u)

1 − p

2
du

= −x
1 − p

2
(1 + p2) +

1 + 3p2

2

1 − p

2

(

(x + 1)2

2
−

1

2

)

+ (x + 1)(1 + p2)
1 + p

2
+

+
1 + p

2

1 + 3p2

2

(

0 −
(x + 1)2

2

)

+
1 − p

2

1 − p2

2

(

1

2
−

x2

2

)

= ... = −
x2

8
(1 + p − p2 + 7p3) +

x

2
p(1 − p2) +

1

4
(2 + p + p3).Et mirauleusement (le mirale m'a oupé plus d'une heure et m'a obligé à refaire 3 fois lesaluls...), on retrouve, pour p = 1, la fontion ϕ3, et pour p = 0, la fontion x 7→ 1

2ϕ3

(

x
2

). Celanous onforte dans la validité du résultat...
• On obtient don en�n :

P (E) = P (|X1 − X2| − X3 6 0)

=

∫ −1

−2

1 − p

2

(

(1 + p2)(x + 2) − (1 + 3p2)
(x + 2)2

4

)

dx+

+

∫ 0

−1

(

−
x2

8
(1 + p − p2 + 7p3) +

x

2
p(1 − p2) +

1

4
(2 + p + p3)

)

dx

=
1 − p

2

1 + p2

2
−

1 − p

2

1 + 3p2

12
−

1 + p − p2 + 7p3

24
−

p(1 − p2)

4
+

1

4
(2 + p + p3)

= ... =
1

12

(

16 − 6p + 4p2 + 2p3
)

=
1

12
(8 + p(p − 1)(p + 3))Enore une fois, onstatez que pour p = 1, on retrouve une probabilité de 2

3 , et pour p = 0également (ette probabilité n'est évidemment pas modi�ée par le hangement d'éhelle !)(b) Comme préédemment, pour tout x ∈ R,
P (inf(X1, X2) 6 x) = 1 − P (inf(X1, X2) > x) = 1 − P (X1 > x, X2 > x),et, les variables aléatoires X1 et X2 étant indépendantes,

P (inf(X1, X2) 6 x) = 1 − P (X1 > x)P (X2 > x) = 1 − (1 − P (X1 6 x))(1 − p(X2 6 x)).On obtient don :
∀x ∈ R, Finf(X1,X2)(x) =



























0 si x < 0

1 −
(

1 − 1+p
2 x

)2 si 0 6 x < 1

1 − (1 − p)2
(

1 − x
2

)2 si 1 6 x < 2

1 si x > 2.11



Ainsi, une densité est :
∀x ∈ R, finf(X1,X2)(x) =















0 si x < 0 ou x > 2

(1 + p)
(

1 − 1+p
2 x

) si 0 6 x < 1

(1 − p)2
(

1 − x
2

) si 1 6 x < 2Ainsi, l'espérane existe (le support est borné), et
E(inf(X1, X2)) =

∫ 1

0

x(1 + p)

(

1 −
1 + p

2
x

)

dx +

∫ 2

1

x(1 − p)2
(

1 −
x

2

)

dx

=
1 + p

2
−

(1 + p)2

6
+

3

2
(1 − p)2 −

7(1 − p)2

6

=
1

6
(3 + 3p − 1 − 2p − p2 + 9 − 18p + 9p2 − 7 + 14p− 7p2) =

1

6
(4 − 3p + p2).() On alule également l'espérane de X3 :

E(X3) =

∫ 1

0

1 + p

2
x dx +

∫ 2

1

1 − p

2
x dx =

1 + p

4
+

3(1 − p)

4
=

1

4
(4 − 2p) =

2 − p

2
.On a alors :

E(T3) = E(inf(X1, X2)+X3) = E(inf(X1, X2))+E(X3) =
1

6
(4−3p+p2)+

2 − p

2
=

1

6
(10−6p+p2).Constatez enore une fois que pour p = 1, on retrouve E(T3) = 5

6 , alors que pour p = 0, on obtientle double (le fateur d'éhelle double évidemment l'espérane totale de l'attente).3. (a) i. Chaque personne arrivant à la poste est onfrontée à une épreuve de Bernoulli, dont le suèsest de venir pour une opération postale, don de se diriger vers le guihet 1. Le nombre depersonnes passant au guihet avant A3 est égal au nombre de suès dans les deux épreuvesde Bernoulli orrespondant aux deux personnes A1 et A2 préédant A3. Ainsi, N suit une loibinomiale B(2, p).ii. D'après la formule des probabilités totales sur le système omplet ([N = 0], [N = 1], [N = 2]),on obtient, pour tout x de R,
P (T3 6 x) = P (T3 6 x | N = 0)P (N = 0) + P (T3 6 x | N = 1)P (N = 1) + P (T3 6 x | N = 2)P (N = 2)

= (1 − p)2P (T3 6 x | N = 0) + 2p(1 − p)P (T3 6 x | N = 1) + p2P (T3 6 x | N = 2).Or, toutes les personnes passant au guihet 1 venant pour une opération postale, leur temps depassage suit une loi uniforme sur [0, 1]. Ainsi,
• x 7→ P (T3 6 x | N = 0) est la fontion de répartition d'une variable aléatoire suivant une loiuniforme, (il n'y a personne avant A3, seul son temps de passage est pris en onsidération)
• x 7→ P (T3 6 x | N = 1) est la fontion de répartition d'une variable aléatoire obtenue ommesomme de deux variables indépendantes suivant une loi uniforme,
• x 7→ P (T3 6 x | N = 2) est la fontion de répartition d'une variable aléatoire obtenue ommesomme de trois variables mutuellement indépendantes suivant une loi uniforme,Calulons rapidement es fontions de repartition, 'est lassique et nous en avons maintenantl'habitude.Soit X, Y et Z trois variables mutuellement indépendantes suivant une loi uniforme sur [0, 1].Alors
• ∀x ∈ [0, 1], FX(x) = x, et si x 6 0 FX(x) = 0, et si x > 1, FX(x) = 1.
• Puisque X et Y sont indépendantes, une densité de X + Y est obtenue à l'aide du produit deonvolution :

∀x ∈ R, fX+Y (x) =

∫ +∞

−∞

fX(t)fY (x − t) dt =

∫ 1

0

fY (x − t) dt =

∫ x

x−1

fY (u) du12



Ainsi :
fX+Y (x) =



























∫ x

0

1 du = x si 0 6 x < 1
∫ 1

x−1

1 du = 2 − x si 1 6 x < 2

0 sinon.On obtient de même une densité de X + Y + Z en e�etuant le produit de onvolution de
fX+Y par fZ :
∀x ∈ R, fX+Y +Z(x) =

∫ +∞

−∞

fX+Y (x − t)fZ(t) dt =

∫ 1

0

fX+Y (x − t) dt =

∫ x

x−1

fX+Y (u) du.Ainsi :
∗ si 0 6 x < 1,

fX+Y +Z(x) =

∫ x

0

u du =
x2

2
;

∗ si 1 6 x < 2,
fX+Y +Z(x) =

∫ 1

x−1

u du+

∫ x

1

(2−u) du =
1

2
−

(x − 1)2

2
+

1

2
−

(2 − x)2

2
= 1−x2+3x−

5

2
= −

3

2
+3x−x2,

∗ si 2 6 x < 3,
fX+Y +Z(x) =

∫ 2

x−1

(2 − u) du =
(3 − x)2

2
.On obtient don les fontions de répartition par intégration :

∀x ∈ R, FX+Y (x) =



























0 si x 6 0

x2

2 si 0 6 x 6 1

1 − (2−x)2

2 si 1 6 x 6 2

1 si x > 2.et de même :
∀x ∈ R, FX+Y +Z(x) =







































0 si x 6 0

x3

6 si 0 6 x 6 1

1
2 − 3

2x + 3
2x2 − x3

3 si 1 6 x 6 2

1 − (3−x)3

6 si 2 6 x 6 3.

1 si x > 3.On obtient don la fontion de répartition suivante de T3 :
∀x ∈ R, FT3(x) =







































0 si x 6 0

(1 − p)2x + 2p(1 − p)x2

2 + p2 x3

3 si 0 6 x 6 1
(

1 − 4p + 7
2p2
)

+ x
(

4p− 11
2 p2

)

+ x2
(

−p + 5
2p2
)

− p2

3 x3 si 1 6 x 6 2

1 − p2

6 (3 − x)3 si 2 6 x 6 3.

1 si x > 3.iii. En dérivant, nous obtenons une densité de T3 :
∀x ∈ R, fT3(x) =







































0 si x < 0 ou si x > 3

(1 − p)2 + 2p(1 − p)x + p2x2 si 0 6 x 6 1
(

4p − 11
2 p2

)

+
(

−2p + 5p2
)

x − p2x2 si 1 6 x 6 2

p2

2 (3 − x)2 si 2 6 x 6 3.

1 si x > 3.13



L'espérane de T3 est alors :
E(T3) =

∫ 1

0

(

(1 − p)2x + 2p(1 − p)x2 + p2x3
)

dx+

+

∫ 2

1

((

4p−
11

2
p2

)

x +
(

−2p + 5p2
)

x2 − p2x3

)

dx +

∫ 3

2

p2

2
(3 − x)2x dx

=
(1 − p)2

2
+

2

3
p(1 − p) +

p2

4
+

3

2
(4p −

11

2
p2) +

7

3

(

−2p + 5p2
)

−
15

4
p2 + ........(Capitulation par K.O., 'est quoi e sujet de ouf ? !)Partie III � Cas d'un nombre plus grand de guihets1. On a Un = min(X1, . . . , Xn). Ainsi, si x 6 0, P (Un 6 x) = 0, et

∀x > 0, P (Un 6 x) = 1 − P (min(X1, . . . , Xn) > x) = 1 − P

(

n
⋂

i=1

[Xi > x]

)

= 1 −

n
∏

i=1

P (Xi > x)puisque les Xi sont mutuellement indépendants. On a don
∀x ∈ R, P (Un 6 x) =







0 si x 6 0

1 −
n
∏

i=1

e−λx = 1 − e−nλx si x > 0Ainsi, Un →֒ E(nλ).On obtient don diretement E(Un) = 1
nλ

et V (Un) = 1
n2λ2 .2. On a Vn = max(X1, . . . , Xn). Ainsi, pour tout x 6 0, P (Vn 6 0) = 0, et

∀x > 0, P (Vn 6 x) = P (max(X1, . . . , Xn) 6 x) = P

(

n
⋂

i=1

[Xi 6 x]

)

=

n
∏

i=1

P (Xi 6 x) = (1 − e−λx)n,les Xi étant mutuellement indépendants. Une densité est don :
∀x ∈ R, f(x) =

{

0 si x < 0

nλe−λx(1 − e−λx)n−1 si x > 0.Ainsi, pour tout x > 0, on a
f(x) = nλe−λx

n−1
∑

k=0

(−1)k

(

n − 1

k

)

e−kλx = λ

n−1
∑

k=0

(−1)kn

(

n − 1

k

)

e−(k+1)λx.Or, pour tout k ∈ [[0, n − 1]], ∫ +∞

0

(k + 1)λxe−(k+1)λx dx est l'espérane d'une variable aléatoire suivantune loi E((k + 1)λ), don l'intégrale est onvergente et vaut :
∫ +∞

0

(k + 1)λxe−(k+1)λx dx =
1

(k + 1)λ
.Ainsi, en tant que somme �nie d'intégrales onvergentes, l'intégrale dé�nissant E(Vn) est onvergente.Don E(Vn) existe, et

E(Vn) = λ

n−1
∑

k=0

(−1)k n

(k + 1)λ

(

n − 1

k

)
∫ +∞

0

(k + 1)λxe−(k+1)λx dx

= λ

n−1
∑

k=0

(−1)k n

((k + 1)λ)2

(

n − 1

k

)

=
1

λ

n−1
∑

k=0

(−1)k

k + 1

(

n

k + 1

)

.14



3. Soit pour tout i ∈ [[1, n]], l'épreuve de Bernoulli dont le suès est : � la personne Ai a terminé avantl'instant t �.Pour tout i ∈ [[1, n]], le paramètre pi de ette épreuve est :
pi = P (Xi 6 t) = F (t) = 1 − e−λt.Ainsi, es épreuves de Bernoulli ont toutes même paramètre 1−e−λt, et sont mutuellement indépendantes.La variable Wt ompte le nombre de suès lors de es n épreuves. Ainsi, Wt →֒ B(n, 1 − e−λt).Son espérane est don :

E(Wt) = n(1 − e−λt).
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