
Lyée La Bruyère, Versailles Samedi 30 janvier 2010.ECS 2 � Mathématiques Devoir surveillé no 6 � sujet � Eriome �Exerie 1 �1. Tout d'abord, justi�ons l'existene des dérivées partielles seondes de f . Comme on est en début de opie,on le fait soigneusement...
• La fontion (x, y) 7→ xy est de lasse C2 sur (R∗

+)2, en tant que fontion polynomiale, et à valeursdans R
∗
+. De plus, la fontion u 7→ √

u est de lasse C2 sur R
∗
+. D'après le théorème de omposition, lafontion omposée (x, y) 7→ √

xy est don de lasse C2 sur (R∗
+)2.

• De même, la fontion θ étant de lasse C2 sur R
∗
+, la fontion (x, y) 7→ θ(xy), égale à la omposée de lafontion (x, y) 7→ xy et de la fontion θ, est de lasse C2 sur (R∗

+)2.
• De même pour (x, y) 7→ ϕ

(

y
x

), la fontion (x, y) 7→ y
x
étant de lasse C2 sur (R∗

+) en tant que quotientde deux fontions polynomiales sur e domaine, le dénominateur ne s'annulant pas.
• Ainsi, la fontion f s'érit omme produit et somme de fontions de lasse C2 sur (R∗

+)2, elle est donelle-même de lasse C2 sur e domaine.On peut don aluler les dérivées partielles seondes de f : pour tout (x, y) de (R∗
+)2 :
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+ x2θ′′(xy)Un alul sans di�ulté amène alors, pour tout (x, y) ∈ (R∗
+)2 :

x2 ∂
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(x, y) − y2 ∂
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∂y2
(x, y) = 0.2. Vous êtes omplètement impardonnables de ne pas m'avoir signalé l'erreur. L'expression ∂g

∂x
v(u, v) n'apas de sens, quelle est don la signi�ation de e terme balladeur v ? La spéi�ation du point (u, v) soitbien sûr être aolé à la dérivée partielle. De plus, le fait d'avoir une dérivée par rapport à x alors quedans la suite de l'expression, on a des dérivées par rapport à u et v devait vous mettre la pue à l'oreille.En fait le x est de trop et le v devait prendre sa plae. Du oup, 'est bien par rapport à le deuxièmevariable, et non la première, qu'il fallait dériver. Désolé pour ette erreur qui a éhappé à ma releturepourtant attentive. Mais tout de même, je suis très surpris que personne me l'ait signalée...La fontion f est de lasse C2 sur (R∗

+)2, et les fontions (u, v) 7→ u
v
et (u, v) 7→ √

uv sont de lasse C2 sur
(R∗

+)2, à valeurs dans R
∗
+, en tant que quotient de fontions polynomiales, ou en tant que omposée d'unefontion polynomiale et de la fontion raine, de lasse C2 sur R

∗
+. Ainsi, g est obtenue omme omposéesde fontions de lasse C2, elle est don de lasse C2.De plus, les règles de dérivation de fontions omposées amènent, pour tout (u, v) ∈ (R∗

+)2 :
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• puis :
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,d'après le théorème de Shwarz, f étant de lasse C2 sur (R∗
+)2.Ainsi, pour tout (u, v) dans (R∗

+)2,
∂g

∂v
(u, v) − 2u

∂2g

∂u∂v
(u, v) = −

√
u

2v
√
v

∂f

∂x

(
√

u

v
,
√
uv

)

+

√
u

2
√
v

∂f

∂y

(
√

u

v
,
√
uv

)

+

√
u

2v
√
v

∂f

∂x

(
√

u

v
,
√
uv

)

−
√
u

2
√
v

∂f

∂y

(√

u

v
,
√
uv

)

+
u

2v2

∂2f

∂x2

(√

u

v
,
√
uv

)

− u

2

∂2f

∂y2

(√

u

v
,
√
uv

)

=
u

2v2
· ∂

2f

∂x2

(√

u

v
,
√
uv

)

− u

2
· ∂

2f

∂y2

(√

u

v
,
√
uv

)

.Or, f véri�e l'équation (1), don en posant x =
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= 0.Ainsi, en omparant à l'expression obtenue pour ∂g
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(u, v), on peut onlure :

∀(u, v) ∈ (R∗
+)2,
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(u, v) = 0.3. On se propose de déterminer l'ensemble des fontions h de lasse C1 sur R
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+ qui véri�ent :

∀t ∈ R
∗
+, h′(t) +
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t
h(t) = 0 (3)(a) Soit h0 : t 7→ 1

tα = e−α ln t, dé�nie sur R
∗
+. Alors h0 est de lasse C1 sur R

∗
+, en tant que omposéede fontions exponentielles et logarithmiques, de lasse C1. On a :
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+, don k est une fontion onstante (attention,ette propriété est vraie ar on est sur un intervalle).2



() Soit S l'ensemble des fontions solutions de l'équation (3). Ainsi :
• d'après 3(a), h0 ∈ S, et par linéarité de la dérivation, il en déoule immédiatement que Vect(h0) ⊂
S ;

• d'après 3(b), si h ∈ S, t 7→ tah(t) est une fontion onstante sur R
∗
+, disons de valeur C ∈ R.Alors :

∀t ∈ R
∗
+, tah(t) = C don: h(t) =

C

ta
= Ch0(t).Ainsi, h ∈ Vect(h0), d'où l'inlusion S ⊂ Vect(h0).Ainsi, l'ensemble des solutions de l'équation (3) est S = Vect(h0), 'est-à-dire l'ensemble des fontions

t 7→ C
ta , C ∈ R, dé�nies sur R

∗
+.4. Soit f une fontion de lasse C2 sur (R∗

+)2, solution de l'équation (1). Considérons la fontion g dé�nie àpartir de f omme dans la question 2. D'après la question 2, on a,pour tout (u, v) ∈ (R∗
+)2 :

∂

∂u

∂g

∂v
(u, v) − 1

2u

∂g

∂v
(u, v).Alors, à v �xé, la fontion ∂g

∂v
véri�e (pour la dérivation par rapport à u) la relation (3), ave a = − 1

2 .Ainsi, il existe une onstante C (onstante par rapport à la variable u, mais pouvant dépendre de v), 'està dire une fontion C : R
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Exerie 2 � (EDHEC 1998)1. L'événement [X = 2] est réalisé si et seulement si on a obtenu pour la première fois la suession PF auxrangs 1 et 2. Comme il n'y a pas eu de tirage avant, si on obtient PF aux rangs 1 et 2, 'est néessairementla première fois que l'on obtient ette suession. Ainsi :
[X = 2] = P1F2 = P1 ∩ F2.Les laners étant indépendants (don les événements P1 et F2 étant indépendants), on obtient :

P (X = 2) = P (P1)P (F2) =
1

2
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2
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4
,la pièe étant équilibrée.2. (a) Soit k un entier supérieur ou égal à 3. Supposons que le premier laner est � Pile �. Alors :

• si l'événement P1P2 . . . Pk−1Fk se réalise alors évidemment [X = k] se réalise.
• Réiproquement, si [X = k] se réalise, on a néessairement tiré au moins une fois � Fae � lors des
k premiers tirages (ar le k-ième tirage est un � Fae �, par desription de l'événement [X = k].Alors soit ℓ le rang du premier � Fae � obtenu lors des k tirages. On a ℓ 6 k, et ℓ > 2 (ar lepremier tirage est un Pile.Supposons que ℓ < k. Alors, puisque ℓ 6 2, il y a eu un tirage au rang ℓ− 1, qui a néessairementamené � Pile �, puisque le premier � Fae � est obtenu au rang ℓ. Ainsi, on a obtenu une suessionPF aux rangs ℓ− 1 et ℓ. Cela ontredit la réalisation de [X = k], qui stipule que ette suessionn'a pas été obtenue avant les rangs k − 1 et k.Ainsi, ℓ = k, et les k−1 premiers tirages ont dans e as tous amené � Pile �. Ainsi, P1P2 . . . Pk−1Fkse réalise.(b) D'après la question préédente :
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(X = k).Or, en supposant que l'événement F1 est réalisé :
• si l'événement [X = k] est réalisé, alors on n'a pas de suession PF dans les k premiers tiragesavant les rangs k− 1 et k, don également, en oubliant le premier tirage, on n'a pas de suessionPF parmis les tirages 2 à k, ommençant avant le k−2-ième de es tirages (don avant le k−1-ièmetirage au total)
• Réiproquement, si parmis les tirages de 2 à k, il n'y a pas de suession PF avant le k − 2-ièmeet le k − 1-ième de es tirages (don avant le k − 1-ième et le k-ième tirage au total), et qu'onobtient une telle suession lors de es deux derniers tirages, alors pour tout i tel que 3 6 i < k,
Pi−1Fi n'est pas réalisé. De plus, omme P1 n'est pas réalisé, P1F2 n'est pas réalisé non plus.Ainsi, pour tout i tel que 2 6 i < k, Pi−1Fi n'est pas réalisé. Mais en revanhe Pk−1Fk est réalisé,don [X = k] est réalisé.Ainsi, si F1 est réalisé, [X = k] est réalisé si et seulement si lors des k−1 derniers tirages la premièreapparition de PF se fait tout à la �n de es tirages, don aux rangs k − 2 et k − 1, après oubli dupremier tirage. Ainsi, les k− 1 derniers tirages étant indépendants du premier (e qui nous dispensede la ondition), on obtient :
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() On pose, pour tout entier k supérieur ou égal à 2, uk = 2kP (X = k).La relation préédente donne, pour tout k > 3 :
2kP (X = k) = 1 + 2k−1P (X = k − 1) soit: uk = 1 + uk−1.Ainsi, (uk)k>2 est une suite arithmétique de raison 1 :

∀k > 2, uk = u2 + (k − 2).De plus, u2 = 4P (X = 2) = 1. Ainsi :
∀k > 2, uk = k − 1.On obtient don, pour la loi de X : X(Ω) = [[2,+∞[[∪{0}, puisqu'on ne peut pas obtenir unesuession PF ave un seul laner. Alors :
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)2 = 0,d'après la formule du bin�me négatif (dérivées des séries géométriques)3. La variable aléatoire X admet une espérane si et seulement si la série +∞
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kP (X = k) est absolumentonvergente (e qui équivaut ii à la onvergene, les termes étant tous positifs). Or, pour tout k > 2,
kP (X = k) =

k(k − 1)

2k
=

1

4
· k(k − 1)

2k−2
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4 près, une série du bin�me négatif, orrespondant à la dérivéeseonde d'une série géométrique. La raison étant 1
2 ∈]−1, 1[, on a la onvergene (et même la onvergeneabsolue) de ette série. D'où l'existene de E(X), et :
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)3 = 4.4. (a) • Chaun des événements (F1, P1P2, P1F1) est non impossible (et même non quasi-impossible, puisqueleurs probabilités sont respetivemenet 1
2 , 1

4 et 1
4 ).

• Si ni P1P2 ni P1F2 n'est réalisé, alors P1P2 ∪ P1F2 n'est pas réalisé, et (P2, F2) étant un systèmeomplet d'événements, et événement est égal à P1. Don P1 n'est pas réalisé, don F1 est réalisé.Ainsi, il n'est pas possible que les trois événements soient non réalisés en même temps. Ainsi,
F1 ∪ P1P2 ∪ P1F1 = Ω.

• De plus, F1 et P1P2 sont inompatibles, puisqu'on ne peut pas à la fois tirer � Pile � et � Fae � aupremier tirage. De même, F1 et P1F2 sont inompatibles. Et en�n P1P2 et P1F2 sont inompatibles,puisqu'on ne peut pas tirer en même temps � Pile � et � Fae � au deuxième tirage. Les troisévénements sont don bien deux à deux inompatibles.Ainsi (F1, P1P2, P1F1) est un système omplet d'événements.(b) Comme on l'a justi�é plus haut, e système omplet est onstitué d'événements tous non quasi-impossibles. On peut don appliquer la formule des probabilités totales, pour le alul de P (Y = k) :
∀k > 4, P (Y = k) = PF1

(Y = k)P (F1) + PP1P2
(Y = k)P (P1P2) + PP1F2

(Y = k)P (P1F2)
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2
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4
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(Y = k).Or :
• Si P1P2 est réalisé, [Y = k] ne peut pas être réalisé (puisque k > 4), ar on a obtenu une suessionPP aux rangs 1 et 2, don avant les rangs k − 1 et k. Ainsi, PP1P2

(Y = k) = 0.
• Si P1F1 est réalisé, on n'a pas obtenu de suession PP aux tirages 1 et 2, on ne peut pas enobtenir aux tirages 2 et 3. Ainsi, la première suession PP apparaît aux rangs k − 1 et k si etseulement s'il n'y a pas de suession PP lors des tirages 3 à k, sauf aux deux derniers rangs. Cette5



suession de tirage étant indépendants des deux premiers tirages, et événement est similaire àelui qui dé�nit [Y = k− 2], après oubli des deux premiers tirages. De plus, les tirages 3 à k étantindépendantes de P1 et F2, on perd la ondition, d'où :
PP1F2

(Y = k) = P (Y = k − 2).

• Si F1 est réalisé, de même, on ne peut pas avoir de suession PP aux tirages 1 et 2, et la onditionporte alors uniquement sur l'existene d'une suession PP lors des k−1 tirages suivant le premier,d'où, par le même raisonnement que préedemment :
PF1

(Y = k) = P (Y = k − 1).Par onséquent, on obtient bien, pour tout k > 4 :
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1
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4
P (Y = k − 2). (∗)() On a :

• [Y = 2] est réalisé si et seulement si on a obtenu � Pile � aux deux premiers tirages, don [Y =

2] = P1P2, don :
v2 = P (Y = 2) = P (P1P2) ==

1

4
.

• [Y = 3] est réalisé si et seulement si on a obtenu � Pile � aux tirages 2 et 3, et que 'est la premièreourrene de ette suession, e qui impose qu'on ait tiré � Fae � au premier tirage (sinon ona une suession PP lors des deux premiers tirages). Ainsi [Y = 3] = F1P2P3, don :
v3 = P (Y = 3) = P (F1P2P3) ==

1

8
.La relation vk = 1

2vk−1 + 1
4vk−2 est réalisée pour tout k > 4 d'après la question préédente. De plus,en posant v0 = 1 et v1 = 0, on obtient :

• 1

2
v2 +

1

4
v1 =

1

2
v2 =

1

8
= v3,don la relation est aussi véri�ée pour k = 3

• 1

2
v1 +

1

4
v0 =

1

4
v0 =

1

4
= v2,don la relation est aussi véri�ée pour k = 2.(d) i. Cette fontion alule le réel vn si le paramètre n est positif ou nul, et arrête le programme (sansrien renvoyer) si n < 0. Cette deuxième ation étant évidente ('est l'instrution halt), on vamontrer la première ation. On le montre par réurrene double sur n ∈ N.Soit, pour tout n ∈ N, la propriété P(n) : � Le paramètre spéi�é étant n, l'algorithme s'arrête,et renvoie la valeur de vn �

• Tout d'abord, si n = 0, le premier test n < 0 est faux, don on e�etue le deuxième test n = 0,qui est vrai. Dans e as, on donne la valeur 1 à la fontion, puis le programme s'arrête (pasd'autre appel à une fontion). Don l'algorithme s'arrête, et fournit la valeur 1 = v0. D'où
P(0).

• Si n = 1, les deux premiers tests n < 0 et n = 0 sont faux, don on e�etue le troisième test
n = 1, qui est vrai. Dans e as, on dé�nit la valeur de sortie par 0, puis le programme s'arrête(pas d'autre appel à une fontion). Don l'algorithme s'arrête, et fournit la valeur 0 = v1.D'où P(1).

• Soit n > 2, tel que P(n− 2) et P(n− 1) soient vraies. Supposons que le paramètre fourni est
n. Alors n > 2, don les trois tests sont faux, et on se retrouve dans la struture alternative.On exeute don l'instrution : v :=v(n-1)/2+v(n-2)/4;Cette instrution e�etue le alul de v(n − 1) et v(n − 2), de façon réursive. D'après l'hy-pothèse de réurrene, le alul de v(n − 1) s'arrête, et fournit la valeur de vn−1. De même,le alul de v(n − 2) s'arrête et fournit la valeur de vn−2. Ainsi, ette instrution s'arrête, etdé�nit, pour la valeur de sortie de la fontion,

v(n) =
1

2
vn−1 +

1

4
vn−2 = vn,d'après la relation de réurrene satisfaite par la suite (vn). Ainsi, P(n) est véri�é.6



Ainsi, les propriétés P(0) et P(1) sont vraies, et pour tout n > 2, P(n−2) et P(n−1) entraînent
P(n). Ainsi, d'après le prinipe de réurrene, P(n) est vraie pour tout n ∈ N.ii. Cet algorithme est mauvais, ar il fait deux appels réursifs : il y aura redondane des aluls.Par exemple, pour le alul de vn−2, on va être ramené au alul de vn−3 et vn−4, alors quepour le alul de vn−1, on va être ramené au alul de vn−2 et vn−3, et ei de façon indépen-dante. Don on alulera deux fois (indépendamment) vn−2, et pour ela on alulera deux fois(indépendamment) vn−3, plus une troisième fois pour le alul de vn−1. Cette redondane desaluls ralentit onsidérablement l'algorithme, et fait même � exploser � la omplexité, qui estexponentielle ii (omme on le verra un peu plus loin).Un autre algorithme possible (tehnique lassique de alul de suites réurrentes :funtion v(n:integer):real;var a,b,:real;k:integer;begina:=1;b:=0;if n<0 then haltelseif n=0 then v:=1elsebeginfor k:=2 to n dobegin:=b/2+a/4;a:=b;b:=;end;v:=b;end;Vous onstaterez qu'on renvoie la bonne valeur pour n = 1, puisque dans e as, on ne fait auunpassage dans la boule et que la valeur de b fournie est elle de l'initialisation, égale à v1.Cet algorithme est linéaire (on passe n−2 fois dans une boule, en e�etuant un nombre onstantd'opérations à haque passage), don meilleur que le préédent.iii. Si n < 0, on a bien entendu Cn = 0. On a également C0 = C1 = 0.Soit n > 2. Alors, pour aluler v(n), on ommene par le alul de v(n− 2) et v(n− 1), e quinéessite respetivement Cn−2 et Cn−1 opérations, et on e�etue deux divisions et une additionsupplémentaires. Ainsi :

Cn = Cn−2 + Cn−1 + 3.Soit d un réel. Posons, pour tout n ∈ N,
an = Cn − d soit: Cn = an + d.Ainsi, la relation de réurrene trouvée pour Cn fournit :

∀n > 2, an + d = an−2 + d+ an−1 + d+ 3 soit: an = an−2 + an−1 + d+ 3.Posons don d = −3. On obtient :
a0 = 3, a1 = 3 et ∀n > 2, an = an−2 + an−1.Il s'agit d'une relation réurrente linéaire d'ordre 2, dont le polyn�me aratéristique est P =

X2 −X − 1, de raines r1 =
1 −

√
5

2
et r2 =

1 +
√

5

2
. Il existe don λ et µ deux réels tels que :

∀n ∈ N, an = λ

(

1 −
√

5

2

)n

+ µ

(

1 +
√

5

2

)n

.7



Pour n = 0 et n = 1, on trouve :
3 = λ+ µ et 3 = λ

(

1 −
√

5

2

)

+ µ

(

1 +
√

5

2

)

=
1

2
(λ+ µ) +

√
5

2
(µ− λ).En injetant la première équation dans la deuxième, on trouve :

3

2
=

√
5

2
(µ− λ) soit: µ− λ =

3√
5
.En additionnant ou soustrayant ette quantité à la première équation, il vient don :

µ =
3

2
+

3

2
√

5
et λ =

3

2
− 3

2
√

5
.Ainsi, pour tout n ∈ N,

Cn =

(

3

2
− 3

2
√

5

)

(

1 −
√

5

2

)n

+

(

3

2
+

3

2
√

5

)

(

1 +
√

5

2

)n

− 3.(e) Même prinipe pour expliiter (vk) évidemment. Le polyn�me aratéristique de la réurrene estii X2 − 1
2X − 1

4 , dont les raines sont 1 −
√

5

4
et 1+

√
5

4 . Ainsi, il existe λ et µ tels que, pour tout
n ∈ N,

vn = λ

(

1 −
√

5

4

)n

+ µ

(

1 +
√

5

4

)n

.Les onditions initiales v0 = 1 et v1 = 0 amènent :
λ+ µ = 1 et 1

4
(λ+ µ) +

√
5

4
(µ− λ) = 0.On obtient, par la même méthode que préédemment :

λ− µ =
1√
5
, puis: λ =

1

2
+

1

2
√

5
et µ =

1

2
− 1

2
√

5
.Ainsi, pour tout n ∈ N,

vn =

(

1

2
+

1

2
√

5

)

(

1 −
√

5

4

)n

+

(

1

2
− 1

2
√

5

)

(

1 +
√

5

4

)n

.On a Y (Ω) = N \ {1}, et :
• Pour tout n > 2, P (Y = n) = vn

• Puisque v1 = 0 et v0 = 1 :
P (Y = 0) = 1 −

+∞
∑

n=2

vn = 2 −
+∞
∑

n=0

vn = 2 −
(

1

2
+

1

2
√

5

)

· 1

1 − 1−
√

5
4

−
(

1

2
− 1

2
√

5

)

· 1

1 − 1+
√

5
4

.

= 2 −
√

5 + 1

2
√

5
· 4

3 +
√

5
−

√
5 − 1

2
√

5
· 4

3 −
√

5

= 2 − 5 +
√

5

10
· 4(3 −

√
5)

4
− 5 −

√
5

10
· 4(3 +

√
5)

4

= 2 − 1

10
(15 − 5 − 2

√
5 + 15 − 5 + 2

√
5) = 0.

8



(f) De nouveau, l'existene de l'espérane déoule de la onvergene absolue des séries du bin�me négatif,et, puisque v1 = 0 et 0 · v0 = 0 = 0 · P (X = 0), on obtient :
E(Y ) =

+∞
∑

n=0

nvn

=

(

1

2
+

1

2
√

5

)

(

1 −
√

5

4

)

1
(

1 − 1−
√

5
4

)2 +

(

1

2
− 1

2
√

5

)

(

1 +
√

5

4

)

1
(

1 − 1+
√

5
4

)2

=

√
5 + 1

2
√

5
· 1 −

√
5

4
· 16

(3 +
√

5)2
+

√
5 − 1

2
√

5
· 1 +

√
5

4
· 16

(3 −
√

5)2

= − 1

2
√

5
· 16

14 + 6
√

5
+

1

2
√

5
· 16

14 − 6
√

5

= − 4

7
√

5 + 15
+

4

7
√

5 − 15

= −4(7
√

5 − 15)

245 − 225
+

4(7
√

5 + 15)

245 − 225
= 6.Problème � (D'après Exerie 1 - Eriome 2009)Partie I � Étude d'un as partiulier1. On a :

• ΦA(V1) = AV1 − V1A =

(

1 1

1 1

)(

1 0

0 0

)

−
(

1 0

0 0

)(

1 1

1 1

)

=

(

1 0

1 0

)

−
(

1 1

0 0

)

=

(

0 −1

1 0

),soit : ΦA(V1) = −V2 + V3

• ΦA(V2) = AV2 − V2A =

(

1 1

1 1

)(

0 1

0 0

)

−
(

0 1

0 0

)(

1 1

1 1

)

=

(

0 1

0 1

)

−
(

1 1

0 0

)

=

(

−1 0

0 1

),soit : ΦA(V2) = −V1 + V4

• ΦA(V3) = AV3 − V3A =

(

1 1

1 1

)(

0 0

1 0

)

−
(

0 0

1 0

)(

1 1

1 1

)

=

(

1 0

1 0

)

−
(

0 0

1 1

)

=

(

1 0

0 −1

),soit : ΦA(V3) = V1 − V4

• ΦA(V4) = AV4 − V4A =

(

1 1

1 1

)(

0 0

0 1

)

−
(

0 0

0 1

)(

1 1

1 1

)

=

(

0 1

0 1

)

−
(

0 0

1 1

)

=

(

0 1

−1 0

),soit : ΦA(V4) = V2 − V3Ainsi, la matrie T de ΦA étant ontituée des olonnes oordonnées des ΦA(Vi) dans la base (V1, V2, V3, V4),on obtient bien
T =









0 −1 1 0

−1 0 0 1

1 0 0 −1

0 1 −1 0







Cette matrie est symétrique réelle, don diagonalisable.2. On e�etue le alul :
T 2 =









2 0 0 −2

0 2 −2 0

0 −2 2 0

−2 0 0 2









puis: T 3 = T =









0 −4 4 0

−4 0 0 4

4 0 0 −4

0 4 −4 0









= 4T.Ainsi, le polyn�me P = X3 −X est un polyn�me annulateur de T . Ses raines sont 0, 2 et −2. Ainsi, esont les seules valeurs propres possibles de T :
Sp(T ) ⊂ {−2, 0, 2}.Évidemment, pour le moment, on ne peut onlure qu'à une inlusion.9



3. La matrie T est de rang au moins 2 (ar ses deux premières olonnes sont non olinéaires), et de rang auplus 2 (ar la troisième olonne est l'opposé de la deuxième, et la quatrième est l'opposé de la première).Don rg(T ) = 2. Ainsi, d'après le théorème du rang appliqué à l'endomorphisme f anoniquement assoié,
dimE0 = dim Ker f = 4 − rg f = 2.Or, les olonnes C1, C2, C3, et C4 de T véri�ent
C1 + C4 = 0 et C2 + C3 = 0,e qui se réérit :
T









1

0

0

1









= 0 et T









0

1

1

0









= 0.Ainsi 


1

0

0

1









et 


0

1

1

0









sont dans E0, et y forment une famille libre (ar ils sont non olinéaires. Comme
E0 est de dimension 2, il en résulte que es deux veteurs forment une base de E0. On répond don à laquestion : une base de E0 est :

B =

















1

0

0

1









,









0

1

1

0

















.4. On a, ave la même notation que i-dessus pour les olonnes de T :
TX1 = T









1

−1

1

−1









= C1 − C2 + C3 − C4 =









2

−2

2

−2









= 2X1.De même :
TX2 = T









1

1

−1

−1









= C1 + C2 − C3 − C4 =









−2

−2

2

2









= −2X2.5. Les veteurs X1 et X2 étant non nuls, les deux relations préédentes signi�ent que X1 et X2 sont veteurspropres assoiés respetivement à 2 et −2. On peut don maintenant onlure que 0, 2 et −2 sont valeurspropres, et que Vect(X1) ⊂ E2 et Vect(X2) ⊂ E−2. Comme E0 est de dimension 2, et que la somme desdimensions de espaes propres vaut 4, et que haque espae propre E2 et E−2 est au moins de dimension1, ils ne peuvent pas être de dimension supérieure à 1. Ainsi, dimE2 = dimE−2 = 1, et
E2 = Vect(X1) et E−2 = Vect(X2).Ainsi, puisque R

4 = E0 ⊕ E−2 ⊕ E2, on obtient une base formée de veteurs propres en juxtaposant desbases de haques espae propre. Ainsi :
C =

















1

0

0

1









,









0

1

1

0









,









1

−1

1

−1









,









1

1

−1

−1















est une base de R
4 formée de veteurs propres de T . Notons b1, b2, b3 et b4 respetivement es veteurs.Alors, f désignant l'endomorphisme anoniquement assoié à T , on a f(b1) = 0, f(b2) = 0, f(b3) = 2b3et f(b4) = −2b4. Ainsi, la matrie de f dans la base C est :

MatC(f) =









0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 2 0

0 0 0 −2
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Soit P la matrie de passage de la base anonique à la base C. On a don :
P =









1 0 1 1

0 1 −1 1

0 1 1 −1

1 0 −1 −1







D'après la formule de hangement de base, on a don :
T = Matb.c.(f) = PMatC(f)P−1 = PDP−1.Le reours à l'endomorphisme anoniquement assoié, et à la formule de hangement debase, souvent omis par �emme, était attendu du onepteur de l'épreuve. Dans le rapport,il déplore le fait que peu (ou pas) de andidat passent par là pour justi�er la relation

T = PDP−1. À bon entendeur...6. Pas dur, la matrie T étant symétrique, elle est diagonalisable dans une base orthonormale de veteurspropres. Pour trouver une telle base, les espaes propres étant orthogonaux, il su�t de juxtaposer desbases orthonormales de haque espae propre. Ii, la base qu'on a déterminée dans la question préédenteest déjà orthogonale (oup de hane), le seul défaut d'orthogonalité qu'il aurait pu y avoir étant entre b1et b2 (les veteurs de E0), les autres sous-espaes vetoriels étant de dimension 1. Il su�t don de diviserhaque veteur par sa norme. On obtient une base orthonormale :
C′ = C =









1√
2









1

0

0

1









,
1√
2









0

1

1

0









,
1

2









1

−1

1

−1









,
1

2









1

1

−1

−1

















,d'où la nouvelle matrie de passage, orthogonale ette fois :
Q =











1√
2

0 1
2

1
2

0 1√
2

− 1
2

1
2

0 1√
2

1
2 − 1

2
1√
2

0 − 1
2 − 1

2











,la matrie D étant toujours la même.7. (a) Expliitons le produit salaire sur M2(R) : Soit A =

(

a1 a2

a3 a4

) et B =

(

b1 b2
b3 b4

). On a :
tAB =

(

a1 a3

a2 a4

)(

b1 b2
b3 b4

)

=

(

a1b1 + a3b3 a1b2 + a3b4
a2b1 + a4b3 a2b2 + a4b4

)

.Ainsi :
〈A,B〉 = Tr( tAB) = a1b1 + a2b2 + a3b3 + a4b4 =

4
∑

i=1

aibi.L'expression de la matrie de ΦA dans la base (V1, V2, V3, V4) montre que (V1−V4, V2−V3) (les veteursreprésentés par les olonnes de T ) est une base de ImΦA, 'est-à-dire : ((1 0

0 −1

)

,

(

0 1

−1 0

)).La formule i-dessus pour le produit salaire montre que ette base est orthogonale. De plus, V1 et
V4 étant orthogonaux, on a, d'après la relation de Pythagore :

‖V1 − V4‖2 = ‖V1‖2 + ‖V4‖2 = 2, don: ‖V1 − V4‖ =
√

2,et de même :
‖V2 − V3‖ =

√
2.On obtient don une base orthonormale de ImΦA :

B =

(

1√
2

(

1 0

0 −1

)

,
1√
2

(

0 1

−1 0

))

.Notons f1 et f2 es deux veteurs 11



(b) Puisqu'on onnait une base orthonormale de l'espae Im(ΦA) sur lequel on projette, on peut érire,pour tout X =

(

x y

z t

)

= xV1 + yV2 + zV3 + tV4 :
pIm(ΦA)(X) = 〈X, f1〉 f1 + 〈X, f2〉 f2 =

1

2
(x − t)(V1 − V4) +

1

2
(y − z)(V2 − V3)

=
1

2
((x− t)V1 + (y − z)V2 + (z − y)V3 + (t− x)V4).On obtient don

MatV(pIm ΦA
) =

1

2









1 0 0 −1

0 1 −1 0

0 −1 1 0

−1 0 0 1







() Soit N = pIm(ΦA)(M). Alors pour tout X ∈ Im(ΦA) di�érent de N , X −N⊥M −N , don :
‖X −M‖2 = ‖X −N +N −M‖2 = ‖X −N‖2 + ‖N −M‖2 > ‖N −M‖2,d'après l'égalité de Pythagore. Ainsi, N tel que ‖M − N‖ soit minimal existe (N est donné par leprojeté de M), et est unique.On a :

N = pIm(ΦA)(M) =
1

2
(1−4)(V1−V4)+

1

2
(2−3)(V2−V3) = −3

2
V1−

1

2
V2+

1

2
V3+

3

4
V4 =

1

2

(

−3 −1

1 3

)

.On a alors
M −N =

1

2

(

5 5

5 5

)

=
5

2

(

1 1

1 1

)

,don
d(M, Im(ΦA)) = d(M,N) = ‖M −N‖ =

5

2

√
1 + 1 + 1 + 1 = 5.(d) Soit Ψ la restrition de ΦA à Vect(V1, V2). Alors la matrie de Ψ relativement aux base (V1, V2) desont domaine de départ et à la base (V1, V2, V3, V4) de son domaine d'arrivée est









0 −1

−1 0

1 0

0 1







De plus, son image est engendrée par les deux veteurs représentés par ses olonnes, don par V3−V2et V4 − V1. Par onséquent, ImΦA = ImΨ.De plus, d'après l'expression du prosuit salaire, le produit salaire entre deux matries est égal auproduit salaire anonique de R
4 sur les olonnes les représentant dans la base (V1, V2, V3, V4). En�n,la olonne des oordonnées d'un élément de ImΨ s'érit sous la forme









0 −1

−1 0

1 0

0 1









·
(

x

y

)Ainsi, on herhe à trouver (x, y) minimisant
F (x, y) =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥









1

2

3

4









−









0 −1

−1 0

1 0

0 1









·
(

x

y

)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

= ‖B −AX‖,ave B =









1

2

3

4









et A =









0 −1

−1 0

1 0

0 1









, de rang 2. Les valeurs (x, y) minimisant ette expression sontles solutions du système
tAAX = tAB.12



Or, un alul rapide amène :
tAA =

(

2 0

0 2

) et B =

(

1

3

)

.Ainsi, on obtient 2x = 1 et 2y = 3, soit x = 1
2 et y = 3

2 , puis :
N = ψ (x, y) = −3

2
V1 −

1

2
V2 +

1

2
V4 +

3

2
V4.On retrouve bien la même matrie. Les autres aluls en déoulent.Partie II � Rédution de ΦA dans le as général1. Tout d'abord, le produit de deux matries arrées d'ordre n étant enore une matrie arrée d'ordre n, etla somme deux deux matries arrées d'ordre n aussi, pour tout M ∈ Mn(R), ΦA(M) ∈ Mn(R). Ainsi,

ΦA est bien une appliation de Mn(R) dans lui-même.De plus, soit M , N deux matries arrées d'ordre n, et λ un salaire. Alors :
ΦA(M + λN) = A(M + λN) − (M + λN)A = AM + λAN −MA− λNA

= (AM −MA) + λ(AN −NA) = ΦA(M) + λΦA(N).Ainsi, ΦA est bien un appliation linéaire de Mn(R) dans lui-même, don un endomorphisme de Mn(R).2. • Soit (M,N) ∈ Mn(R). On a :
〈M,N〉 = Tr( tMN)Tr( t( tMN)) = Tr( tNM) = 〈N,M〉 ,ar, la trae n'étant dé�nie qu'ave les oe�ients diagonaux, et la transposition laissant invariante esoe�ients diagonaux, pour tout A ∈ Mn(R), Tr(A) = Tr( tA). Ainsi, 〈−,−〉 est symétrique.

• Soit (M,N,P ) ∈ Mn(R), et λ ∈ R. On a :
〈M + λN,P 〉 = Tr( t(M +λN)P ) = Tr(( tM +λ tN)P ) = Tr( tMP )+λTr( tNP ) = 〈M,P 〉+λ 〈N,P 〉 ,par linéarité de la transposition, puis par linéarité de la trae. Ainsi, 〈−,−〉 est linéaire par rapport àsa première variable, et la symétrie implique alors la linéarité par rapport à la deuxième variable aussi.

• Soit M = (mi,j)16i,j6n une matrie de Mn(R). Soit tM = (m′
i,j)16i,j6n, et tMM = (ci,j)16i,j6n.D'après la dé�nition du produit matriiel, on a, pour tout (i, k) ∈ [[1, n]]2 :

ci,k =
n
∑

j=1

m′
i,jmj,k =

n
∑

j=1

mj,imj,k.Ainsi,
〈M,M〉 = Tr( tMM) =

n
∑

i=1

ci,i =

n
∑

i=1

n
∑

j=1

m2
j,i > 0.

• De plus, puisqu'il s'agit d'une somme de termes positifs, 〈M,M〉 = 0 si et seulement si haun de estermes est nul, don si et seulement si pour tout i ∈ [[1, n]], et pour tout j ∈ [[1, n]], mi,j = 0, don
M = 0.Ainsi, il s'agit d'une forme bilinéaire symétrique dé�nie positive, don d'un produit salaire.3. Soit (M,N) ∈ Mn(R). On a :

〈ΦA(M), N〉 = Tr( t(AM −MA)N = Tr( tMAN −A tMN) = Tr( tMAN) − Tr(A tMN),puisque A est symétrique, et de même,
〈M,ΦA(N)〉 = Tr( tMAN) − Tr( tMNA).Or, d'après les propriétés de la trae rappelées en début d'énoné,

Tr( tMNA) = Tr(A tMN),d'où �nalement l'égalité :
〈ΦA(M), N〉 = 〈M,ΦA(N)〉 .On en déduit que ΦA est un endomorphisme symétrique, don diagonalisable.13



4. (a) Soit X = (xi)16i6n, et Y = (yj)16j6n. Alors on a :
MX,Y =







x1...
xn






(y1 · · · yn) = (xiyj)16i,j6n.Comme X et Y sont des veteurs propres, ils sont non nuls. Il existe don i0 et j0 dans [[1, n]] telsque xi0 6= 0 et yj0 6= 0. Alors le oe�ient en position (i0, j0) de la matrie MX,Y , égal à xi0yj0 estnon nul, don MX,Y est non nul.Attention à ne pas dire trop vite que le produit de deux matries non nulles est nonnul. C'est faux en général.De plus, on a

AY = µY don: t(AY ) = µ tY don: tY A = µ tY,puisque A est symétrique.(b) On a :
ΦA(MX,Y ) = AMX,Y −MX,YA = AX tY −X tY A.Or, AX = λX , et d'après e qui préède, tY A = µ tY . Ainsi :

ΦA(MX,Y ) = λX tY − µX tY = (λ− µ)MX,Y .Montrons qu'on a alors Γ ⊂ Sp(ΦA).Soit ν ∈ Γ. Par dé�nition, il existe deux éléments λ et µ de Sp(A) tels que ν = λ−µ. En onsidérant
X et Y deux veteurs propres assoiés respetievement à λ et à µ, le alul préédent, et le fait que
MX,Y 6= 0, prouve que MX,Y est un veteur propre de ΦA, assoié à la valeur propre ν = λ − µ.Ainsi, ν ∈ Sp(ΦA). D'où l'inlusion.5. Soit M ∈ Mn(R) un veteur propre de ΦA assoié à la valeur propre α.(a) Supposons que pour tout veteur propre de A, MZ = 0. La matrie A étant symétrique réelle, elleest diagonalisable, don il existe une base (b1, . . . , bn) de R

n onstituée de veteurs propres de A.D'après l'énoné, on a don Mbi = 0, pour tout i ∈ [[1, n]]. Tout élément de R
n pouvant s'érireomme ombinaison linéaire des bi, on obtient MX = 0, pour tout X ∈ R

n. Ainsi, l'endomorphismeanoniquement assoié à M est nul, don M est nul.Or, ela n'est pas possible, étant donné qu'un veteur propre n'est pas nul. Ainsi, l'hypothèse initialeest fausse, don il existe au moins un veteur propre Z0 de A tel que MZ0 6= 0.On note µ la valeur propre assoiée à Z0.(b) On a : ΦA(M) = αM = AM −MA. Ainsi, en multipliant ette égalité à droite par Z0, il vient :
αMZ0 = AMZ0 −MAZ0 = AMZ0 − µMZ0, soit: A(MZ0) = (α+ µ)(MZ0).Comme MZ0 est non nul, on en déduit qu'il s'agit d'un veteur propre, la valeur propre assoiéeétant λ = a+ µ() Soit α ∈ Sp(ΦA). La question préédente montre qu'il existe deux valeurs propres λ et µ de A tellesque α = λ − µ, don α ∈ Γ. On en déduit l'inlusion Sp(ΦA) ⊂ Γ, et omme on avait déjà prouvél'inlusion réiproque, il s'agit d'une égalité.Partie III � Étude du rang de ΦA1. Soit (λi,j), 1 6 i 6 k et 1 6 j 6 ℓ, une famille de réels tels que

k
∑

i=1

ℓ
∑

j=1

λi,jMXi,Yj
= 0.On a alors :

0 =

k
∑

i=1

ℓ
∑

j=1

λi,jXi
tYj

k
∑

i=1

Xi





ℓ
∑

j=1

λi,j
tYj



 .14



Pour tout i ∈ [[1, n]], le veteur ℓ
∑

j=1

λi,j
tYj est un veteur ligne. Notons-le (µi,1 . . . µi,n). Ainsi, l'égalitépréédente se réérit :
k
∑

i=1

Xi(µi,1 · · · µi,n) = 0.Ainsi, la j-ième olonne du membre de droite est k
∑

i=1

Xiµi,j . La nullité de toutes es olonnes amène :
∀j ∈ [[1, ℓ]],

k
∑

i=1

Xiµi,j = 0.Comme la famille (Xi)16i6k est libre, on en déduit que pour tout i ∈ [[1, k]] et tout j ∈ [[1, ℓ]], µi,j = 0.Ainsi, pour tout i ∈ [[1, n]], le veteur






µi,1...
µi,n






=

ℓ
∑

j=1

λi,jYjest nul. Ainsi, la famille (Yj)16j6ℓ étant libre, il en déoule que pour tout i ∈ [[1, k]], la famille (λi,j),
1 6 j 6 ℓ est nulle. Ainsi, pour tout i ∈ [[1, k]], tout j ∈ [[1, ℓ]], λi,j = 0. D'où la liberté de la famille
MXi,Yj

.2. (a) On a :
〈MX,Y ,MX′,Y ′〉 = Tr( t(X tY )(X ′ tY )) = Tr(Y tXX ′ tY ).

• Si X⊥X ′, alors tXX ′ = 0, don Y tXX ′ tY = 0, don 〈MX,Y ,MX′,Y ′〉 = 0.
• Si Y⊥Y ′ = 0, alors tY Y ′ = 0, don

〈MX,Y ,MX′,Y ′〉 = Tr((Y tXX ′) tY ) = Tr( tY (Y tXX ′)) = 0.Ainsi, si X⊥X ′ ou Y⊥Y ′, alors MX,Y ⊥MX′,Y ′ .(b) Soit X et Y dans Mn,1(R), tels que ‖X‖ = ‖Y ‖ = 1. On a alors :
‖MX,Y ‖2 = 〈MX,Y ,MX,Y 〉 = Tr( t(X tY )X tY ) = Tr(Y tXX tY ) = Tr(Y ‖X‖2 tY ) = Tr(Y tY ) = Tr( tY Y ).Or, tY Y est un réel, don une matrie de taille 1 × 1. Ainsi :

‖MX,Y ‖2 = Tr( tY Y ) = tY Y = ‖Y ‖2 = 1.Ainsi, on obtient bien ‖MX,Y ‖ = 1.() Soient (X1, . . . , Xk) et (Y1, . . . , Yℓ) deux familles orthonormales de Mn,1(R). Soit (i, j) 6= (i′, j′) dans
[[1, k]]×[[1, ℓ]]. Alors, soit i 6= i′, soit j 6= j′. Ainsi, soit Xi⊥Xi′ , soit Yj⊥Yj′ . Par onséquent, d'après laquestion 2(a), MXi,Yj

⊥MXi′ ,Yj′
. Par onséquent, la famille (MXi,Yj

)(i,j)∈[[1,k]]×[[1,ℓ]] est orthogonale.De plus, d'après la question 2(b), les veteurs de ette famille sont tous de norme égale à 1. Ainsi,il s'agit d'une famille orthonormale.3. Soit λ une valeur propre de A, et soit nλ la dimension du sous-espae propre Eλ de A assoié à la valeurpropre λ. Soit (X1, . . . , Xnλ
) une base orthonormale de Eλ.(a) D'après la partie II, les Xi

tXj , 1 6 i, j 6 nλ, sont des veteurs propres de ΦA, assoiés à la valeurpropre λ− λ. Ainsi, ils sont dans Ker(ΦA). De plus, d'après la question préédente, ils forment unefamille orthonormale.(b) Par dé�nition de Fλ, (Xi
tXj)16i,j6nλ

est une famille génératrie de Fλ. C'est aussi une famille libre,puisqu'elle est orthonormale. Elle est de ardinale n2
λ. Ainsi, on obtient : dimFλ = n2

l .4. Soit (X1, . . . , Xnλ
) une base orthonormale de Eλ et (Y1, . . . , Ynµ

une base orthonormale de Eµ. Alors
(Xi

tXj)16i,j6nλ
est une base de Fλ et (Yk

tYℓ)16k,ℓ6nµ
. De plus, pour tout (i, j) ∈ [[1, nλ]]2, et tout

(k, ℓ) ∈ [[1, nµ]]2, on a Xi⊥Yk (et aussi Xj⊥Yℓ, mais une seule de es deux propriétés su�t), ar les sous-espaes propres d'une matrie symétrique réelle sont orthogonaux ; don, d'après la question 2(a), Xi
tXjet Yk

tYℓ sont orthogonaux. Cela étant vrai pour tout (i, j) et tout (k, ℓ), on en déduit que les espaesqu'engendrent es deux familles sont orthogonaux, soit : Fλ⊥Fµ15



5. (a) Tout e qui préède montre que
∀λ ∈ Sp(A), Fλ ⊂ Ker(ΦA), don: ∑

λ∈Sp(A)

Fλ ⊂ Ker(ΦA).De plus, ette somme est direte, ar onstituée de sous-espaes deux à deux orthogonaux. Ainsi :
⊕

λ∈Sp(A)

Fλ ⊂ Ker(ΦA).De plus, si X et Y sont deux veteurs propres de A, l'un assoié à λ, l'autre à µ, ave λ 6= µ,alors MX,Y est un veteur propre de ΦA, assoié à λ − µ 6= 0. Comme les sous-espaes propresd'un endomorphisme symétrique sont orthogonaux, il en résulte que MX,Y ∈ Ker(ΦA)⊥. Ainsi, si
B1, . . . , Bn désigne une base orthonormale de R

n onstituée de veteurs propres de A, alors, pourtout (i, j) ∈ [[1, n]]2,
• soit MXi,Xj

∈
⊕

λ∈Sp(A)

Fλ, si Xi et Xj sont assoiés à la même valeur propre
• soit MXi,Xj

∈ Ker(ΦA)⊥, si Xi et Xj ne sont pas assoiés à la même valeur propre.Par onséquent, tout veteurMXi,Xj
, (i, j) ∈ [[1, n]], est soit dans⊕λ∈Sp(A) Fλ, soit dans Ker(ΦA)⊥.Puisque (MXi,Xj

)(i,j)∈[[1,n]] est une base de Mn(R), don une famille génératrie, on en déduit que
⊕

λ∈Sp(A)

Fλ + Ker(ΦA)⊥ = Mn(R).De plus, ette somme est direte et orthogonale, ar
⊕

λ∈Sp(A)

Fλ ⊂ Ker(ΦA),et que Ker(ΦA) et Ker(ΦA)⊥ sont en somme direte. Ainsi, puisqu'on est en dimension �nie,
⊕

λ∈Sp(A)

Fλ est le supplémentaire orthogonal de Ker(ΦA)⊥, don
⊕

λ∈Sp(A)

Fλ = Ker(ΦA).(b) D'après le théorème du rang,
rg(ΦA) = dim(Mn(R))−dim Ker(ΦA) = n2−dim





⊕

λ∈Sp(A)

Fλ



 = n2−
∑

λ∈Sp(A)

dim(Fλ) = n2−
∑

λ∈Sp(A)

n2
λ.() Il faut supposer ii que n > 2.

• Si A est de rang 1, 0 est valeur propre, puisque A n'est pas de rang n, don n'est pas inversible.La dimension de E0 est alors n− 1, d'après le théorème du rang.La matrie A étant diagonalisable, 0 ne peut pas être la seule valeur propre (sinon, la sommedes dimensions des espaes propres n'est pas égale à n). Il existe don au moins un autre espaepropre.Les espaes propres étant au moins de dimension 1, et la somme des dimensions des espaes propresne pouvant exéder n, il ne peut y avoir qu'un autre espae propre, de dimension 1.Ainsi, A a deux espaes propres, l'un de dimension n− 1, l'autre de dimension 1. On a alors
rg(ΦA) = n2 − (n− 1)2 − 12 = 2n− 2.C'était le as de la matrie A de la partie I, ave n = 2. On avait bien rg(ΦA) = 2 = 2 · 2 − 2.

• Si A possède n valeurs propres distintes, alors A possède n espaes propres, tous de dimension 1.Ainsi :
rg(ΦA) = n2 − 12 − · · · − 12 = n2 − n = n(n− 1).C'était aussi le as de la matrie A de la partie I. Une véri�ation immédiate montre que la formuleest aussi orrete dans et exemple. 16


