
Lyée La Bruyère, Versailles Lundi 7 mars 2010.ECS 2 � Mathématiques Corretion du Conours Blan no 2 � (DS 7)Épreuve type EDHECExerie 1 � (EDHEC 2002)1. Puisque X1 et X2 suivent toutes deux la loi normale entrée réduite, f1 et f2 valent presque partout :
∀x ∈ R, f1(x) =p.p. f2(x) =p.p. 1√

2π
e−

x2

2 .Comme ette fontion est ontinue, ainsi que f1 et f2, ette égalité est alors vraie en tout point, et nonseulement presque partout. Ainsi :
∀x ∈ R, f1(x) = f2(x) =

1√
2π

e−
x2

2 .On a alors :
g(x2 + y2) = f1(x)f2(y) =

1

2π
e−

1
2 (x2+y2),Par onséquent, on a bien :

∀x ∈ R+, g(x) =
1

2π
e−

x
2 .2. (a) Attention aux hypothèses : ii, on n'est plus dans le as où X1 et X2 suivent une loi normale entréeréduite. On reprend don la relation liant f1, f2 et g :

∀(x, y) ∈ R
2, g(x2 + y2) = f1(x)f2(y).Les deux membres de ette égalité sont dérivables par rapport à x, par produit et omposition. Ainsi,en dérivant ette relation par rapport à la variable x, on obtient :

∀(x, y) ∈ R
2, 2xg′(x2 + y2) = f ′

1(x)f2(y).Comme f1 et f2 sont stritement positives, la première relation est une égalité entre deux termesnon nuls, don on peut diviser ette deuxième relation par la première, et on obtient :
∀(x, y) ∈ R

2,
2xg′(x2 + y2)

g(x2 + y2)
=

f ′
1(x)f2(y)

f1(x)f2(y)
.Ainsi, en prenant x 6= 0, il vient :

∀(x, y) ∈ R
∗ × R,

f ′
1(x)

xf1(x)
=

2g′(x2 + y2)

g(x2 + y2)(b) Soit (x1, x2) ∈ (R∗)2, x1 6= x2. En prenant (x, y) = (x1, x2) dans la relation de la question préédente,on obtient :
h(x1) =

2g′(x2
1 + x2

2)

g(x2
1 + x2

2)
.De même, en prenant (x, y) = (x2, x1), on obtient ette fois :

h(x2) =
2g′(x2

2 + x2
1)

g(x2
2 + x2

1)
= h(x1).Ainsi, pour tout (x1, x2) ∈ (R∗)2 tel que x1 6= x2, on a h(x1) = h(x2). Par onséquent, h est unefontion onstante sur R∗. Soit a la valeur onstante de h.1



() La fontion k est dérivable sur R∗, en tant que omposition et produit de fontions dérivables. On a :
∀x ∈ R

∗, k′(x) = f ′
1(x)e−

ax2

2 − axf1(x)e−
ax2

2 = xf1(x)(h(x) − a)e−
ax2

2 ,la dernière égalité étant valable du fait qu'on a supposé x 6= 0. Comme h est onstante de valeur a,on en déduit que
∀x ∈ R

∗, k′(x) = 0.Ainsi, k est onstante sur haun des intervalles R∗
+ et R∗

− (attention à ette hypothèse souventoubliée : f ′ = 0 =⇒ f est onstante seulement sous l'hypothèse que le domaine de dé�nition est unintervalle)Soit K1 la valeur onstante de k sur R∗
−, et K2 la valeur onstante de k sur R∗

+. Alors :
lim

x→0−

k(x) = K1 et lim
x→0+

k(x) = K2.Or, k est ontinue sur R, en tant que produit de fontions ontinues. Ainsi
lim

x→0−

k(x) = lim
x→0+

k(x) = k(0).Par onséquent, K1 = K2 = k(0). On en déduit que k est onstante sur R. Soit K la valeur onstantede k sur R.On a don :
∀x ∈ R, K = f1(x)e−

ax2

2 don: f1(x) = Ke
ax2

2 .(d) Puisque f1 est une densité de probabilité, K n'est pas nul (sinon ∫ +∞

−∞
f1(x) dx = 0 6= 1). De plus,

∫ +∞

−∞
f1(x) dx onverge. Or :

• si a > 0, on a :
lim

x→+∞
f1(x) = 0, don: f1(x) = o(1).Comme ∫ +∞

0

1 dx diverge, d'après le ritère de omparaison des intégrales par o, on en déduitque ∫ +∞

0

f1(x) dx diverge, e qui amène une ontradition.
• Si a = 0, f1 est une fontion onstante, non nulle, don on a à nouveau divergene de ∫ +∞

0

f1(x) dx.Ainsi, on a néessairement a < 0.(e) On pose : σ1 =

√

−1

a
. On obtient alors :

∀x ∈ R, f1(x) = Ke
− x2

2σ2
1 .Comme f1 est une densité, on a

K

∫ +∞

−∞
e
− x2

2σ2
1 dx = 1.De plus, d'après l'expression de la densité d'une loi normale N (0, σ1), on a :

1

σ1

√
2π

∫ +∞

−∞
e
− x2

2σ2
1 dx = 1.On en déduit que K =

1

σ1

√
2π

, puis que X1 suit une loi N (0, σ1).(f) On a, pour tout (x, y) ∈ R2,
g(x2 + y2) = f1(x)f2(x).2



En prenant (x, y) = (1, 0) d'une part et (x, y) = (0, 1) d'autre part, il vient alors :
f1(1)f2(0) = f1(0)f2(1),et don :
1

2πσ1σ2
e
− 1

2σ2
1 =

1

2πσ1σ2
e
− 1

2σ2
2 ,puis :

e
− 1

2σ2
1 = e

− 1

2σ2
2La fontion exponentielle étant injetive, on en déduit que

1

2σ2
1

=
1

2σ2
2

puis: σ1 = σ2,ar σ1 et σ2 sont positifs tous deux.Ainsi, X1 et X2 suivent la même loi normale. On note σ = σ1 = σ2.3. (a) On a :
∀(x, y) ∈ R

2, f1(x)f2(y) =
1

2πσ2
e−

x2+y2

2σ2 .Ainsi,
∀x ∈ R, g(x) =

1

2πσ2
e−

x

2σ2 .(b) On a don :
∀x ∈ R, ∀t ∈ R, f1(t)f2(x − t) = g(t2 + (x − t)2) = g(2t2 − 2xt + x2) = g(2(t − x

2
)2 +

x2

2
).Par onséquent, le produit de onvolution de f1 et f2 s'érit :

∀x ∈ R, f1 ⋆ f2(x) =

∫ +∞

−∞
f1(t)f2(x − t) dt =

∫ +∞

−∞
g

(

2(t − x

2
)2 +

x2

2

)

dt

=
1

2πσ2

∫ +∞

−∞
e−

(t− x
2

)2

σ2 − x2

4σ2 dt

=
1

2πσ2
e−

x2

4σ2

∫ +∞

−∞
e−

(t− x
2

)2

σ2 dt

=
1

2σ
√

π
e−

x2

4σ2 · 1

σ
√

π

∫ +∞

−∞
e−

(t− x
2

)2

σ2 dt.On reonnaît en la fontion t 7→ 1
σ
√

π
e−

(t− x
2

)2

σ2 une densité de la loi normale N
(

x
2 ,

(

σ√
2

)2
), donl'intégrale de ette expression vaut 1 et il vient :

f1 ⋆ f2(x) =
1

2σ
√

π
e−

x2

4σ2 .On reonnaît là l'expression d'une densité de la loi normale N (0, (σ
√

2)2) = N (0, σ2 + σ2).Comme f1 ⋆ f2 est ontinue sur R, et omme X1 et X2 sont indépendantes, on en déduit que f1 ⋆ f2est une densité de X1 + X2, don X1 + X2 →֒ N (0, σ2 + σ2), e qui orrespond bien à la propriétéde stabilité du ours.Exerie 2 �1. Étude de deux fontions auxiliaires(a) i. La fontion g est dérivable sur R, en tant que produit de fontions dérivables. On a :
∀x ∈ R, g′(x) = −e−x − (1 − x)e−x = (x − 2)e−x.3



Ainsi g′ s'annule en 2, et g(2) = − 1
e2 . De plus, d'après les roissanes omparées :

lim
x→+∞

g(x) = 0 et lim
x→−∞

g(x) = +∞.En�n, g(x) = 0 si et seulement si 1 − x = 0, don si et seulement si x = 1.On obtient don le tableau de variations suivant
x

g′(x)

g(x)

−∞ 1 2 +∞

− − 0 +

+∞

0

− 1
e2

0ii. La fontion g est don stritement déroissante sur ] − ∞, 2], don injetive sur et intervalle(ii, nul besoin de la ontinuité et du théorème de la bijetion !)(b) i. Tout d'abord, déterminons h′. Pour ela, ommençons par observer que j est de lasse C2, ommeomposées, produits et sommes de fontions de lasse C2. Ainsi, h′ et h′′ existent, et on a :
∀x ∈ R, h′(x) = e1−x − xe1−x − ex + (1 − x)ex = (1 − x)e1−x − xex.En dérivant une nouvelle fois, il vient :

∀x ∈ R, h′′(x) = −e1−x − (1 − x)e1−x − ex − xex = (x − 2)e1−x − (1 + x)ex.Sur l'intervalle [0, 1], x 7→ x−2 est stritement négatif, et x 7→ 1+x est positif. Les exponentiellesétant aussi stritement positives, il en résulte que h′′ est stritement négative sur [0, 1], don h′est stritement déroissante sur [0, 1].ii. Ainsi, h′ est stritement déroissante sur [0, 1], ontinue, et h′(0) = e > 0, et h′(1) = −e < 0.Ainsi, d'après le théorème de la bijetion, h′ se orestreint en une bijetion de [0, 1] sur [−e, e].Comme 0 ∈ [−e, e], 0 admet un unique antéédent par h′, e qui signi�e préisément que h′s'annule en une unique valeur α.On peut remarquer (on peut pour ela partir de la onstatation que x et 1 − x jouent un r�lesymétrique, e qui va induire une symétrie par rapport à la valeur 1
2 ) que h′ ( 1

2

)

= 0. Ainsi,
α = 1

2 est la seule valeur annulant h′.iii. Puisque h′ est ontinue sur [0, 1], et ne s'annule qu'en 1
2 , d'après le théorème des valeurs in-termédiaires, h′ garde un signe onstant sur [0, 1

2 ], et sur [12 , 1]. Ces signes sont donnés par lesvaleurs en 0 et en 1 alulées plus haut. Ainsi, on obtient le tableau de variations suivant pour
h :

x

h′(x)

h(x)

0 1
2 1

+ 0 −

1

√
e

1Par onséquent, min
x∈[0,1]

h(x) = 1 et max
x∈[0,1]

h(x) =
√

e. De plus, h atteint son minimum aux deuxpoints 0 et 1, alors qu'il atteint son maximum en l'unique valeur 1
2 .2. Étude des extrema loaux 4



(a) Les fontions (x, y, z) 7→ x + y, (x, y, z) 7→ x + z et (x, y, z) 7→ y + z sont de lasse C2 sur R3,en tant que fontions polynomiales. La fontion exponentielle étant aussi de lasse C2 sur R, paromposition, les fontions (x, y, z) 7→ ex+y, (x, y, z) 7→ ey+z et (x, y, z) 7→ ex+z sont de lasse C2 sur
R

3. La fontion f est don une somme de produits de fontions de lasse C2 sur R
3, don elle estelle-même de lasse C2.(b) La fontion f étant de lasse C2, elle admet un gradient en tout point de R3 :

∀(x, y, z) ∈ R
3, ∇f(x, y, z) =





ey+z + yex+z + zex+y

xey+z + ex+z + zex+y

xey+z + yex+z + ex+y



 .() Soit A = (x, y, z) un point ritique de f .i. On a don :






ey+z + yex+z + zex+y = 0

xey+z + ex+z + zex+y = 0

xey+z + yex+z + ex+y = 0En soustrayant les deux premières lignes, il vient :
(1 − x)ey+z − (1 − y)ex+z = 0,don, en multipliant par e−(x+y+z),

(1 − x)e−x = (1 − y)e−y don: g(x) = g(y).On obtient de même g(y) = g(z) en soustrayant les deux dernières lignes.ii. Supposons que x > 2. Alors g(x) < 0. Don g(y) < 0 et g(z) < 0. Or, d'après la question 1(a)(i),
g prend des valeurs positives ou nulles sur ] −∞, 1], don y > 1 et z > 1.Cela n'est pas possible, ar alors

ey+z + yex+z + zex+y > 0,don la première oordonnée du gradient n'est pas nulle, don A = (x, y, z) ne peut pas être unpoint ritique, ontrairement à l'hypothèse faite.iii. On en déduit que x ∈] −∞, 2], et un raisonnement similaire permet d'a�rmer que y ∈] −∞, 2]et z ∈] − ∞, 2]. On a prouvé i-dessus que g est injetive sur ] − ∞, 2], don l'égalité g(x) =

g(y) = g(z) amène x = y = z.En remplaçant dans une des trois équations y et z par x, il vient don :
(1 + 2x)e2x = 0, puis: x = y = z = −1

2
.Ainsi, le point A =

(

− 1
2 ,− 1

2 ,− 1
2

) est l'unique point ritique de f .(d) La fontion f étant de lasse C2, sa hessienne existe, et s'obtient en dérivant par rapport à haunedes trois variables les trois oordonnées du gradient. Ainsi :
∀(x, y, z) ∈ R

3, ∇2f(x, y, z) =





yex+z + zex+y ey+z + ex+z + zex+y ey+z + yex+z + ex+y

ey+z + ex+z + zex+y xey+z + zex+y xey+z + ex+z + ex+y

ey+z + yex+z + ex+y xey+z + ex+z + ex+y xey+z + yex+z



 .Au point A =
(

− 1
2 ,− 1

2 ,− 1
2

), il vient don :
∇2f(A) =





− 1
e

3
2e

3
2e

3
2e − 1

e
3
2e

3
2e

3
2e − 1

e



 .

5



Ainsi, ∇2f(A)+ 5
2I3 est une matrie de rang 1, don − 5

2 est une valeur propre de A. L'espae propreassoié est de dimension 2. De plus,
∇2f(A) ·





1

1

1



 =





2

2

2



 .Ainsi, 2 est valeur propre de ∇2f(A). La somme des dimensions des espaes propres étant au pluségale à 3, il ne peut pas y avoir d'autre valeur propre.(e) Ainsi, la hessienne de f en A admet deux valeurs propres de signe stritement opposé, don f n'admetpas d'extremum loal au point A.Comme R3 est un ouvert de R3, et que f est de lasse C1 sur et ouvert, un point en lequel f admetun minimum ou un minimum est néessairement un point ritique de f . Or, l'unique point ritiquede f ne orrespond pas à un extremum loal, don non plus à un extremum global. Ainsi, f n'admetni maximum ni minimum sur R3.3. Étude d'une restritionSoit C la ontrainte x + y + z = 1.(a) Soit H le plan vetoriel assoié à la ontrainte a�ne C. Ainsi, H est le plan d'équation x+ y + z = 0,don H⊥ = R





1

1

1



 .Par dé�nition, B = (x, y, z) est un point ritique de f sous la ontrainte C si et seulement si B ∈ Cet si ∇f(B) ∈ H⊥Cette deuxième ondition donne l'égalité des di�érentes oordonnées du gradient au point B, don :
ey+z + yex+z + zex+y = xey+z + ex+z + zex+y = xey+z + yex+z + ex+yEn soustrayant le premier et le seond terme, on se retrouve ave la même expression qui dans laquestion 2()(i) nous a permis d'obtenir l'égalité g(x) = g(y). Ainsi, ette égalité est enore vraieii. De même g(y) = g(z), d'où l'égalité des trois termes g(x) = g(y) = g(z).(b) De même que dans la question 2, si on suppose que x > 2, alors y > 1 et z > 1, don x+y+z > 4 > 1,e qui ontredit l'appartenane de B à C. De même si y > 2 ou si z > 2. Ainsi, on a x 6 2, y 6 2 et

z 6 2, et g(x) = g(y) = g(z). Comme g est injetive sur ] −∞, 2], on en déduit que x = y = z.En�n, puisque B ∈ C, 'est-à-dire x + y + z = 1, on en déduit que :
x = y = z =

1

3
.Ainsi, f admet un unique point ritique sous la ontrainte C, le point B =

(

1
3 , 1

3 , 1
3

).() Justi�ons d'abord que D est un sous-ensemble fermé et borné de R3.
• Tout d'abord, pour tout (x, y, z) ∈ ∆, puisque x > 0, y > 0 et z > 0, l'égalité x+ y + z = 1 amène

0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1 et 0 6 z 6 1. Ainsi, D est inlus dans le ube (borné) [0, 1]3. Ainsi, D estborné
• De plus, R+ est un sous-ensemble fermé de R, don le produit artésien (R+)3 est un sous-ensemblefermé de R

3 En�n, soit k : (x, y, z) 7→ x + y + z. La fontion k est ontinue sur R
3 en tant quefontion polynomiale, et {1} est un sous-ensemble fermé de R, don k−1({1}) est un sous-ensemblefermé de R3. Or,

D = (R+)3 ∩ k−1({1}),don D est l'intersetion de deux fermés, don D est un sous-ensemble fermé de R
3.Ainsi, f étant ontinue sur le sous-ensemble fermé borné D, f est bornée et atteint ses bornes sur

D. Ainsi, f admet un minimum et un maximum sur D.Soit U = {(x, y, z) ∈ (R∗
+) | x + y + z = 1}, F1 = {(x, y, z) ∈ (R+)3 | x + y + z = 1, x = 0},

F2 = {(x, y, z) ∈ (R+)3 | x + y + z = 1, y = 0} et F1 = {(x, y, z) ∈ (R+)3 | x + y + z = 1, z = 0}.Ainsi,
D = U ∪ F1 ∪ F2 ∪ F3.6



• Soit f̃ la restrition de f à l'ouvert (R∗
+)3. La reherhe des extrema de f sur U est don équivalenteà la reherhe des extrema de f̃ sous la ontrainte C. Comme f̃ est dé�nie sur un ouvert, unextremum est néessairement atteint en un point ritique sous ontrainte. Nous avons montré quele seul point ritique sous la ontrainte C est B =

(

1
3 , 1

3 , 1
3

), qui orrespond don à l'unique pointde U andidat à aueillir un minimum ou un maximum de f sur U . En e point, on obtient :
f

(

1

3
,
1

3
,
1

3

)

= e
2
3 .

• Soit (x, y, z) ∈ F1. Alors x + y + z = 1 et x = 0, don z = 1 − y. Ainsi,
F1 = {(0, y, 1 − y), y ∈ [0, 1]}On obtient, pour tout y ∈ [0, 1] :

f(0, y, 1 − y) = ye1−y + (1 − y)ey = h(y).Or, h admet sur [0, 1] un minimum égal à 1, atteint aux deux points 0 et 1, et un minimum égal à√
e, atteint en 1

2 . Don f admet sur F1 un minimum égal à 1, atteint aux deux points (0, 1, 0) et
(0, 0, 1), et un maximum égal à √

e, atteint au point (

0, 1
2 , 1

2

).
• De même, f admet sur F2 un minimum égal à 1, atteint aux point (1, 0, 0) et (0, 0, 1) et unmaximum √

e atteint en (

1
2 , 0, 1

2

).
• De même, f admet sur F3 un minimum égal à 1, atteint aux points (1, 0, 0) et (0, 1, 0), et unmaximum √

e atteint en (

1
2 , 1

2 , 0
).Puisque e > 1, on a e

2
3 > e

1
2 =

√
e, don �nalement :

• f admet sur D un minimum, égal à 1, atteint aux trois points (1, 0, 0), (0, 1, 0) et (0, 0, 1) (lessommets du domaine triangulaire D)
• f admet sur D un maximum égal à e

2
3 , atteint en l'unique point (

1
3 , 1

3 , 1
3

) (entre du triangleéquilatéral D).Exerie 3 � (adapté de ESC 2005)1. Notons Rn l'événement onsistant à tirer une boule rouge au n-ième tirage, Vn l'événement onsistant àtirer une boule verte au n-ième tirage, et Bn l'événement onsistant à tirer une boule bleue au n-ièmetirage.
• Le système (R1, V1, B1) est un système omplet d'événements. De plus :
∗ Si R1 est réalisé, il y a, à l'issue du premier tirage, S − 1 boules rouges, S boules vertes et 2S + 1boules bleues.
∗ Si V1 est réalisé, il y a, à l'issue du premier tirage, S boules rouges, S boules vertes, et 2S boulesbleues.
∗ Si B1 est réalisé, il y a, à l'issue du premier tirage S + 1 boules rouges, S boules vertes et 2S − 1boules bleues.Ainsi, X1(Ω) = {S − 1, S, S + 1}, et :
∗ [X1 = S − 1] = R1, don P (X1 = S − 1) = P (R1) = 1

4

∗ [X1 = S] = V1, don P (X1 = S) = P (V1) = 1
4

∗ [X1 = S + 1] = B1, don P (X1 = S + 1) = P (B1) = 1
2 .

• Supposons S > 2. À l'issue du deuxième tirage, il peut rester dans l'urne :
∗ S − 2 boules rouges : si et seulement si on a tiré deux boules rouges, remplaées par deux boulesbleues.
∗ S − 1 boules rouges : si et seulement si on a tiré dans un ordre quelonque une boule rouge et uneboule verte ; en e�et, si on tire une boule bleue à un moment, ela rajoute une boule rouge, et ilfaudrait au moins trois autres tirages pour retirer trois boules rouges
∗ S boules rouges : si et seulement si on ne modi�e par le nombre de boules rouges, don on tire deuxboules vertes, ou si lors des deux tirages on retire une boule rouge, et on en rajoute une, dans unordre ou dans l'autre, e qui revient à tirer, dans un ordre quelonque, une boule rouge et une bouleverte 7



∗ S + 1 boules rouges, si on a tiré une boule bleue et une boule verte, dans un ordre quelonque
∗ S + 2 boules rouges, si on a tiré deux boules bleues.Ainsi, X2(Ω) = {S − 2, S − 1, S, S + 1, S + 2}, et on obtient :
∗ [X2 = S − 2] = R1 ∩ R2, don, d'après la formule des probabilités omposées :

P (X2 = S − 2) = P (R1)PR1(R2) =
S

4S
· S − 1

4S
=

S − 1

16S
,puisque si R1 est réalisé, il reste dans l'urne, avant le deuxième tirage, 4S boules dont seulement

S − 1 boules rouges.
∗ [X2 = S − 1] = (R1 ∩V2)∪ (V1 ∩R2), don, les deux événements de ette union étant inompatibles :

P (X2 = S − 1) = P (R1)PR1(V2) + P (V1)PV1 (R2) =
1

4
· 1

4
+

1

4
· 1

4
=

1

8
.

∗ [X2 = S] = (R1 ∩S2)∪ (S1 ∩R2)∪ (V1 ∩V2), don, ave les mêmes justi�ations que préédemment :
P (X2 = S) = P (R1)PR1(S2)+P (S1)PS1(R2)+P (V1)PV1 (V2) =

1

4
·2S + 1

4S
+

1

2
·S + 1

4S
+

1

4
·1
4

=
5S + 3

16S
.

∗ [X2 = S + 1] = (B1 ∩ V2) ∪ (V1 ∩ B2). Don :
P (X2 = S + 1) = P (B1)PB1(V2) + P (V1)PV1(B2) =

1

2
· 1

4
+

1

4
· 1

2
=

1

4
.

∗ [X2 = S + 2] = B1 ∩ B2, don :
P (X2 = S + 2) = P (B1)PB1(B2) =

1

2
· 2S − 1

4S
=

2S − 1

8S
.

• Si S = 1 (as non exlu dans l'énoné), on a initialement dans l'urne 4 boules, dont une boule rouge,une boule verte, et deux boules bleues. Il peut rester dans l'urne à l'issue du deuxième tirage, 0, 1, 2 ou
3 boules rouges, don X2(Ω) = [[0, 3]]. Les raisonnements e�etués pour les aluls de P (X2 = i) dans leas S > 2 sont enore valables dans e as, à part le as X2 = S − 2 = −1, qui est impossible ii. Maisl'expression obtenue est enore orrete, puisque dans le as général, on a obtenu P (X2 = S−2) = S−1

16S
,qui est nul lorsque S = 1. Ainsi, les expressions obtenues préédemment sont aussi orretes dans leas où S = 1, à ei près que S − 2 6∈ X2(Ω).Un alul rapide et sans di�ulté amène :

E(X1) = (S − 1)P (X1 = S − 1) + SP (X1 = S) + (S + 1)P (X1 = S + 1) = S +
1

4
.De même, on obtient :

E(X2) = (S − 2)P (X2 = S − 2) + (S − 1)P (X2 = S − 1) + SP (X2 = S)

+ (S + 1)P (X2 = S + 1) + (S + 2)P (X2 = S + 2)

= S +
1

2
− 1

8S
.2. On suppose que n > 2S, de sorte que Xn(Ω) = {0, . . . , 3S}.(a) Soit k ∈ [[0, 3S]]. Le nombre total de boules n'est pas modi�é lors de l'expériene : lorsqu'on tire uneboule, on n remet toujours une (la même ou une autre). Ainsi, à tout moment, il y a 4S boules dansl'urne. Le nombre de boules vertes est inhangé également : il y en aura toujours S. Ainsi, s'il y a

k boulrs rouges dans l'urne, le nombre de boules bleues sera égal à 4S − k − S = 3S − k. Ainsi, sil'événement [Xn = k] est réalisé, il reste, à l'issue du n-ième tirage, k boules rouges, S boules vertes,et 3S − k boules bleues.
• Supposons que k 6= 0, et k 6= 3S. Lors du n + 1-ième tirage, on peut soit retirer une boulerouge (as où on tire une boule rouge), soit rajouter une boule rouge (as où on tire une boulebleue), soit laisser le nombre de boules rouges inhangé (as où on tire une boule verte). Ainsi,onditionnellement à l'événement [Xn = k], Xn+1 peut prendre les valeurs k − 1, k et k + 1, et :8



∗ P (Xn+1 = k − 1 | Xn = k) = P (Bn+1 | Xn = k) = k
4S

.

∗ P (Xn+1 = k | Xn = k) = P (Vn+1 | Xn = k) = 1
4 .

∗ P (Xn+1 = k + 1 | Xn = k) = P (Bn+1 | Xn = k) = 3S−k
4S

• Si k = 0, il en est de même, à part qu'on ne peut pas retirer de boule rouge supplémentaire, etseules les valeurs k et k+1 sont possibles (les formules préédentes sont don aussi orretes dans eas, puisque pour k = 0, on obtenait une probabilité nulle pour [Xn+1 = k−1] onditionnellementà [Xn = k].
• Si k = 3S, de même, la troisième probabilité est nulle, e qui n'a�rme rien de plus que le faitqu'il n'y a plus à e moment de boule bleue dans l'urne, don on ne peut pas tirer une boule bleuesupplémentaire (et don rajouter une boule rouge). Ainsi, dans e as, Xn+1 ne peut pas prendrela valeur k + 1.(b) Soit n > 2S. D'après la question préédente et la formule des probabilités totales sur le systèmeomplet ([Xn = k])k∈[[0,3S]], on a :

∀ℓ ∈ [[0, 3S]], P (Xn+1 = ℓ) =

3S
∑

k=0

P (Xn+1 = ℓ | Xn = k) · P (Xn = k).Or, puisqu'on ne peut retirer ou rajouter qu'une boule rouge à la fois, l'événement [Xn+1 = ℓ] nepeut pas être réalisé si Xn n'a pas pris une des trois valeurs ℓ − 1, ℓ ou ℓ + 1. Ainsi, pour tout
ℓ ∈ [[0, 3S]],

P (Xn+1 = ℓ) = P (Xn+1 = ℓ | Xn = ℓ − 1) · P (Xn = ℓ − 1) + P (Xn+1 = ℓ | Xn = ℓ) · P (Xn = ℓ)

+ P (Xn+1 = ℓ | Xn = ℓ + 1) · P (Xn = ℓ + 1),don
E(Xn+1) =

3S
∑

ℓ=0

ℓP (Xn+1 = ℓ)

=

3S
∑

ℓ=0

ℓP (Xn+1 = ℓ | Xn = ℓ − 1) · P (Xn = ℓ − 1) + ℓP (Xn+1 = ℓ | Xn = ℓ) · P (Xn = ℓ)

+ ℓP (Xn+1 = ℓ | Xn = ℓ + 1) · P (Xn = ℓ + 1)

=

3S
∑

ℓ=1

ℓP (Xn+1 = ℓ | Xn = ℓ − 1) · P (Xn = ℓ − 1) +

3S
∑

ℓ=0

ℓP (Xn+1 = ℓ | Xn = ℓ) · P (Xn = ℓ)

+

3S−1
∑

ℓ=0

ℓP (Xn+1 = ℓ | Xn = ℓ + 1) · P (Xn = ℓ + 1)

=

3S−1
∑

ℓ=0

(ℓ + 1)P (Xn+1 = ℓ + 1 | Xn = ℓ) · P (Xn = ℓ) +

3S
∑

ℓ=0

ℓP (Xn+1 = ℓ | Xn = ℓ) · P (Xn = ℓ)

+

3S
∑

ℓ=1

(ℓ − 1)P (Xn+1 = ℓ − 1 | Xn = ℓ) · P (Xn = ℓ)

=

3S−1
∑

ℓ=0

(ℓ + 1)
3S − ℓ

4S
· P (Xn = ℓ) +

3S
∑

ℓ=0

ℓ
1

4
· P (Xn = ℓ) +

3S
∑

ℓ=1

(ℓ − 1)
ℓ

4S
· P (Xn = ℓ)

=
3S
∑

ℓ=0

(ℓ + 1)
3S − ℓ

4S
· P (Xn = ℓ) +

3S
∑

ℓ=0

ℓ
1

4
· P (Xn = ℓ) +

3S
∑

ℓ=0

(ℓ − 1)
ℓ

4S
· P (Xn = ℓ)

=
3S
∑

ℓ=0

(

ℓ +
3S − 2ℓ

4S

)

P (Xn = ℓ)

=

3S
∑

ℓ=0

(

1 − 1

2S

)

ℓP (Xn = ℓ) +
3

4

3S
∑

ℓ=0

P (Xn = ℓ)

=

(

1 − 1

2S

)

E(Xn) +
3

4
. 9



() Soit pn = E(Xn). Ainsi, (pn)n>2S est une suite arithmétio-géométrique. Posons, pour une valeur cque nous déterminerons ensuite, pour tout n > 2S, un = pn − c. Ainsi,
un+1 = pn+1 − c =

(

1 − 1

2S

)

pn +
3

4
− c =

(

1 − 1

2S

)

(un + c) +
3

4
− c =

(

1 − 1

2S

)

un − c

2S
+

3

4
.Posons don c = 3S

2 , de sorte que (un) est une suite géométrique. On a don :
∀n > 2S, un =

(

1 − 1

2S

)n−2S

u2S ,puis
∀n > 2S, E(Xn) =

(

1 − 1

2S

)n−2S (

E(X2S) − 3S

2

)

+
3S

2
.(d) La suite (

(

1 − 1
2S

)n−2S
)

n>2S
étant une suite géométrique de raison omprise dans [0, 1[, elle onvergevers 0 lorsque n tend vers +∞. Ainsi,

lim
n→+∞

E(Xn) =
3S

2
.3. Évidemment, la simulation d'un phénomène alétoire utilise la fontion random, don il ne faut pas oublierdans le orps de programme l'initialisation du générateur aléatoire, par l'instrution randomize; Lafontion simulant la variable Xn s'érit :funtion Xn(S,n:integer):integer;var i,t,r:integer;beginr:=S; {r ompte les boules rouges, initialement S}for i:=1 to n dobegint:= random(4*S); {on tire parmi 4S boules}if t < r then r:=r-1 {les r premières sont des boules rouges}elseif t >= 3*S-r then r:=r+1; {les 3S-r dernières sont bleues}end;Xn:=rend;Problème � (EM Lyon 2006)1. (a) Soit i ∈ [[1, n − 1]]. Les oordonnées de f(ei) dans la base anonique sont données par la i-ièmeolonne de la matrie C, don une olonne ontituée de 0, sauf un 1 en position i + 1. Ainsi :

f(ei) = ei+1.(b) Soit, pour tout j dans [[1, n − 1]], la propriété P(j): f j(e1) = ej+1Si j = 1, on a f1(e1) = f(e1) = e2 = e1+1, don P(1) est vraie.Soit j ∈ [[1, n−2]], tel que P(j) soit vraie. Alors f j+1(e1) = f(f j(e1)) = f(ej+1), d'après l'hypothèsede réurrene. Comme j + 1 ∈ [[1, n − 1]], on peut appliquer la question 1(a) ave i = j + 1, et onobtient :
f j+1(e1) = ej+1+1 = ej+2.Ainsi, P(j + 1) est vraie.Par onséquent, P(1) est vraie, et pour tout j dans [[1, n − 2]], P(j) entraîne P(j + 1). D'après leprinipe de réurrene, P(j) est vraie pour tout j dans [[1, n − 1]].Par onséqent, fn(e1) = f(fn−1(e1)) = f(en). Les oordonnées de e veteur dans la base anoniqueétant données par la dernière olonne de la matrie, on obtient don :

fn(e1) = −(a0e1 + a1e2 + · · · + an−1en).10



2. (a) L'égalité de la question 1(b) est aussi vraie pour j = 0. On a don :
g(e1) = fn(e1) + an−1f

n−1(e1) + · · · + a1f(e1) + a0e1

= −
n

∑

i=1

ai−1ei +
n

∑

i=1

ai−1f
i−1(e1) = −

n
∑

i=1

ai−1ei +
n

∑

i=1

ai−1ei = 0,l'avant dernière égalité provenant de la question 1(b).(b) Soit i ∈ N. On a :
g ◦ f i =



fn +

n−1
∑

j=0

ajf
j



 ◦ f i = fn ◦ f i +

n−1
∑

j=0

ajf
j ◦ f i = fn+i +

n−1
∑

j=0

ajf
i+j .De même, par linéarité de f i :

f i ◦ g = f i ◦



fn +

n−1
∑

j=0

ajf
j



 = f i ◦ fn +

n−1
∑

j=0

ajf
i ◦ f j = fn+i +

n−1
∑

j=0

ajf
i+j .On a don bien g ◦ f i = f i ◦ g.() Ainsi, puisque pour tout i ∈ [[1, n]], ei = f i−1(e1), ave i − 1 ∈ N, on obtient :

g(ei) = g ◦ f i−1(e1) = f i−1 ◦ g(e1) = f i−1(g(e1)) = f i−1(0) = 0,puisque f i−1 est une appliation linéaire.(d) Ainsi, l'appliation linéaire g s'annule en tous les éléments de la base (e1, . . . , en), don g est l'endo-morphisme nul. Par onséquent, puisque g = P (f), P est un polyn�me annulateur de f .Appliation 1 : L'énoné donne un polyn�me annulateur de A, donné par P = X5−X3−2X2−1.Il su�t don de hoisir A égale à la matrie ompagnon de P , don :
A =















0 0 0 0 1

1 0 0 0 0

0 1 0 0 2

0 0 1 0 1

0 0 0 1 0













(e) C'est une question de ours. Soit λ une valeur propre de C, et soit X un veteur propre assoié à λ.Alors
CX = λX,puis, par une réurrene immédiate, CiX = λiX , pour tout i ∈ N.Comme P est un polyn�me annulateur de f , il est aussi un polyn�me annulateur de la matrie de frelativement à la base anonique, don un polyn�me annulateur de C. Ainsi :

Cn +

n−1
∑

i=0

aiC
i = 0,et en multipliant par X :

CnX +

n−1
∑

i=1

aiC
iX = 0 soit: λnX +

n−1
∑

i=1

aiλ
iX = 0.Ainsi :

P (λ)X = 0,et omme X n'est pas nul, et P (λ) est un salaire, il en résulte que P (λ) = 0, don λ est raine de
P . 11



3. (a) Soit Q = α0 + α1X + · · · + αn−1X
n−1 un polyn�me non nul de degré inférieur ou égal à n − 1. Ona alors :

Q(f)(e1) =

n−1
∑

j=0

αjf
j(e1),et omme tout indie j dans ette somme est dans [[0, n − 1]], d'après 1(b), f j(e1) = ej+1, don :

Q(f)(e1) =

n−1
∑

j=0

αjej+1.(b) Soit Q = α0 + α1X + · · · + αn−1X
n−1 un polyn�me de degré inférieur ou égal à n − 1, annulateurde f . Alors Q(f) = 0, don en partiulier Q(f)(e1) = 0, don

n
∑

j=1

αj−1ej = 0.Comme la famille (e1, . . . , en) est libre, il en résulte que α0 = · · · = αn−1 = 0, don Q est le polyn�menul.Ainsi, il n'existe pas de polyn�me non nul, de degré inférieur ou égal à n − 1, et annulateur de f .() Soit λ une raine de P .Il existe don un unique polyn�me R ∈ C[X ] tel que P = (X − λ)R. On a :
(f − λid) ◦ R(f) = f ◦ R(f) − λR(f),par linéarité de f . Soit Q = XR. On a don P = (X − λ)R = Q − λR. Ainsi :

f ◦ R(f) − λR(f) = Q(f) − λR(f) = (Q − λR)(f) = P (f).Par onséquent, puisque P est un polyn�me annulateur de f :
(f − λid) ◦ R(f) = P (f) = 0̃.(d) Soit λ une raine de P , et R tel que P = (X − λ)R. Supposons que λ ne soit pas une valeur proprede f . Alors f − λid est un isomorphisme (la matrie assoiée est inversible). Par onséquent,

R(f) = (f − λid)−1 ◦ (f − λid) ◦ R(f) = (f − λid)−1 ◦ 0̃ = 0̃.On obtiendrait don que R est un polyn�me annulateur de f également. D'après la question 3(b),ela n'est pas possible, puisque R est non nul (ar P est non nul), et R est de degré n − 1.Don λ est valeur propre de f , don de sa matrie représentative dans la base anonique, à savoir C.Ainsi, l'ensemble des raines de P est inlus dans l'ensemble des valeurs propres de C. Comme onavait déjà prouvé l'inlusion réiproque, on en déduit l'égalité entre es deux ensembles.4. (a) Soit x ∈ C. On a alors :
C − xIn =





















−x 0 · · · 0 −a0

1 −x
. . . ... −a1

0
. . . . . . 0

...... . . . . . . −x −an−2

0 · · · 0 1 −an−1 − x



















Les n − 1 premières olonnes sont éhelonnées en leur dernière oordonnée non nulle, don formentune famille libre de ardinal n− 1 de l'ensemble des olonnes de C − xIn, don ette matrie est aumoins de rang n − 1. 12



Une façon peut-être un peu plus rigoureuse de justi�er ette liberté est de onsidérer la matrie




















1 −x 0 · · · 0

0 1 −x
. . . ...

0 0
. . . . . . 0... ... . . . . . . −x

0 0 · · · 0 1





















,qui est inversible, ar triangulaire à oe�ients diagonaux tous non nuls. Ainsi, ses olonnes formentune famille libre. En partiulier, l'ensemble de ses n− 1 dernières olonnes est aussi une famille librede ardinal n − 1. Or, ette famille est exatement la famille des n − 1 premières olonnes de lamatrie C − xIn.Retenez et argument qui permet de rendre un peu plus rigoureux tous les arguments d'éhelon-nement (en insérant les veteurs de la base anonique de façon à se retrouver ave une matrietriangulaire à oe�ients diagonaux non nuls).Soit don λ une valeur propre de C. Par dé�nition, C−λIn est non inversible, don rg(C−λIn) < n,don rg(C − λIn) 6 n− 1. D'après e qui préède, rg(C − λIn) > n− 1 également, don �nalement,
rg(C − λIn) = n − 1.Or, d'après le théorème du rang, en notant Eλ le sous-espae propre assoié à la valeur propre λ, ona :

dimEλ = dim(Ker(f − λid)) = n − rg(f − λid) = n − rg(C − λIn) = 1.Don, touts les sous-espaes propres de C sont de dimension exatement égale à 1.(b) La matrie C est dimegonalisable si et seulement si
∑

λ∈Sp(C)

dimEλ = n soit: ∑

λ∈Sp(C)

1 = n,puisque les sous-espaes propres sont tous de dimension 1. Ainsi, C est diagonalisable si et seulementsi
Card(Sp(C)) = n,don puisque Sp(C) = rac(P ), si et seulement si Card(rac(P )) = n. Ainsi, C est diagonalisable siet seulement si l'ensemble des raines de P est de ardinal n, don si P admet n raines distintesexatement, es raines étant néessairement simples alors, puisque P est de degré n.5. (a) Appliation 2 : La matrie A1 est la matrie ompagnon du polyn�me P1 = X4 − 1, qui admet 4raines deux à deux distintes égales aux raines 4-ièmes de l'unité, à savoir 1, −1, i et − i. Ainsi,d'après la question préédente, A1 est diagonalisable.(b) Appliation 3 : La matrie A2 est la matrie ompagnon du polyn�me P2 = X4−2X3−3X2+8X−4.On a une raine évidente égale à 1, et :

P2 = (X − 1)(X3 − X2 − 4X + 4).Or, 1 est raine évidente de X3 −X2 − 4X + 4 également, don 1 est raine de'ordre de multipliitéau moins égal à 2 de P2. Ainsi, P2 étant de degré 4 et admettant une raine au moins double, P2ne peut pas admettre 4 raines deux à deux distintes, don, d'après la question 4(b), A2 n'est pasdiagonalisable.6. (a) Soit t un nombre omplexe.
• Supposons que C−tIn est inversible. Soit M son inverse. Alors M(C−tIn) = In et (C−tIn)M = In.Transposons es deux égalités, ela donne respetivement :

t(C − tIn) tM = tIn et tM t(C − tIn) = tIn.Par linéarité de la transposition, et l'invariane de In par transposition, on obtient don :
(B − tIn) tM = In et tM(B − tIn) = In.Ainsi, B − λIn est inversible, son inverse étant tM , la transposée de l'inverse de (C − tIn).13



• Puisque tB = C, le même raisonnement, en inversant les r�les de B et C, montre que si B − tInest inversible, alors C − tIn est inversible.Ainsi, la matrie (B − tIn) est inversible si et seulement si la matrie (C − tIn) est inversible.(b) Commençons par montrer que Sp(C) ⊂ Sp(B). Soit λ ∈ Sp(C). Ainsi, C − λIn n'est pas inversible,don, d'après la question préédente, B −λIn n'est pas inversible non plus, don λ est valeur proprede B. Ainsi, λ ∈ Sp(B).Cela prouve que Sp(C) ⊂ Sp(B).Le même raisonnement en inversant les r�les de B et C donne Sp(B) ⊂ Sp(C).Ainsi, les deux inlusions amènent l'égalité Sp(B) = Sp(C).() Soit λ une valeur propre de B. On a :
B − λIn =



















−λ 1 0 · · · 0

0 −λ 1
. . . ...... . . . . . . . . . 0

0 · · · 0 −λ 1

−a0 −a1 · · · −an−2 −an−1 − λ

















Notons Fλ l'espae propre de B assoié à la valeur propre λ. Ainsi, X =







x1...
xn






est dans Fλ si etseulement si































−λx1 + x2 = 0

−λx2 + x3 = 0...
−λxn−1 + xn = 0

−a0x1 − a1x2 − · · · − an−1xn − λxn = 0Cela équivaut à :






























x2 = λx1

x3 = λ2x1...
xn = λn−1x1

−a0x1 − a1λx1 − · · · − an−1λ
n−1x1 − λnx1 = 0La dernière ligne de e système équivaut à

−P (λ)x1 = 0,e qui est toujours véri�é, puisque, d'après 6(b), λ ∈ Sp(C), don, d'après 2(e) (ou le ours), λ estraine de P , polyn�me annulateur de C. Don la dernière ligne du système étant triviale, on peut lasupprimer, et �nalement X ∈ Fλ si et seulement si :


















x2 = λx1

x3 = λ2x1...
xn = λn−1x1
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don si et seulement si X = x1











1

λ...
λn−1











. Ainsi,
Fλ = Vect





















1

λ...
λn−1





















.La famille ontitué de et unique veteur est don une base de Fλ.(d) On suppose que le polyn�me P admet n raines λ1, . . . , λn deux à deux distintes. Alors,
Sp(B) = Sp(C) = rac(P ),don B admet n valeurs propres deux à deux distintes, et est une matrie d'ordre n. Don B estdiagonalisable.D'après la question préédente, les 



















1

λi...
λn−1

i





















, i ∈ [[1, n]], sont des bases des di�érentes sous-espaespropres Fλi
de B, don, B étant diagonalisable, on obtient une base de diagonalisation B de B enjuxtaposant les bases des di�érents sous-espaes propres :

B =





















1

λ1...
λn−1

1











, · · · ,











1

λn...
λn−1

n





















.Cette famille étant une base, elle est de rang n, don la matrie dont les olonnes sont es n veteursest aussi de rang n (égal à son ordre), don inversible. Ainsi, la matrie V est inversible.7. Soit E un C-espae vetoriel de dimension n, et u un endomorphisme de E admettant n valeurs propres
µ1, . . . , µn deux à deux distintes.L'endomorphisme u est don diagonalisable et on note E = (ε1, . . . , εn) une base de E onstituée deveteurs propres de u respetivement assoiés à µ1, . . . , µn.(a) Pour tout k ∈ [[0, n − 1]], on a :

uk(a) = uk(ε1 + · · · + εn) = uk(ε1) + · · · + uk(εn) = λk
1ε1 + · · · + λk

nεn.Ainsi, la matrie M de la famille (u0(a), u1(a), . . . , un−1(a)) relativement à la base E est :
M =











λ0
1 λ1

1 · · · λn−1
1

λ0
2 λ1

2 · · · λn−1
2... ... ...

λ0
n λ1

n · · · λn−1
n











= tV.Ainsi, V étant inversible, M l'est aussi (as partiulier de la question 6(a), appliquée à t = 0).Don, la matrie M représentative de la famille (u0(a), u1(a), . . . , un−1(a)) relativement à la base Eest de rang n, don ette famille est de rang n, don libre (puisque aussi de ardinal n). Puisque Eest de dimension n, il s'agit d'une famille libre maximale, don d'une base de E.(b) Notons, pour tout i ∈ [[1, n]], βi = ui−1(a). On a alors
∀i ∈ [[1, n − 1]], u(βi) = u(ui−1(a)) = ui(a) = βi+1,15



don la olonne des oordonnées de u(βi) dans la base Ba est une olonne dont toutes les oordonnéessont nulles, sauf la i + 1-ième, égale à 1.De plus, notons 





−b0...
−bn−1






le veteur olonne des oordonnées de u(βn) dans la base Ba. Alors, lamatrie de u relativement à la base Ba s'érit :

MatBa
(u) =





















0 · · · · · · 0 −b0

1
. . . ... −b1

0
. . . . . . ... ...... . . . . . . 0 −bn−2

0 · · · 0 1 −bn−1



















Ainsi, MatBa
(u) est la matrie ompagnon du polyn�me

P1 = Xn + bn−1X
n−1 + · · · + b1X + b0.
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