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Correction du Concours Blanc n°2 — (DS 7)
Epreuve type EDHEC

Exercice 1 — (EDHEC 2002)

1.

2.

Puisque X; et X5 suivent toutes deux la loi normale centrée réduite, f; et fo valent presque partout :

2

x
2

Ve eR, fi(z) o fa(2) . \/%e

Comme cette fonction est continue, ainsi que f1 et fo, cette égalité est alors vraie en tout point, et non
seulement presque partout. Ainsi :

1 22
Vo € R, x) = folx) = e 7.
fl( ) f2( ) \/%
On a alors : )
2 2
9(a* +9°) = [i(@) faly) = ge 2V,
Par conséquent, on a bien :
1 =
Ve e Ry, g(z) = —e™ 2.
2

(a) Attention aux hypothéses : ici, on n’est plus dans le cas o X; et X2 suivent une loi normale centrée
réduite. On reprend donc la relation liant fi1, fo et g :

V(z,y) € R? g(z* +¢*) = fi(z)f2(y).

Les deux membres de cette égalité sont dérivables par rapport a z, par produit et composition. Ainsi,
en dérivant cette relation par rapport & la variable x, on obtient :

V(z,y) € R, 229 (2° +y°) = f1(z) f2(»).

Comme f1 et fo sont strictement positives, la premiére relation est une égalité entre deux termes
non nuls, donc on peut diviser cette deuxiéme relation par la premiére, et on obtient :

20g'(a? +4?) _ fi(2)fa(y)
9@ 1) h@hy)

V(z,y) € R?,

Ainsi, en prenant z = 0, il vient :

om @) @)
Mo R LR T )

(b) Soit (z1,22) € (R*)?, 1 # x2. En prenant (z,y) = (21, 72) dans la relation de la question précédente,

on obtient : s 2)
29" (x7 + x
h(z1) = 9 (21 22 '

g(x] + x3)

De meéme, en prenant (z,y) = (x2,x1), on obtient cette fois :

_2g/(a3 +a?)

") =)

Ainsi, pour tout (x1,72) € (R*)? tel que z1 # w2, on a h(z1) = h(xs). Par conséquent, h est une
fonction constante sur R*. Soit a la valeur constante de h.



()

(f)

La fonction k est dérivable sur R*, en tant que composition et produit de fonctions dérivables. On a :

O/.’L'2 am2 am2
Vo e R, K(2) = fi(@)e™ % —avfi(@)e % = afi(@)(h(x) —a)e™"F,
la derniére égalité étant valable du fait qu’on a supposé x # 0. Comme h est constante de valeur a,
on en déduit que
Vz e R*, K'(z)=0.

Ainsi, k est constante sur chacun des intervalles R et R* (attention & cette hypothése souvent
oubliée : f' = 0 = [ est constante seulement sous ’hypothése que le domaine de définition est un
intervalle)

Soit K la valeur constante de k sur R* , et K3 la valeur constante de k sur RY . Alors :

lim k(x) =K, et lim k(z) = K.

z—0~ z—0t

Or, k est continue sur R, en tant que produit de fonctions continues. Ainsi

lim k(z) = lim k(xz) = k(0).

z—0~ z—0t

Par conséquent, K1 = K2 = k(0). On en déduit que k est constante sur R. Soit K la valeur constante
de k sur R.

On a donc :

az?

O/.'L'Q
VeeR, K= fi(z)e” 2 donc: fi(zx) = Ke =
+oo
Puisque f7 est une densité de probabilité, K n’est pas nul (sinon / fi(z) dz = 0 # 1). De plus,

— 00

+oo
/ fi(x) dz converge. Or :

o0

oisia>0,0na:
lim fi(x) =0, donc: fi(x) =o(1).

T——+00
+oo
Comme / 1 dx diverge, d’aprés le critére de comparaison des intégrales par o, on en déduit
0
+oo
que / f1(z) dz diverge, ce qui ameéne une contradiction.
0

—+o0
e Sia =0, fi est une fonction constante, non nulle, donc on a & nouveau divergence de / fi(x) da.
0

Ainsi, on a nécessairement a < 0.

/1
On pose : 01 = 1/ ——. On obtient alors :
a

Ve eR, fi(z)=Ke *7%.

Comme f; est une densité, on a
too &2
K/ e 2% dr=1.
— 00

De plus, d’aprés I'expression de la densité d’une loi normale A(0,01), on a :

22

1 /+oo - q )
—_— € 1 xr = 1.
o1V2T J o

On en déduit que K = , puis que X; suit une loi N'(0,01).

1
o1V 2T
On a, pour tout (z,y) € R?,
9(@® +y*) = fr(z) fa().



En prenant (z,y) = (1,0) d’une part et (x,y) = (0,1) d’autre part, il vient alors :

f1(1) f2(0) = f1(0) f2(1),

et donc :

puis :

La fonction exponentielle étant injective, on en déduit que
== =5 puis: 01 = 09,
1

car o1 et o9 sont positifs tous deux.
Ainsi, X; et X5 suivent la méme loi normale. On note o = 01 = 03.

3. (a) Ona:

1 _12+y2
e 202 .

V($7y> S R27 fl(x)fQ(y) = 202
O
Ainsi,

e 27,

VreR, g(x)

T 27102

(b) On a donc :

Ve eR, VteR, fi(t)falx—1t) = g(t*+ (x —t)%) = g(2t* — 2wt + 2*) = g(2(t —

Par conséquent, le produit de convolution de f; et fy s’écrit :

e oo T x?
Ve R fiefole)= [ Al d= [ g(2<t—§>2+_> at

— 00

Y Rt JL
= e TSt i dt

2102 J_
1 L2 [T -3
:2 2e_m e o2 dt
o o

1 21 [T _e-9?
= ——e @7 —/ e o2 dt.
20/ oV J_ o

(t—Z)2 2
On reconnait en la fonction ¢ — —L—e~ % ~ une densité de la loi normale A/ <£, (i) >, donc
oV 2 V2

Iintégrale de cette expression vaut 1 et il vient :

22

e 107,

fix fola) = 201ﬁ

On reconnait 14 expression d’une densité de la loi normale N(0, (0v/2)?) = V(0,02 4 02).

Comme fi * fo est continue sur R, et comme X; et Xo sont indépendantes, on en déduit que fi x fo
est une densité de X; + Xo, donc X7 + Xo — N (0,02 + 02), ce qui correspond bien & la propriété
de stabilité du cours.

Exercice 2 —

1. Etude de deux fonctions auxiliaires

(a) i. La fonction g est dérivable sur R, en tant que produit de fonctions dérivables. On a :

VzeR, ¢ (z)=—-e"—(1—z)e " =(z—2)e "



Ainsi ¢’ s’annule en 2, et g(2) = —C%. De plus, d’aprés les croissances comparées :

lim g(x) =0 et lim g(x) = +o0.

Tr—+00 T— —00

Enfin, g(z) = 0 si et seulement si 1 —z = 0, donc si et seulement si = 1.

On obtient donc le tableau de variations suivant

z —00 1 2 +o0
I
g'(x) - - 0 +
|
+0oo
g9(x) \ 0 0
\ . /
T e?
ii. La fonction g est donc strictement décroissante sur | — oo, 2], donc injective sur cet intervalle

(ici, nul besoin de la continuité et du théoréme de la bijection!)

(b) i. Tout d’abord, déterminons h’. Pour cela, commencons par observer que j est de classe C2, comme
composées, produits et sommes de fonctions de classe C2. Ainsi, k' et b’ existent, et on a :

Ve eR, Rh(z)=e'"" —ze' ™" —e" + (1 —x)e” = (1 — z)e’ ™" — ze”.
En dérivant une nouvelle fois, il vient :
Ve eR, h'(z) = —e'"" — (1 —2)e!™ —e® —2e® = (z — 2)e' ™" — (1 + x)e”.

Sur Uintervalle [0, 1], 2 — z—2 est strictement négatif, et = — 1+x est positif. Les exponentielles
étant aussi strictement positives, il en résulte que h” est strictement négative sur [0, 1], donc b’/
est strictement décroissante sur [0, 1].

ii. Ainsi, A’ est strictement décroissante sur [0, 1], continue, et h'(0) = e > 0, et h'(1) = —e < 0.
Ainsi, d’apreés le théoréme de la bijection, h' se corestreint en une bijection de [0, 1] sur [—e, €].
Comme 0 € [—e,e], 0 admet un unique antécédent par h’, ce qui signifie précisément que h’'
s’annule en une unique valeur a.

On peut remarquer (on peut pour cela partir de la constatation que x et 1 — x jouent un role

symétrique, ce qui va induire une symétrie par rapport & la valeur %) que h’ (%) = 0. Ainsi,

o= % est la seule valeur annulant h'.

iii. Puisque A’ est continue sur [0,1], et ne s’annule qu’en %, d’aprés le théoréme des valeurs in-
,%], et sur [%, 1]. Ces signes sont donnés par les
valeurs en 0 et en 1 calculées plus haut. Ainsi, on obtient le tableau de variations suivant pour
h :

termédiaires, h’ garde un signe constant sur [0

S o - vl
@

h(x) / \

1 1

Par conséquent, min h(z) =1 et max h(z) = v/e. De plus, h atteint son minimum aux deux
z€[0,1] z€[0,1]
1

points 0 et 1, alors qu’il atteint son maximum en l'unique valeur 3.

2. Etude des extrema locaux



(a) Les fonctions (z,y,2) — = + vy, (z,y,2) — o+ z et (z,y,2) — y + 2 sont de classe C? sur R3,
en tant que fonctions polynomiales. La fonction exponentielle étant aussi de classe C2 sur R, par
composition, les fonctions (z,y, z) — e 1Y, (z,y,2) — e¥T% et (z,y,2) — e** sont de classe C? sur
R3. La fonction f est donc une somme de produits de fonctions de classe C? sur R3, donc elle est

elle-meéme de classe C2.

(b) La fonction f étant de classe C2, elle admet un gradient en tout point de R3 :

eVtz 4 yew-i-z + ze®ty
re¥tz 4 ettz 4 ety
zeV 1 4+ yett 4 et tY

V(z,y,2) ER®, Vf(z,y,2)=

(c) Soit A = (z,y,2z) un point critique de f.

i

ii.

iii.

On a donc :

eYrT? 4 ye® 7 4 ze®tY =0

ze¥ T2 42 4 2otV =)

2eYT? 4yt L etV =
En soustrayant les deux premiéres lignes, il vient :

(1= )t — (1 - y)ert =0,
donc, en multipliant par e~ (@ Tv+2),
(1—2)e ™ =(1—y)e? donc: g(x) = g(y).

On obtient de méme ¢(y) = g(z) en soustrayant les deux derniéres lignes.
Supposons que x > 2. Alors g(z) < 0. Donc g(y) < 0 et g(z) < 0. Or, d’apreés la question 1(a)(i),
g prend des valeurs positives ou nulles sur | — 0o, 1], donc y > 1 et z > 1.

Cela n’est pas possible, car alors
e¥F 4 ye T 4 eV > 0,

donc la premiére coordonnée du gradient n’est pas nulle, donc A = (z,y, z) ne peut pas étre un
point critique, contrairement & I’hypothése faite.
On en déduit que x €] — 00, 2], et un raisonnement similaire permet d’affirmer que y €] — 00, 2]
et z €] — 00,2]. On a prouvé ci-dessus que g est injective sur | — 00, 2], donc I'égalité g(x) =
9(y) = g(z) améne z =y = z.
En remplacant dans une des trois équations y et z par z, il vient donc :

(1+2x)e** =0,

. 1
puis: T=y=z=-3.

Ainsi, le point A = (-1, -1, —1) est 'unique point critique de f.

(d) La fonction f étant de classe C2, sa hessienne existe, et s’obtient en dérivant par rapport & chacune
des trois variables les trois coordonnées du gradient. Ainsi :

Y(z,y,2) € R®, V2f(z,y,2) =

e¥T= 4 ye Tz 4 7Y
xe¥T? + %7 4 ¥ty
xe¥T? 4 et t?

ey+z +ez+z +Zez+y
reytz + 2eT Ty
reytz + eTtz + ety

yeerz +Zez+y
eVt?z 4 12 4 zeTty
ey—i—z +ye;ﬂ+z +ew+y

Au point A = (—3,—3,—1), il vient donc :

_1 3 3
9 3e 2e1 236
\4 f(A) = 2e T e 2¢
3 3 1

2e 2e



Ainsi, V2f(A) + gjg est une matrice de rang 1, donc —% est une valeur propre de A. L’espace propre
associé est de dimension 2. De plus,

V2fA)-|1] =12
2

Ainsi, 2 est valeur propre de V2f(A). La somme des dimensions des espaces propres étant au plus
égale & 3, il ne peut pas y avoir d’autre valeur propre.

Ainsi, la hessienne de f en A admet deux valeurs propres de signe strictement opposé, donc f n’admet
pas d’extremum local au point A.
Comme R? est un ouvert de R3, et que f est de classe C! sur cet ouvert, un point en lequel f admet
un minimum ou un minimum est nécessairement un point critique de f. Or, 'unique point critique
de f ne correspond pas & un extremum local, donc non plus & un extremum global. Ainsi, f n’admet
ni maximum ni minimum sur R3.

3. Etude d’une restriction
Soit C la contrainte v +y + 2z = 1.

(a)

Soit ‘H le plan vectoriel associé a la contrainte affine C. Ainsi, H est le plan d’équation x +y+ 2z = 0,
1
donc Ht =R | 1
1
Par définition, B = (z,y, z) est un point critique de f sous la contrainte C si et seulement si B € C
et si Vf(B) € H*
Cette deuxiéme condition donne ’égalité des différentes coordonnées du gradient au point B, donc :

YT L ye® 7 4 2e™ Y = ge¥ T 4 T 4 2oV = geVTF 4 et 4 et

En soustrayant le premier et le second terme, on se retrouve avec la méme expression qui dans la
question 2(c)(i) nous a permis d’obtenir 1’égalité g(z) = g(y). Ainsi, cette égalité est encore vraie
ici. De méme g(y) = g(z), d’ou 'égalité des trois termes g(x) = g(y) = g(z).
De méme que dans la question 2, si on suppose que x > 2, alorsy > let 2 > 1, doncz+y+2z >4 > 1,
ce qui contredit "appartenance de B & C. De méme si y > 2 ousi z > 2. Ainsi,onaxz <2,y < 2et
z < 2, et g(x) = g(y) = g(z). Comme g est injective sur | — 0o, 2], on en déduit que z =y = z.
Enfin, puisque B € C, c’est-a-dire  + y + z = 1, on en déduit que :

1

3

Ainsi, f admet un unique point critique sous la contrainte C, le point B = (%, %, %)

Justifions d’abord que D est un sous-ensemble fermé et borné de R3.

e Tout d’abord, pour tout (z,y,2) € A, puisque > 0,y > 0 et z > 0, 'égalité x +y + 2 = 1 améne
0<z<1,0<y<1et0<2< 1. Ainsi, D est inclus dans le cube (borné) [0,1]3. Ainsi, D est
borné

e De plus, R, est un sous-ensemble fermé de R, donc le produit cartésien (R )? est un sous-ensemble
fermé de R® Enfin, soit k : (z,y,2) — o +y + 2. La fonction k est continue sur R?® en tant que
fonction polynomiale, et {1} est un sous-ensemble fermé de R, donc k=1 ({1}) est un sous-ensemble
fermeé de R3. Or,

D= (R )* Nk~ ({1}),

donc D est lintersection de deux fermés, donc D est un sous-ensemble fermé de R3.
Ainsi, f étant continue sur le sous-ensemble fermé borné D, f est bornée et atteint ses bornes sur
D. Ainsi, f admet un minimum et un maximum sur D.
Soit U = {(z,y,2) € RY) |z +y+2z=1}, Fi = {(z,y,2) € Ry)? |z +y+2z =1,z = 0},
F={(z,y,2) € Ry)?|z+y+z2=1Ly=0}et [t = {(z,y,2) € Ry)} |z +y+2z=1,2=0}
Ainsi,
D:UUFl UFQUFg.



e Soit f la restriction de f & Pouvert (R% )*. La recherche des extrema de f sur U est donc équivalente
a la recherche des extrema de f sous la contrainte C. Comme f est définie sur un ouvert, un
extremum est nécessairement atteint en un point critique sous contrainte. Nous avons montré que
le seul point critique sous la contrainte C est B = (3, 3 3) qui correspond donc a 'unique point
de U candidat & accueillir un minimum ou un maximum de f sur U. En ce point, on obtient :

111
f<§a§a§>_

e Soit (x,y,2) € F1. Alorsx +y+2=1et £ =0, donc z =1 — y. Ainsi,

@
(SN

Fl = {(O7y71 _y)7 Y€ [071]}
On obtient, pour tout y € [0,1] :

F0,y,1—y) =ye' ¥ + (1 —y)e? = h(y).

Or, h admet sur [0, 1] un minimum égal & 1, atteint aux deux points 0 et 1, et un minimum égal &
Ve, atteint en l Donc f admet sur F; un minimum égal a 1, atteint aux deux points (0,1,0) et
(0,0,1), et un maximum égal & \/e, atteint au point (0, 3, 3)-

e De méme, f admet sur F; un minimum égal & 1, atteint aux point (1,0,0) et (0,0,1) et un
maximum +/e atteint en (%, 0, %)

e De méme, f admet sur F3 un minimum égal & 1, atteint aux points (1,0,0) et (0,1,0), et un
maximum /e atteint en (2, 3,0).

Puisque e > 1, on a e3 >e2 = = /e, donc finalement :

e f admet sur D un minimum, égal & 1, atteint aux trois points (1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1) (les
sommets du domaine triangulaire D)

o f admet sur D un maximum égal a e%, atteint en 'unique point (%, %, %) (centre du triangle
équilatéral D).

Exercice 3 — (adapté de ESC 2005)

1. Notons R,, ’événement consistant a tirer une boule rouge au n-iéme tirage, V,, I’événement consistant &
tirer une boule verte au n-iéme tirage, et B, 1’événement consistant & tirer une boule bleue au n-iéme
tirage.

e Le systéme (Ry, V1, By) est un systéme complet d’événements. De plus :
* Si Ry est réalisé, il y a, & l'issue du premier tirage, S — 1 boules rouges, S boules vertes et 25 + 1
boules bleues.
x Si V7 est réalisé, il y a, a issue du premier tirage, S boules rouges, S boules vertes, et 25 boules
bleues.
x Si Bjp est réalisé, il y a, a l'issue du premier tirage S + 1 boules rouges, S boules vertes et 25 — 1
boules bleues.
Ainsi, X;(Q) ={S-1,5,5+ 1}, et :
* [Xlzs—l]ZRl,dOHCP(Xl:S—l):P(Rl):
* [Xl = S] = Vl, donc P(Xl = S) = P(Vl) =7
* [Xl=S+1]=Bl,dOHCP(X1:S—f—l):P(Bl):%.
e Supposons S > 2. A l'issue du deuxiéme tirage, il peut rester dans 'urne :
* S — 2 boules rouges : si et seulement si on a tiré deux boules rouges, remplacées par deux boules

=

bleues.

xS — 1 boules rouges : si et seulement si on a tiré dans un ordre quelconque une boule rouge et une
boule verte; en effet, si on tire une boule bleue & un moment, cela rajoute une boule rouge, et il
faudrait au moins trois autres tirages pour retirer trois boules rouges

* .S boules rouges : si et seulement si on ne modifie par le nombre de boules rouges, donc on tire deux
boules vertes, ou si lors des deux tirages on retire une boule rouge, et on en rajoute une, dans un
ordre ou dans ’autre, ce qui revient a tirer, dans un ordre quelconque, une boule rouge et une boule
verte



* S + 1 boules rouges, si on a tiré une boule bleue et une boule verte, dans un ordre quelconque

xS 4 2 boules rouges, si on a tiré deux boules bleues.

Ainsi, X5(Q) ={5-2,5-1,5,5+1,5 + 2}, et on obtient :

* [Xo =5 — 2] = Ry N Ry, donc, d’aprés la formule des probabilités composées :

s S-1 S-1

P(Xo=8-2)=P(R1)Pp,(R2)=— —— = ——
(X2 )= P(B1)Pr,(R2) = 15— 65"

puisque si Ry est réalisé, il reste dans l'urne, avant le deuxiéme tirage, 45 boules dont seulement

S — 1 boules rouges.

[Xo =S5—1] = (R NVa)U (V1 N R2), donc, les deux événements de cette union étant incompatibles :

*

11 1

11
P(Xz =8 —1) = P(R)Pr, (Vo) + PV) P (Re) = - 7+ 7 7= 5

x [Xo=5]=(R1NS2)U(S1NR)U(V1NVa), done, avec les mémes justifications que précédemment :

1284+1 1 S+1 11 55 +3
P(XQ—S)_P(RI)PRl(S2)+P(81)P51(R2)+P(V1)PV1(‘/2)_Z' 1S T37is T11T 1es
* [X2=S+1]=(Blﬂ‘/2)U(VlﬂBz).DOHC:
1 1 1 1 1
P(Xy=8+1)=P(B1)Pg, (Vo) + P(V1) Py, (B2) = 31 + 13°1
* [XQZS—I—Q]:BlﬂBg,dOHCZ
1 25-1 25 -1
P(X2—S+2)—P(31)P31(B2)—5' 5~ 35

e Si S =1 (cas non exclu dans ’énoncé), on a initialement dans 'urne 4 boules, dont une boule rouge,
une boule verte, et deux boules bleues. Il peut rester dans I'urne a l’issue du deuxiéme tirage, 0, 1, 2 ou
3 boules rouges, donc X5(€2) = [0, 3]. Les raisonnements effectués pour les calculs de P(Xy = 4) dans le
cas S > 2 sont encore valables dans ce cas, a part le cas Xo =S5 — 2 = —1, qui est impossible ici. Mais
Pexpression obtenue est encore correcte, puisque dans le cas général, on a obtenu P(Xy = S—2) = %,
qui est nul lorsque S = 1. Ainsi, les expressions obtenues précédemment sont aussi correctes dans le
cas ou S =1, & ceci prés que S — 2 ¢ X3(Q).

Un calcul rapide et sans difficulté ameéne :

1
EX) =S -1)P(X;=S-1)+SPX1 =9+ +1)PX1=5S+1)=5+ 1
De méme, on obtient :

E(X2)=(S—2)P(Xo=5-2)+(S—1)P(Xo=5—-1)+SP(X> = S)
+(S+1)P(Xa=85+1)+(S+2)P(Xa=5+2)
11

2. On suppose que n > 25, de sorte que X, (Q) = {0,...,3S5}.

(a) Soit k € [0, 3S]. Le nombre total de boules n’est pas modifié lors de ’expérience : lorsqu’on tire une
boule, on n remet toujours une (la méme ou une autre). Ainsi, a tout moment, il y a 45 boules dans
I'urne. Le nombre de boules vertes est inchangé également : il y en aura toujours S. Ainsi, s’il y a
k boulrs rouges dans 'urne, le nombre de boules bleues sera égal a 45 — k — S = 35 — k. Ainsi, si
Pévénement [X,, = k| est réalisé, il reste, a 'issue du n-iéme tirage, k boules rouges, S boules vertes,
et 35 — k boules bleues.

e Supposons que k # 0, et £ # 3S. Lors du n + 1-iéme tirage, on peut soit retirer une boule
rouge (cas ou on tire une boule rouge), soit rajouter une boule rouge (cas o on tire une boule
bleue), soit laisser le nombre de boules rouges inchangé (cas ou on tire une boule verte). Ainsi,
conditionnellement & ’événement [X,, = k], X,,11 peut prendre les valeurs k — 1, ket k+ 1, et :



* P(Xpp1=k—1|X,=k)=PBnp1| X, =k)=
* P(Xpp1=k| Xn=k)=PVpp1 | Xn=k) = %
#* P(Xpp1=k+1| X, =k)=P(Bpy1 | X = k) = 35~

e Si k =0, il en est de méme, & part qu’on ne peut pas retirer de boule rouge supplémentaire, et
seules les valeurs & et k41 sont possibles (les formules précédentes sont donc aussi correctes dans ce
cas, puisque pour k = 0, on obtenait une probabilité nulle pour [X,,+1 = k — 1] conditionnellement
a X, =k

e Si k = 395, de méme, la troisiéme probabilité est nulle, ce qui n’affirme rien de plus que le fait
qu’il n’y a plus & ce moment de boule bleue dans 'urne, donc on ne peut pas tirer une boule bleue
supplémentaire (et donc rajouter une boule rouge). Ainsi, dans ce cas, X, +1 ne peut pas prendre
la valeur k£ + 1.

Soit n > 2S5. D’apres la question précédente et la formule des probabilités totales sur le systéme
complet ([X,, = k])refo,357, on a :
35
VL€ [0,35]), P(Xni1=10)=) P(Xp1=L|X,=k) P(X,=k).
k=0

Or, puisqu’on ne peut retirer ou rajouter qu’une boule rouge a la fois, ’événement [X,,+1 = ¢] ne
peut pas étre réalisé si X,, n’a pas pris une des trois valeurs £ — 1, £ ou ¢ + 1. Ainsi, pour tout
¢ € 0,397,

PXp1=0)=P(Xp1=0|X,=0—-1)-P(X,=0—-1)+P(Xpp1=0| X, =10)-P(X, =1
+PXpp1 =L X,=041)-P(X,=(+1),

donc

71+1 ZEP n+l = f

3S
=Y UP(Xpp1 =L Xp=L—1)-P(Xp=L—1) +LP(Xp1 =L| Xp = L) P(X, =)
=0
FUP(Xpi1 =] X, =0+1)-P(X,, ={+1)
3S 3S
=D UP(Xpp1 =L Xp=L—1)-P(Xp=L—1)+ > LP(Xpp1=L]|Xp=10)P(X,=1)
=1 =0
35—1
+ Y UP(Xpp1 =0 X, =L+1)-P(X, =(+]1)
£=0
35-1 3S
=Y U+ D)PXpp1=0+1|X,=0)-P(Xp,=0)+ Y (P(Xpp1=(|X,=0) P(X, =
=0 =0
35
+Y (U =1)P(Xpyy =L —1| X, =10) P(X, =)
=1
35-1 39 / 3S 1 3S /

(+1 P(X, =1 (= P(X, =1 (—1)—-P(X, =¢
;<+)4S ( )+§4 ( )+Z< )15 P! )
3S 35 _ ¢ 3S 1 3S /

= 1 -P(X, = . P(X, = —1)— - P(X,, =
2 (D= O+ b7 PEn=0+) ((=1)g5- PXa=10)
35S
35 — 20
= (€+ 15 )P(Xn_f)
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(c) Soit p, = E(X,,). Ainsi, (pn)n>25 est une suite arithmético-géométrique. Posons, pour une valeur ¢
que nous déterminerons ensuite, pour tout n > 25, u, = p, — ¢. Ainsi,

_ — 1 i _|_§ — 1 i ( _|_)_|_§ — 1 i i_|_§
Untl = Prtl = €= 95 )Pty T 95 )\ T T TC= 25 )" Ta9s Ty

Posons donc ¢ = %, de sorte que (u,) est une suite géométrique. On a donc :

1 n—285
Vn > 2S5, u, = (1 - ﬁ) U2s,

puis

1\"% 39\ 39
> =(1-— S I
vn > 28, B(X,) <1 2s> <E(X25) 5 ) 5

(d) La suite ((1 — %)n_%) étant une suite géométrique de raison comprise dans [0, 1], elle converge
n=28

vers 0 lorsque n tend vers +oo. Ainsi,
35
lim E(X,)=—.
n—-+o0o
3. Evidemment, la simulation d’un phénoméne alétoire utilise la fonction random, donc il ne faut pas oublier
dans le corps de programme linitialisation du générateur aléatoire, par l'instruction randomize; La

fonction simulant la variable X,, s’écrit :

function Xn(S,n:integer):integer;
var i,t,r:integer;

begin
r:=S; {r compte les boules rouges, initialement S}
for i:=1 to n do
begin
t:= random(4xS); {on tire parmi 4S boules}
if t < r then r:=r-1 {les r premiéres sont des boules rouges}
else

if t >= 3*S-r then r:=r+1; {les 3S-r derniéres sont bleues}
end;
Xn:=r
end;

Probléme — (EM Lyon 2006)

1. (a) Soit ¢ € [1,n — 1]. Les coordonnées de f(e;) dans la base canonique sont données par la i-iéme
colonne de la matrice C, donc une colonne contituée de 0, sauf un 1 en position 7 + 1. Ainsi :

flei) = eisr.
(b) Soit, pour tout j dans [1,n — 1], la propriété P(j): f7(e1) = ej+1
Sij=1,0na fl(e;) = f(e1) = ez = €141, donc P(1) est vraie.
Soit j € [1,n—2], tel que P(j) soit vraie. Alors f7*1(e1) = f(f7(e1)) = f(ej+1), d’aprés Uhypothése

de récurrence. Comme j + 1 € [1,n — 1], on peut appliquer la question 1(a) avec ¢ = j + 1, et on
obtient :

fj+1(€1) = €j+14+1 = €542
Ainsi, P(5 + 1) est vraie.
Par conséquent, P(1) est vraie, et pour tout j dans [1,n — 2], P(j) entraine P(j + 1). D’apres le
principe de récurrence, P(j) est vraie pour tout j dans [1,n — 1].

Par conséqent, f"(e1) = f(f" *(e1)) = f(en). Les coordonnées de ce vecteur dans la base canonique
étant données par la derniére colonne de la matrice, on obtient donc :

f"(e1) = —(ager + area + -+ - + an_1€n).
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2.

(a)

L’égalité de la question 1(b) est aussi vraie pour j = 0. On a donc :

gler) = f*(e1) + an—1f""H(er) + -+ + a1 f(e1) + aoer

n

:—Zal 161+Zal 17 ) Zaz 161+Zaz 1e; =0,

Pavant derniére égalité provenant de la question 1(b).

Soit 7€ N. On a :

n—1 n—1 n—1
gof = ["+Y aif | ofi =" f D aifo fi= Y g

=0 i=0 =0

De méme, par linéarité de f° :

n-! n—1 n—1
fiog:fio f"—l—Zajfj :fiofn+zajfiofj:fn+i+zajfi+j_
j=0 §=0 =0
On a donc bien go fi = fiog.
Ainsi, puisque pour tout i € [1,n], e; = f*~!(e1), avec i — 1 € N, on obtient :

gle)) =go f er) = [ ogler) = [ (g(er)) = f71(0) =0

puisque f~! est une application linéaire.
Ainsi, Papplication linéaire g s’annule en tous les éléments de la base (eq, ..., e, ), donc g est 'endo-
morphisme nul. Par conséquent, puisque g = P(f), P est un polyndéme annulateur de f.

Application 1 : L’énoncé donne un polynoéme annulateur de A, donné par P = X° — X3 -2X2 1.
11 suffit donc de choisir A égale & la matrice compagnon de P, donc :

0 00 01
10 0 0 O
A=|0 1 0 0 2
0 01 01
0 0010

C’est une question de cours. Soit A une valeur propre de C', et soit X un vecteur propre associé a .
Alors
CX =)X,

puis, par une récurrence immédiate, C*X = X, pour tout i € N.

Comme P est un polynéme annulateur de f, il est aussi un polyndéme annulateur de la matrice de f
relativement & la base canonique, donc un polyndéme annulateur de C. Ainsi :

n—1
C"+ > a;C' =0,

i=0
et en multipliant par X :

n—1 n—1
C"X +) a;,C'X =0  soit:  A'X+Y aNX=0.
i=1 =1
Ainsi :
P(O)X =0,
et comme X n’est pas nul, et P(\) est un scalaire, il en résulte que P(\) = 0, donc A est racine de
P.

11



(a) Soit Q = g+ a1 X + -+ + a,_1 X" ! un polynéme non nul de degré inférieur ou égal a n — 1. On
a alors :

n—1
Q(f)(er) =D a;fi(en),
=0

et comme tout indice j dans cette somme est dans [0,n — 1], d’apres 1(b), f7(e1) = e;41, donc :
n—1
Q) =D azeji.
=0

(b) Soit Q = g + @1 X + -+ + a,_1 X" ! un polynéme de degré inférieur ou égal & n — 1, annulateur
de f. Alors Q(f) = 0, donc en particulier Q(f)(e1) = 0, donc

n
E Qj_1€5 = 0.
j=1

Comme la famille (eq, ..., e,) est libre, il en résulte que ag = - - - = a1 = 0, donc Q est le polyndome
nul.

Ainsi, il n’existe pas de polynéme non nul, de degré inférieur ou égal & n — 1, et annulateur de f.

(c) Soit A une racine de P.
Il existe donc un unique polynéme R € C[X] tel que P = (X — A)R. On a :

(f = Aid) o R(f) = f o R(f) — AR(f),

par linéarité de f. Soit Q@ = XR. On a donc P = (X — A\)R = @ — AR. Ainsi :

foR(f) = AR(f) = Q(f) = AR(f) = (Q = AR)(f) = P(f).

Par conséquent, puisque P est un polynéme annulateur de f :
(f = Xid) o R(f) = P(f) = 0.

(d) Soit A une racine de P, et R tel que P = (X — A\)R. Supposons que \ ne soit pas une valeur propre
de f. Alors f — Aid est un isomorphisme (la matrice associée est inversible). Par conséquent,

R(f) = (f = Aid) "o (f — Aid) o R(f) = (f — Aid) "t 0 0 = 0.

On obtiendrait donc que R est un polyndéme annulateur de f également. D’apreés la question 3(b),
cela n’est pas possible, puisque R est non nul (car P est non nul), et R est de degré n — 1.

Donc X est valeur propre de f, donc de sa matrice représentative dans la base canonique, a savoir C.
Ainsi, 'ensemble des racines de P est inclus dans ’ensemble des valeurs propres de C'. Comme on

avait déja prouvé 'inclusion réciproque, on en déduit I’égalité entre ces deux ensembles.

(a) Soit z € C. On a alors :

—x 0 0 —agp
1 — : —aq
C - IIn = 0 0
. . - =X —Anp—2
o .- 0 1 —ap_1—=x

Les n — 1 premiéres colonnes sont échelonnées en leur derniére coordonnée non nulle, donc forment
une famille libre de cardinal n — 1 de ’ensemble des colonnes de C' — zI,,, donc cette matrice est au
moins de rang n — 1.
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Une fagon peut-étre un peu plus rigoureuse de justifier cette liberté est de considérer la matrice

1 = 0 -~ 0

0 1 -z

o o . . 0|
. . - . —X

o o0 -+ 0 1

qui est inversible, car triangulaire & coefficients diagonaux tous non nuls. Ainsi, ses colonnes forment
une famille libre. En particulier, I’ensemble de ses n — 1 derniéres colonnes est aussi une famille libre
de cardinal n — 1. Or, cette famille est exactement la famille des n — 1 premiéres colonnes de la
matrice C — z1,,.
Retenez cet argument qui permet de rendre un peu plus rigoureux tous les arguments d’échelon-
nement (en insérant les vecteurs de la base canonique de fagon & se retrouver avec une matrice
triangulaire & coeflicients diagonaux non nuls).
Soit donc A une valeur propre de C. Par définition, C' — \I,, est non inversible, donc rg(C — \I,,) < n,
donc rg(C — AI,,) < n— 1. D’aprés ce qui précéde, rg(C' — A,,) = n — 1 également, donc finalement,
rg(C — A,) =n— 1.
Or, d’aprés le théoréme du rang, en notant E) le sous-espace propre associé & la valeur propre A, on
a:
dim E) = dim(Ker(f — Aid)) =n —rg(f — Ad) = n —rg(C — A\I,) = 1.
Donc, touts les sous-espaces propres de C' sont de dimension exactement égale & 1.
La matrice C' est dimegonalisable si et seulement si
Z dimFEy\ =n soit: Z 1=mn,
AeSP(C) AeSp(C)
puisque les sous-espaces propres sont tous de dimension 1. Ainsi, C' est diagonalisable si et seulement
si
Card(Sp(C)) = n,
donc puisque Sp(C) = rac(P), si et seulement si Card(rac(P)) = n. Ainsi, C est diagonalisable si

et seulement si ’ensemble des racines de P est de cardinal n, donc si P admet n racines distinctes
exactement, ces racines étant nécessairement simples alors, puisque P est de degré n.

Application 2 : La matrice A; est la matrice compagnon du polynéme P; = X* — 1, qui admet 4
racines deux & deux distinctes égales aux racines 4-iémes de l'unité, a savoir 1, —1, i et —i. Ainsi,
d’aprés la question précédente, A; est diagonalisable.

Application 3 : La matrice A, est la matrice compagnon du polynéme P, = X4—2X3-3X24+8X 4.
On a une racine évidente égale a 1, et :

P= (X —1)(X? - X? —4X +4).

Or, 1 est racine évidente de X3 — X2 — 4X + 4 également, donc 1 est racine de’ordre de multiplicité
au moins égal & 2 de P». Ainsi, P, étant de degré 4 et admettant une racine au moins double, P
ne peut pas admettre 4 racines deux a deux distinctes, donc, d’aprés la question 4(b), As n’est pas
diagonalisable.

Soit ¢ un nombre complexe.
e Supposons que C—t1,, est inversible. Soit M son inverse. Alors M (C—tI,,) = I, et (C—tI,)M = I,,.
Transposons ces deux égalités, cela donne respectivement :

NC—tl,)'™M =", et M HC —tI,) = 'I,.
Par linéarité de la transposition, et 'invariance de I,, par transposition, on obtient donc :
(B —tI,)'M =1, et ‘M(B — tI,) = I,.

Ainsi, B — A, est inversible, son inverse étant M, la transposée de l'inverse de (C — tI,,).
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e Puisque ‘B = C, le méme raisonnement, en inversant les roles de B et C, montre que si B — tI,,
est inversible, alors C — tI,, est inversible.
Ainsi, la matrice (B — tI,,) est inversible si et seulement si la matrice (C' — t1I,,) est inversible.

Commengons par montrer que Sp(C) C Sp(B). Soit A € Sp(C). Ainsi, C — A, n’est pas inversible,
donc, d’apres la question précédente, B — AI,, n’est pas inversible non plus, donc A est valeur propre
de B. Ainsi, A € Sp(B).

Cela prouve que Sp(C) C Sp(B).
Le meéme raisonnement en inversant les roles de B et C' donne Sp(B) C Sp(C).
Ainsi, les deux inclusions aménent 1’égalité Sp(B) = Sp(C).

Soit A une valeur propre de B. On a :

- 1 0 0
0 -2 1
B -\, = 0
0 0 - 1
—ag —Q1 -r —Op—2 —0p_1— A
T1
Notons F l'espace propre de B associé & la valeur propre A. Ainsi, X = | : | est dans F) si et
In
seulement si
A1 +22=0

—Azo+23=0

—AIn,1 +x, = 0

—agx1 — 1Ty — ** — Qp_1Tn — ATp = 0
Cela équivaut a :
o = )\,Tl
r3 = )\2$1

Tp = A"y
—agx1 — QAL — + - — &n71>\n_1$1 — ANz =0

La derniére ligne de ce systeme équivaut a
—P()\)Jil = 0,

ce qui est toujours vérifié, puisque, d’aprés 6(b), A € Sp(C), donc, d’aprés 2(e) (ou le cours), A est
racine de P, polynéme annulateur de C'. Donc la derniére ligne du systéme étant triviale, on peut la
supprimer, et finalement X € F) si et seulement si :

o = )\Jil
Ir3 = )\2$1

T = A"l
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donc si et seulement si X = z; . . Ainsi,
Agfl
1
F\ = Vect
/\n‘fl

La famille contitué de cet unique vecteur est donc une base de F).

(d) On suppose que le polyndome P admet n racines A1, ..., A\, deux a deux distinctes. Alors,
Sp(B) = Sp(C) = rac(P),

donc B admet n valeurs propres deux a deux distinctes, et est une matrice d’ordre n. Donc B est

diagonalisable.

D’aprés la question précédente, les . , @ € [1,n], sont des bases des différentes sous-espaces

Apt
propres Fy, de B, donc, B étant diagonalisable, on obtient une base de diagonalisation B de B en
juxtaposant les bases des différents sous-espaces propres :

1 1

A1 An

B = y " .
)\?—1 )\271

Cette famille étant une base, elle est de rang n, donc la matrice dont les colonnes sont ces n vecteurs
est aussi de rang n (égal & son ordre), donc inversible. Ainsi, la matrice V' est inversible.
7. Soit E un C-espace vectoriel de dimension 7, et 4 un endomorphisme de E admettant n valeurs propres
Wiy iy deux & deux distinctes.
L’endomorphisme u est donc diagonalisable et on note £ = (£1,...,&,) une base de E constituée de

vecteurs propres de u respectivement associés a i1, ..., fn.

(a) Pour tout k € [0,n— 1], on a :

uFla) =uF e+ +ep) =uf(e) + - Furlen) = MNer + -+ Moy,

Ainsi, la matrice M de la famille (u%(a),u'(a),...,u" !(a)) relativement a la base £ est :
0
o )\g /\% /\g'— o
)\'0 /\'1 /\n'fl

Ainsi, V étant inversible, M D’est aussi (cas particulier de la question 6(a), appliquée a t = 0).

Donc, la matrice M représentative de la famille (u®(a), u'(a),...,u" '(a)) relativement a la base £
est de rang n, donc cette famille est de rang n, donc libre (puisque aussi de cardinal n). Puisque E
est de dimension n, il s’agit d’une famille libre maximale, donc d’une base de E.

(b) Notons, pour tout i € [1,n], 3; = u*"!(a). On a alors

Vi € [1,n —1],u(B;) = u(u'""(a)) = u'(a) = B,
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donc la colonne des coordonnées de u(3;) dans la base B, est une colonne dont toutes les coordonnées

sont nulles, sauf la i + 1-iéme, égale a 1.

—bo
De plus, notons le vecteur colonne des coordonnées de u(8,) dans la base B,. Alors, la
_bnfl
matrice de u relativement a la base B, s’écrit :
0 -+ -+ 0 —bo
1 . —bl
Matp, (u) =10 :
: 0 —bp_2
0O --- 0 1 —by

Ainsi, Matg, (u) est la matrice compagnon du polynome

Pi=X"4b, 1 X" '+ 4+ b X+ by
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