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i
e sans au
une di�
ulté, mais qui, d'après le rapport du jury, a été loin d'être bien traité par les 
andidatsl'année où il est tombé...A. Quelques propriétés de f∗1. Soit (x, y) ∈ (R3)2, de 
oordonnées X et Y . La matri
e 
olonne des 
oordonnées de f(x) est MX , et
elle des 
oodronnées de f∗(y) = tMY . Ainsi :
〈f(x), y〉 = t(MX)Y = tX tMY = 〈x, f∗(y)〉 .2. Soit g un endomorphisme véri�ant 
ette relation. Alors, pour tout (x, y) ∈ (R3)2,

〈f(x), y〉 = 〈x, f∗(y)〉 = 〈x, g(y)〉 .En parti
ulier, en renommant pour plus de simpli
ité d'é
riture (b1, b2, b3) la base 
anonique,
∀y ∈ R

3, ∀i ∈ [[1, 3]], 〈f∗(y), bi〉 = 〈g(y), bi〉 .Or, la base 
anonique étant une base orthonormale, on en déduit que :
∀y ∈ R

3, f∗(y) =
3
∑

i=1

〈f∗(y), bi〉 bi =
3
∑

i=1

〈g(y), bi〉 bi = g(y).Ainsi, f∗ = g, 
e qui prouve bien l'uni
ité de g véri�ant 
ette propriété.3. Soit F un sous-espa
e ve
toriel de R
3 stable par f (
'est-à-dire tel que f(F ) ⊂ F ).(a) Soit (x, y) ∈ F × F⊥. On a :

〈x, f∗(y)〉 = 〈f(x), y〉 = 0,
ar par stabilité de F , f(x) ∈ F , don
 f(x)⊥y.(b) Par 
onséquent, soit y ∈ F⊥. Alors, pour tout x ∈ F , 〈x, f∗(y)〉 = 0, don
 x⊥f∗(y). Cela étant vraipour tout x de F , il en résulte que f∗(y) ∈ F⊥. Ainsi, F⊥ est stable par f∗.B. Rédu
tion des matri
es d'un ensemble E1. • L'ensemble E est évidemment un sous-ensemble de L(R3).
• L'endomorphisme nul est 
lairement dans E (ave
 a = b = c = 0), don
 E 6= ∅

• Soit f et g dans E . Il existe u = (a, b, c) et v = (a′, b′, c′) tels que f = fu et g = fv. Soit λ ∈ R. Alorsla matri
e de f + λg dans la base 
anonique est :
Mu+λv =





a + λa′ b + λb′ c + λc′

c + λc′ a + λa′ b + λb′

b + λb′ c + λc′ a + λa′



Ainsi, fu + λfv = fu+λv, don
 
'est aussi un élément de E .Par 
onséquent, E est un sous-espa
e ve
toriel de L(R3).2. Clairement tM(a,b,c) = M(a,c,b), don
 f∗
(a,b,c) = f(a,c,b) ∈ E .
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3. (a) Notons [x]b.c. le ve
teur 
olonne des 
oordonnées d'un ve
teur x dans la base 
anonique. On a, pourtout u ∈ R
3 :

[fu(e1)]b.c. =
1√
3





a b c

c a b

b c a









1
1
1



 =
1√
3





a + b + c

a + b + c

a + b + c



 = (a + b + c)e1.Comme e1 est non nul, il en résulte que e1 est un ve
teur propre de fu, asso
ié à la valeur propre
a + b + c.(b) Soit u ∈ R

3. Soit x ∈ D. Il existe ν tel que x = νe1. Comme e1 est un ve
teur propre asso
ié à une
ertaine valeur propre λ, il vient
fu(x) = νfu(e1) = νλe1 ∈ D.Ainsi, D est stable par fu.(
) Vous m'avez fait re
ti�er trop vite : il n'y avait pas d'étoile.Soit u dans R

3, u = (a, b, c), et soit v = (a, c, b). Alors D est stable par fv, don
 D⊥ est stable par
f∗

v = fu.(d) Soit v ∈ R
3, de 
oordonnées V =





x

y

z



 dans la base 
anonique. Alors
v ∈ D⊥ ⇐⇒ v⊥D ⇐⇒ v⊥e1 ⇐⇒

〈

V,





1
1
1





〉

= 0 ⇐⇒ x + y + z = 0.Ainsi, D⊥ est le plan d'équation x + y + z = 0.(e) Les 
oordonnées  1
−1
0



 et  1
1
−2



 véri�ent bien l'équation de la question pré
édente. Don
 i − j et
i + j − 2k sont des éléments de D⊥. De plus, e2 et e3 sont 
olinéaires respe
tivement à 
es deuxve
teurs. Don
 ils sont dans D⊥.Par ailleurs :
• 〈e2, e3〉 =

1√
12

(1 − 1 0)





1
1
−2



 = 0;

• 〈e2, e2〉 =
1

2
(1 − 1 0)





1
−1
0



 = 1, don
 ‖e2‖ =
√

1 = 1

• 〈e3, e3〉 =
1

6
(1 1 − 2)





1
1
−2



 = 1, don
 ‖e3‖ =
√

1 = 1Don
 (e2, e3) est une famille orthonormale de D⊥ (don
 en parti
ulier libre), et de plus, D⊥ étantle supplémentaire orthogonal dans R
3 d'une droite, D⊥ est de dimension 2. Ainsi, 
ette famille librede 
ardinal 2 est une base de D⊥, et 
ette base est orthonormale.On véri�e rapidement qu'on a aussi ‖e1‖2 = 1, don
 e1 est un ve
teur unitaire de la droite D, don


(e1) est une base orthonormale de D. Ainsi, la juxtaposition d'une base orthonormale de D et d'unebase orthonormale de D⊥ étant une base orthonormale de R
3, il en résulte que (e1, e2, e3) est unebase orthonormale de R

3.(f) • Puisque e1 est un ve
teur propre de fu, il existe e tel que fu(e1) = ee1 = ee1 + 0e2 + 0e3, d'où lapremière 
olonne.
• Puisque D⊥ est stable par fu, fu(e2) ∈ D⊥, et 
omme (e2, e3) est une base de D⊥, il existe (f, h)des réels tels que

fu(e2) = 0e1 + fe2 + he3,d'où la deuxième 
olonne.
• De même pour fu(e3). 2



Exer
i
e 2 � (E
ri
ome 2009)1. Domaine de dé�nition de f(a) La fon
tion exponentielle étant 
ontinue sur R+, 
ette intégrale n'admet qu'une impropreté en +∞.Soit A ∈ R
∗
+. Alors

∫ A

0

e−at dt =
[

− e−at

a

]A

0
=

1

a
(1 − e−aA).Cette expression admet une limite lorsque A tend vers +∞, 
ar −aA tend vers −∞ (puisque a > 0).Don
 l'intégrale 
onverge, et

∫ +∞

0

e−at dt =
1

a
.(b) Soit x un réel �xé. Soit fx la fon
tion dé�nie sur R+ par : ∀t ∈ R+, fx(t) = e−2t

√

1 + x2e2t.La fon
tion fx est 
ontinue sur R+, don
 l'intégrale admet une unique impropreté en +∞. De plus,
• si x = 0, ∫ +∞

0

fx(t) dt =

∫ +∞

0

e−2t dt, et 
ette intégrale 
onverge d'après la question pré
édente.
• si x 6= 0, alors x2 > 0, don
 1 = o(x2e2t), don


1 + x2e2t ∼
t∞

x2e2t don
: √

1 + x2e2t ∼
t∞

|x|et don
: fx(t) ∼
t∞

|x|e−t.Or, d'après la question 1(a), l'intégrale ∫ +∞

0

|x|e−t dt 
onverge, don
, par 
omparaison (les fon
-tions 
onsidérées étant positives), ∫ +∞

0

fx(t) dt 
onverge.2. Bran
he in�nie de la 
ourbe représentative de f(a) Soit x > 0 et t > 0. Toutes les quantités de l'en
adrement à démontrer étant positives, 
et en
adre-ment équivaut à l'en
adrement obtenu en élevant au 
arré :
x2e2t

6 1 + x2e2t
6

(

xet +
e−t

2x

)2

= x2e2t + 1 +
e−2t

4x2
.Cet en
adrement est évidemment véri�é !(b) L'en
adrement de la question pré
édente amène :

∀(x, t) ∈ R
∗
+ × R+, xe−t

6 fx(t) 6 xe−t +
e−3t

2x
,d'où, en intégrant 
ette inégalité, par 
roissan
e de l'intégrale, et toutes les intégrales étant 
onver-gentes, d'après les questions 1(a) et 1(b),

∀x ∈ R
∗
+, x

∫ +∞

0

e−t dt 6 f(x) 6 x

∫ +∞

0

e−t +
1

2x

∫ +∞

0

e−3t dt.En utilisant la question 1(a), il vient alors : ∀x ∈ R
∗
+, x 6 f(x) 6 x +

1

6x
.(
) Nous avons don
, pour tout x ∈ R

∗
+

0 6 f(x) 6
1

6x
,don
, d'après le théorème d'en
adrement, lim

x→+∞
f(x) − x = 0, don
 la 
ourbe de f admet en +∞une droite asymptote d'équation y = x, et se situe au dessus de 
ette asymptote.3. Dérivabilité et monotonie de f(a) Soit x stri
tement positif. La fon
tion ϕ : t 7→ xet est stri
tement 
roissante sur R+, et de 
lasse C1,bije
tive de R+ sur [x, +∞[. Ainsi, le 
hangement de variable u = xet est valide, et du = xet dt. Onobtient :

f(x) = x2

∫ +∞

0

1

x3e3t

√

1 + x2e2txet dt = x2

∫ +∞

x

1

u3

√

1 + u2 du.3



(b) • La fon
tion u 7→ 1
u3

√
1 + u2 étant 
ontinue entre 1 et x, pour tout x > 0, elle est primitivable, etune primitive (
elle s'annulant en 1) est donnée par :

g : x 7→
∫ x

1

1

u3

√

1 + u2 du.Cette primitive est don
 de 
lasse C1 sur ]0, +∞[.
• Pour tout x ∈]0, +∞[,

h(x) =

∫ +∞

x

1

u3

√

1 + u2 du =

∫ +∞

1

1

u3

√

1 + u2 du − g(x) = C − g(x),où C est une 
onstante, et g est de 
lasse C1 sur ]0, +∞[. Don
 h est de 
lasse C1 sur ]0, +∞[.
• Ainsi, f est le produit de la fon
tion � 
arré � et de la fon
tion h, toutes deux de 
lasse C1 sur

]0, +∞[, don
 f est de 
lasse C1 sur ]0, +∞[.Ave
 les notations pré
édentes, on a :
∀x ∈ R, f ′(x) = 2x

∫ +∞

x

1

u3

√

1 + u2 du − x2g′(x) =
2

x
f(x) − x2

√
1 + x2

x3
=

2f(x) −
√

1 + x2

x
.(
) On e�e
tue une intégration par parties sur l'intégrale

I(x) =

∫ +∞

x

√
1 + u2u3

du
,en posant les fon
tions de 
lasse C1 sur [x, +∞[, dé�nies pour tout u ∈ [x, +∞[ par :

α(u) =
√

1 + u2, α′(u) =
u√

1 + u2
, β(u) = − 1

2u2
, β′(u) =

1

u3
.On a : ∀u ∈ [x, +∞[, α(t)β(t) = −

√
1 + u2

2u2
∼

u∞
− 1

2u
.Ainsi, αβ admet une limite, égale à 0, en +∞. L'existen
e de 
ette limite nous autorise à fairel'intégration par parties dire
tement sur -l'intégrale impropre, et on obtient :

I(x) =
[

−
√

1 + u2

2u2
−
]lim+∞

x
+

1

2

∫ +∞

x

du

u
√

1 + u2
=

√
1 + x2

2x2
+

1

2

∫ +∞

x

du

u
√

1 + u2
.On obtient don
 : ∀x ∈ R

∗
+, 2f(x) = 2x2I(x) =

√

1 + x2 + x2

∫ +∞

x

du

u
√

1 + u2
.En reprenant la relation de la question 3(b), on obtient alors, pour tout x > 0 :

f ′(x) = x

∫ +∞

x

du

u
√

1 + u2
.Puisque l'intégrande est stri
tement positive 
ontinue sur [x, +∞[, l'intégrale est stri
tement positive,don


∀x > 0, f ′(x) > 0.Ainsi, f est stri
tement 
roissante sur ]0, = ∞[.Cela dit, 
'est bien 
ompliqué pour en arriver là, 
ar il su�sait de 
onstater que si x < y, alors pourtout t ∈ R+, fx(t) < fy(t), et la stri
te positivité de l'intégrale permet de 
on
lure...4. Étude lo
ale de f et f ′ en 0(a) On refait une intégration par partie, en posant α et β les fon
tions de 
lasse C1 sur [x, +∞[ dé�niesde la façon suivante : pour tout t > x,
α(u) = (1 + u2)−

1
2 α′(u) = −u(1 + u2)−

3
2 , β(u) = lnu, β′(u) =

1

u
.4



Nous avons :
∀u ∈ [x, +∞[, α(u)β(u) = (1 + u2)−

1
2 lnu ∼

u∞

lnu

u
,don
, d'après les 
roissan
es 
omparées, αβ admet une limite nulle en +∞. On peut don
 en
oreune fois e�e
tuer l'intégration par parties dire
tement sur l'intégrale impropre, et

∫ +∞

x

du

u
√

1 + u2
=
[

(1+u2)−frac12 lnu
]lim+∞

x
+

∫ +∞

x

u lnu

(1 + u2)
3
2

du = − lnx√
1 + x2

+

∫ +∞

x

u lnu

(1 + u2)
3
2

du.Remarquez que le théorème d'intégration par partie nous assure de la 
onvergen
e en la borne
+∞ de l'intégrale obtenue. Ainsi, la fon
tion intégrée étant 
ontinue ailleurs, il su�t de véri�er la
onvergen
e de l'intégrale ∫ +∞

0

u ln(u)

(1 + u2)
3
2

du en la borne 0. Or, puisque u lnu → 0 en 0, la fon
tion
u 7→ u ln(u)

(1+u2)
3
2

peut se prolonger par 
ontinuité en 0 (en la dé�nissant égale à 0 en 0). Ainsi, l'intégrale
∫ +∞

0

u ln(u)

(1 + u2)
3
2

du est faussement impropre en 0, don
 
onvergente en 
ette borne.(b) Lorsque x → 0+, − lnx√
1 + x2

tend vers −∞ et ∫ +∞

x

u lnu

(1 + u2)
3
2

du. tend vers une limite �nie, don
est négligeable devant − lnx√
1 + x2

. Ainsi, l'égalité de la question pré
édente amène :
∫ +∞

x

du

u
√

1 + u2
∼

x→0+
− lnx√

1 + x2
∼

x→0+
− lnx.En revenant à l'expression de f ′ trouvée en 3(
), on en déduit que

f ′(x) ∼
x→0+

−x ln(x).De même, on a :
x2

∫ +∞

x

du

u
√

1 + u2
∼

x→0+
−x2 lnx, et √

1 + x2 − 1 ∼
0+

x2

2
= o(−x2 lnx),don
, d'après l'expression trouvée en 3(
),

2f(x) − 1 ∼
x→0+

−x2 lnx don
: f(x) − 1

2
∼

x→0+
−x2 ln(x)

2
.(
) L'équivalent de f ′ nous assure, d'après les 
roissan
es 
omparées, que f ′ tend vers 0 en 0. Don
,d'après le théorème de prolongement des fon
tions de 
lasse C1, la restri
tion f|]0,+∞[ se prolongepar 
ontinuité en une fon
tion g de 
lasse C1 sur [0, +∞[ et véri�ant g′(0) = 0. Il su�t de montrerque 
e prolongement par 
ontinuité 
oïn
ide ave
 f , don
 que f est 
ontinue en 0.Cela provient du deuxième équivalent, qui assure que f tend vers 1

2 en 0, 
e qui 
orrespond au 
al
uldire
t de f(0) (question 1(a) ave
 a = 2).Ainsi, f|[0,+∞[ est de 
lasse C1, don
 f est dérivable à droite en 0 ave

f ′

d(0) = 0 = lim
x→0+

f ′(x).Par parité, on a aussi la dérivabilité à gau
he, et les égalités :
f ′

g(0) = 0 = lim
x→0−

f ′(x).Ainsi, puisque f ′
d(0) = f ′

g(0) = 0, f est dérivable en 0, et les limites 
i-dessus amènent :
f ′(0) = 0 = lim

x→0
f ′(x).Ainsi, f est dérivable en 0, et f ′ est 
ontinue en 0.Comme on avait déjà le 
ara
tère C1 sur ]0, +∞[, on en déduit que f est de 
lasse C1 sur [0, +∞[, etmême sur R, par parité. 5



Problème � (E
ri
ome 2007) �Préliminaire1. La dé�nition de la 
ovarian
e amène, pour toutes variables admettant une varian
e :
cov(X, X) = E(X2) − E(X)2 = V (X).De plus, on a 
lairement cov(X, Y ) = cov(Y, X), et par linéarité de l'espéran
e, cov(λX + X ′, Y ) =

λcov(X, Y )+cov(X ′, Y ), et de même pour la deuxième variable (à redémontrer, 
ar 
e n'est au programmeque pour les variables dis
rètes). Don
, on peut utiliser la propriété de bilinéarité de la 
ovarian
e pourobtenir :
V (λX+Y ) = cov(λX+Y, λX+Y ) = λ2cov(X, X)+2λcov(X, Y )+cov(Y, Y ) = λ2V (X)+2λcov(X, Y )+V (Y ).2. (a) Soit X et Y deux variables aléatoires �xées admettant une varian
e. La varian
e étant toujourspositive, le polyn�me 
i-dessus en λ est toujours positif ou nul, et don
 admet au plus une ra
ineréelle. Ainsi, son dis
riminant ∆ est négatif ou nul, don
 :

0 > ∆ = 4cov(X, Y )2 − 4V (X)V (Y ), don
: V (X)V (Y ) 6 cov(X, Y )2.(b) Cette inégalité est une égalité si et seulement ∆ = 0, don
 si et seulement si il existe une valeur(unique) λ telle que V (λX +Y ) = 0, don
 telle que λX +Y soit une variable quasi-
ertaine de valeur
C. Ainsi, Y dépend de X de façon a�ne (presque sûrement) : Y = C − λX .Partie I � Étude d'une fon
tion de deux variables1. Sur l'ouvert ]0, A[×]0, +∞[ Ln 
oïn
ide ave
 la fon
tion (a, b) 7→ 1

bn e−
1
b (−na+S).

• La fon
tion b 7→ 1
bn est de 
lasse C1 sur ]0, +∞[, don
 la fon
tion de deux variables (a, b) 7→ 1

bn est de
lasse C1 sur ]0, A[×]0, +∞[.
• La fon
tion (polynomiale) (a, b) 7→ −na + S est de 
lasse C1 sur ]0, A[×]0, +∞[, ainsi que la fon
tion

(a, b) 7→ 1
b
(pour la même raison que le premier point). Ainsi la fon
tion (a, b) 7→ − 1

b
(−na + S) est de
lasse C1 sur ]0, A[×]0, +∞[, en tant que produit de deux fon
tions qui le sont.

• La fon
tion exponentielle est de 
lasse C1 sur son domaine, don
, par 
omposition, la fon
tion (a, b) 7→
e−

1
b (−na+S) est de 
lasse C1 sur ]0, A[×]0, +∞[.

• Ainsi, Ln est de 
lasse C1 sur ]0, A[×]0, +∞[, en tant que produit de deux fon
tions qui le sont.
• De plus, ]0, A[×]0, +∞[ est un ouvert en tant que produit 
artésien de deux ouverts.La fon
tion Ln étant de 
lasse C1 sur ]0, A[×]0, +∞[, on peut 
al
uler ses dérivées partielles :

∀(a, b) ∈]0, A[×]0, +∞[, ∂Ln∂a(a, b) =
n

bn+1
e−

1
b (−na+S)Ce 
al
ul est su�sant, puisque 
ette dérivée partielle ne peut pas s'annuler sur ]0, A[×]0, +∞[ (elle esttoujours stri
tement positive). Ainsi, ∇Ln ne s'annule pas sur ]0, A[×]0, +∞[, don
 Ln, de 
lasse C1 surun ouvert, n'admet pas de point 
ritique sur 
et ouvert, don
 pas d'extremum lo
al (don
 a fortiori pasd'extremum global) sur 
et ouvert.2. Soit b > 0 �xé. Alors la fon
tion a 7→ − 1

b
(−na + S) est stri
tement 
roissante sur [0, A] (droite de
oe�
ient dire
teur n

b
> 0), don
, l'exponentielle étant 
roissante, et b étant �xé, la fon
tion a 7→ Ln(a, b)est stri
tement 
roissante sur [0, A]. On en déduit que :

∀a ∈ [0, A[, Ln(a, b) 6 Ln(A, b).Cela est vrai quelle que soit la valeur �xée de b dans ]0, +∞[. Ainsi :
∀a ∈ [0, A[, ∀b ∈]0, +∞[, Ln(a, b) < Ln(A, b).Soit maintenant a ∈]A, +∞[, et b > 0. Alors Ln(a, b) = 0 et Ln(A, b) > 0, don
 on a en
ore Ln(a, b) <

Ln(A, b). 6



3. La fon
tion g est dé�nie par :
∀b ∈]0, +∞[, g(b) =

1

bn
e−

1
b (−nA+S).

g est une fon
tion de 
lasse C1 sur ]0, +∞[, et :
∀b ∈]0, +∞[, g′(b) =

−n

bn+1
e−

1
b (−nA+S) +

−nA + S

b2bn
e−

1
b (−nA+S) =

−n(A + b) + S

bn+2
e−

1
b (−nA+S).Puisque par hypothèse, S − nA > 0, la fon
tion g est don
 stri
tement 
roissante sur ]0, S−nA

n
] etstri
tement dé
roissante sur ]S−nA

n
, +∞[. Ainsi, g admet un maximum absolu sur ]0, +∞[ au point

b0 = S−An
n

= S
n
− A.4. Soit alors un point (a, b) quel
onque de ]0, +∞[×]0, +∞[. Alors

Ln(a, b) 6 Ln(A, b) = g(b) 6 g(b0) = Ln(A, b0).De plus, si (a, b) 6= (A, b0), soit a 6= A, et dans 
e 
as, la première inégalité est stri
te, soit b 6= b0, etdans 
e 
as, la deuxième inégalité est stri
te. Ainsi, on a, pour tout (a, b) ∈ (R∗
+)2, Ln(a, b) 6 Ln(A, b0),ave
 égalité si et seulement si (a, b) = (A, b0). Don
 Ln présente au point (A, b0) (et en 
e seul point) unmaximum absolu. On a don
 a0 = A et b0 = S

n
− A.Partie II � Étude d'une loi1. • fa,b est évidemment positive ou nulle sur R

• fa,b est 
ontinue sur ] −∞, a[ (
oïn
ide sur 
et ouvert ave
 la fon
tion nulle) et sur ]a, +∞[ (
oïn
idesur 
et ouvert ave
 la fon
tion x 7→ 1
b
e−

x−a
b , 
ontinue, en tant que 
omposée de fon
tions 
ontinues).Don
 fa,b admet au plus un point de dis
ontinuité, au point a. Don
 fa,b est 
ontinue presque partout.

• On a :
∫ +∞

−∞

fa,b(x) dx =
1

b

∫ +∞

a

e−
x−a

b dx.E�e
tuons le 
hangement de variable a�ne stri
tement 
roissant (don
 valide) t = x − ab, don
 dx =
b dt. La nature de l'intégrale 
i-dessus est alors la même que la nature de l'intégrale

∫ +∞

0

e−tb dt,qui est 
onvergente en tant qu'intégrale Γ(1). Ainsi, ∫ +∞

−∞

fa,b(x) dx 
onverge, et
∫ +∞

−∞

fa,b(x) dx =
1

b
· b · Γ(1) = Γ(1) = 0! = 1.Don
 fa,b est bien une densité de probabilité.2. On a, pour tout x < a, FX(x) = 0, et :

∀x > a, FX(x) =
1

b

∫ x

a

e−
t−a

b dt =
[

− e−
t−a

b

]x

a
= 1 − e−

x−a
b .3. On pose Y = X − a. On a, pour tout y de R :

P (Y 6 y) = P (X−a 6 y) = P (X 6 a+y) = FX(a+y)

{

1 − e−
a+y−a

b = 1 − e−
y
b si a + y > a i.e. y > 0

0 sinon.On re
onnaît la fon
tion de répartition d'une variable suivant une loi exponentielle de paramètre 1
b
:

X − a →֒ E
(

1
b

).Ainsi, E(Y ) = b et V (Y ) = b2, don
 E(X) = E(Y ) + a = b + a et V (X) = V (Y ) = b2.7



4. Soit p ∈ N, Par le 
hangement de variables y = x−a
b

, l'intégrale Ip =
1

b

∫ +∞

a

xpe−
x−a

b dx est de mêmenature que l'intégrale 1
b

∫ +∞

0
(by + a)p e−y dy.Or, 
ette intégrale possède une seul impropreté en +∞, par 
ontinuité de l'intégrande sur [0, +∞[, et

(by + a)p e−y ∼
y→+∞

bpyp.Ainsi, les fon
tions 
i-dessus étant positives, l'intégrale 1

b

∫ +∞

a

xpe−
x−a

b dx est de même nature que
∫ +∞

0

ype−y dy, qui 
onverge en tant qu'intégrale Γ(p + 1), ave
 p + 1 > 0. Ainsi, X admet un momentd'ordre p, pour tout p ∈ N.Soit p > 1. On e�e
tue une intégration par parties sur Ip, en posant les fon
tions de 
lasse C1 sur [a, +∞[ :
∀x ∈ [a, +∞[, u(x) = xp u′(x) = pxp−1 v(x) = −be−

x−a
b v′(x) = e−

x−a
b .D'après les 
roissan
es 
omparées, lim

x→+∞
u(x)v(x) = 0, don
 on peut faire l'intégration par parties surl'intégrale impropre dire
tement, et :

E(Xp) = Ip =
1

b

[

− bxpe−
x−a

b

]lim+∞

a
+

1

b

∫ +∞

a

bpxp−1e−
x−a

b dx = ap + bpE(Xp−1).5. Simulation de la loi E(a, b).(a) Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1[. On a alors :
∀y ∈ R, FU (y) =











0 si y < 0

y si y ∈ [0, 1[

1 si y > 1.Soit X = −b ln(1−U) + a. On a U(Ω) = [0, 1[, don
 ln(1−U)(Ω) =]−∞, 0], don
 X(Ω) = [a, +∞[,puisque b > 0.Ainsi, pour tout x < a, FX(a) = 0.Soit x > a. Alors :
P (X 6 x) = P (−b ln(1 − U) + a 6 x) = P (−b ln(1 − U) 6 x − a) = P (ln(1 − U) > −x − a

b
)

= P (1 − U > e−
x−a

b ) = P (U 6 1 − e−
x−a

b ).Comme x > a, −x−a
b

6 0, don
 e−
x−a

b ∈]0, 1], don
 1 − e−
x−a

b ∈ [0, 1[. Ainsi :
FX(x) = FU

(

1 − e−
x−a

b

)

= 1 − e−
x−a

b .On re
onnaît don
 la fon
tion de répartition d'une variable aléatoire suivant une loi E(a, b).Par 
onséquent, −b ln(1 − U) + a →֒ E(a, b).(b) fun
tion tirage(a,b:real):real;begintirage:= -b * ln(1-random)+a;end;Partie III � Estimation des paramètres a et b1. beginrandomize;readln(a,b,n);X:=tirage(a,b);S:=X; 8



Y:=X;for i:=2 to n dobeginX:=tirage(a,b);S:=S+X;if X > Y then Y:=X;end;end.2. • On a, par linéarité de l'espéran
e : E(Sn) =
n
∑

i=1

E(Xi) = n(a + b).
• Les variables Xi étant mutuellement indépendantes, on a : V (Sn) =

∑n
i=1 V (Xi) = nb2.3. Pour tout i ∈ [[1, n]], Xi − a →֒ E

(

1
b

)

= Γ(b, 1), et 
es variables sont mutuellement indépendantes. Don
,par stabilité de la loi Γ,
(X1 − a) + (X2 − a) + · · · + (Xn − a) →֒ Γ(b, n) don
: Sn − na →֒ Γ(b, n)On en déduit que pour tout x ∈ R, si F désigne la fon
tion de répartition d'une variable suivant la loi

Γ(b, n) :
P (Sn 6 x) = P (Sn − na 6 x − na) = F (x − na).Par dérivation (presque partout), on obtient une densité de Sn :

∀x ∈ R, fSn(x) = f(x − na),où f est une densité d'une variable suivant Γ(b, n). Ainsi :
∀x ∈ R, fSn(x) =

(x − na)n−1

bnΓ(n)
e−

x−na
b =

(x − na)n−1

bn(n − 1)!
e−

x−na
b .4. Soit x ∈ R. Alors

P (Yn 6 x) = 1 − P (Yn > x) = 1 − P

(

n
⋂

i=1

[Xi > x]

)

= 1 −
n
∏

i=1

P (Xi > x),par mutuelle indépendan
e des Xi. Ainsi
P (Yn 6 x) = 1 − (1 − FX(x))n = 1 −

(

e−
x−a

b

)n

= 1 − e−
x−a
b/n .Ainsi, Yn suit une loi E (a, b

n

).On en déduit : E(Yn) = a + b
n
et V (Yn) = b2

n2 .5. (a) On a don
 :
bYn(a) = E(Yn) − a =

b

n
et rYn(a) = V (Yn) + bYn(a)2 =

2b2

n2
.(b) Soit X une variable admettant un moment d'ordre 2. L'inégalité de Markov s'é
rit, pour une variablepositive, d'espéran
e non nulle :

P (X > λE(X)) 6
1

λ
.On a vu également le 
orollaire suivant (obtenu en posant λ = 1

E(X) ) :
P (X > ε) 6

E(X)

ε
.Ainsi, étant donné ε > 0,

P (|Yn − a| > ε) = P ((Yn − a)2 >
2) 6

E((Yn − a)2)

ε2
=

rYn(a)

ε2
.Ainsi, d'après le théorème d'en
adrement, le risque quadratique étant de limite nulle, et les proba-bilités étant positives, on en déduit que

lim
n→+∞

P (|Yn − a| > ε) = 0.De plus, la limite du biais est nulle aussi, don
 Yn est une suite d'estimateurs de a, asymptotiquementsans biais, et 
onvergente. 9



6. On pose Zn = Sn

n
− Yn.(a) On a : E(Zn) = E(Sn)

n
− E(Yn) = (a + b) − a − b

n
= b

(

1 + 1
n

), don
 :
bZn(b) = b +

b

n
− b =

b

n
.(b) On a :

V (Zn) = V

(

Sn

n
− Yn

)

= V

(

Sn

n

)

+ V (Yn) − 2cov

(

Sn

n
, Yn

)

=
b2

n
+

b2

n2
− 2

n
cov(Sn, Yn).Ainsi,

rZn(b) = V (Zn) + bZn(b) =
b2

n
+

b2

n2
− 2

n
cov(Sn, Yn) +

b2

n2
=

2b2

n2
+

b2

n
− 2

n
cov(Sn, Yn).(
) D'après le prélimiaire, on a :

|cov(Sn, Yn)| 6
√

V (Sn)V (Yn) =
√

nb2 · b

n
=

b2

√
n

.Don
 cov(Sn, Yn) tend vers 0. Il en est de même des autres termes de rZn(b), don

lim

n→+∞
rZn(b) = 0On a 
lairement lim

n→+∞
bZn(b) = 0, don
 (Zn) est asymptotiquement sans biais, et en utilisant lemême raisonnement que pré
edemment (à l'aide de l'inégalité de Markov), pour tout > 0 :

0 6 P (|Zn − b| > ε) = P ((Zn − b)2 > ε2) 6
E((Zn − b)2)

2
=

rZn(b)

ε2
→ 0,d'où la 
onvergen
e de (Zn) en tant que suite d'estimateurs de b.7. Pour un é
hantillon donné (x1, . . . , xn), ave
 min{x1, . . . , xn} 6= max{x1, . . . , xn}, 
orrespondant à uneréalisation des n variables aléatoires X1, . . . , Xn, on dé�nit la fon
tion L sur [0, +∞[×]0, +∞[ par :

L(a, b) =

n
∏

i=1

fa,b(xi).(a) On a, si min(x1, . . . , xn) > a (don
 si pour tout i, xi > a : (don
 xi > a) :
L(a, b) =

n
∏

i=1

fa,b(xi) =
n
∏

i=1

1

b
e−

xi−a

b =
1

b2
e
−

n
P

i=1

xi−a

b
=

1

b2
e−

S−na
b ,où S =

n
∑

i=1

xi. En revan
he, si min(x1, . . . , xn) < a, il existe i tel que xi < a, et fa,b(xi) = 0, don

L(a, b) = 0. Ainsi, la fon
tion L est égale à Ln ave
 S = x1 + · · · + xn, et A = min(x1, . . . , xn). Cesvaleurs S et A véri�ent bien

S =
n
∑

i=1

xi >

n
∑

i=1

min(x1, . . . , xn) = nA,l'inégalité étant stri
te, 
ar la minoration est stri
te pour au moins un des termes xi, puisque
min(x1, . . . , xn) 6= max(x1, . . . , xn).(b) L'estimation de a obtenue à l'aide de Yn est :

ã = Yn(ω) = min(X1(ω), . . . , Xn(ω)) = min(x1, . . . , xn) = A = a0,et l'estimation de b est :
b̃ = Zn(ω) =

Sn(ω)

n
− Yn(ω) =

x1 + · · · + xn

n
− min(x1, . . . , xn) =

S

n
− A = b0.10


