LyCEe LA BRUYERE, VERSAILLES Samedi 27 mars 2010.
ECS 2 — Mathématiques

Correction du Devoir Surveillé n° 8
Epreuve de type « Ecricome »

Exercice 1 — (Ecricome 2006)

Exercice sans aucune difficulté, mais qui, d’aprés le rapport du jury, a été loin d’étre bien traité par les candidats
I’année ou il est tombé...

A. Quelques propriétés de f*
1. Soit (x,y) € (R3)?, de coordonnées X et Y. La matrice colonne des coordonnées de f(z) est MX, et
celle des coodronnées de f*(y) = 'MY. Ainsi :
(f(2),y) = (MX)Y = X MY = (z,f"(y)).

2. Soit g un endomorphisme vérifiant cette relation. Alors, pour tout (x,y) € (R3)2,

(f(@),y) = (=, () = (z,9(y)) -

En particulier, en renommant pour plus de simplicité d’écriture (by, b2, b3) la base canonique,

Vy € jo Vie [[173]17 <f*(y)7bi> = <g(y)7bi>'

Or, la base canonique étant une base orthonormale, on en déduit que :

3 3
Yy e RS, F7(y) =D (1), b= {g(y),bi) bi = g(v).
i=1 i=1
Ainsi, f* = g, ce qui prouve bien l'unicité de g vérifiant cette propriété.
3. Soit F un sous-espace vectoriel de R? stable par f (c’est-a-dire tel que f(F) C F).
(a) Soit (z,y) € F x F+. On a:
(z, /" (y)) = (f(x),y) =0,
car par stabilité de F, f(z) € F, donc f(z)Ly.

(b) Par conséquent, soit y € F'*. Alors, pour tout z € F, (x, f*(y)) = 0, donc x L f*(y). Cela étant vrai
pour tout = de F, il en résulte que f*(y) € FX. Ainsi, F'* est stable par f*.

B. Réduction des matrices d’un ensemble &

1. e L’ensemble £ est évidemment un sous-ensemble de £(R3).
e L’endomorphisme nul est clairement dans £ (avec a = b =c¢ = 0), donc £ # &
e Soit f et g dans £. Il existe u = (a,b,c) et v = (a’,V', ') tels que f = f, et g = f,. Soit A € R. Alors
la matrice de f + Ag dans la base canonique est :

a+Xa’ b+ c+ N\
Myixo=|c+Ad a+Xrd b+
b4+ A c+ X a+ X

Ainsi, fu, + Afy = futrv, donc c’est aussi un élément de £.
Par conséquent, £ est un sous-espace vectoriel de £(R3).

2. Clairement tM(aJ,)c) = M(a,c,b): donc f(*a,b,c) = f(a,c,b) ef.



3. (a)

Notons [z]p... le vecteur colonne des coordonnées d’un vecteur  dans la base canonique. On a, pour
tout u € R3 :

1 1 a+b+c
=—|a+b+c|=(a+b+c)es.
1 V3 a+b+ec

1 a b
[fu(el)]b.c.:ﬁ Z ch

[SE S R

Comme €7 est non nul, il en résulte que e; est un vecteur propre de f,, associé a la valeur propre
a+b+c.

Soit u € R3. Soit x € D. Il existe v tel que z = ve;. Comme e; est un vecteur propre associé i une
certaine valeur propre A, il vient

fu(z) =vfu(er) =vdey € D.

Ainsi, D est stable par f,.
Vous m’avez fait rectifier trop vite : il n’y avait pas d’étoile.

Soit u dans R3, u = (a, b, c), et soit v = (a,c,b). Alors D est stable par f,, donc D est stable par
f{;k = fu-

x
Soit v € R3, de coordonnées V = | y | dans la base canonique. Alors
z
1
vEDt = 01D <= vle < <V, 1 >—O<:>a:+y+2—0.
1
Ainsi, D+ est le plan d’équation = +y + z = 0.
1 1
Les coordonnées | —1 | et | 1 | vérifient bien ’équation de la question précédente. Donc ¢ — j et
0 -2

i+ j — 2k sont des éléments de DL. De plus, e; et es sont colinéaires respectivement & ces deux
vecteurs. Donc ils sont dans Dt.

Par ailleurs :

1
1
® (€2,€C3 =—(1 —-10 1 :0,
(€2, €3) \/ﬁ( ) 4
] 1
. <62,62>:§(1 —10)[-1]=1,donc|es] =v1=1
0
1 1
. <eg,eg>:6(1 1 —2)( 1 | =1,donc|es]| =v1=1
-2

Donc (ez, e3) est une famille orthonormale de D+ (donc en particulier libre), et de plus, D+ étant
le supplémentaire orthogonal dans R? d’une droite, D+ est de dimension 2. Ainsi, cette famille libre
de cardinal 2 est une base de D1, et cette base est orthonormale.

On vérifie rapidement qu’on a aussi ||e1]|> = 1, donc e; est un vecteur unitaire de la droite D, donc
(e1) est une base orthonormale de D. Ainsi, la juxtaposition d’une base orthonormale de D et d’une
base orthonormale de D+ étant une base orthonormale de R3, il en résulte que (e, ez, e3) est une
base orthonormale de R3.

e Puisque e est un vecteur propre de f,, il existe e tel que f,(e1) = ee; = eeq + 0ea + Oes, d’ou la
premiére colonne.
e Puisque D+ est stable par f,, fu(e2) € D, et comme (e, e3) est une base de D+, il existe (f, h)
des réels tels que
fu(e2) = Oe1 + fea + hes,

d’ou la deuxiéme colonne.
e De méme pour f,(es).



Exercice 2 — (Ecricome 2009)

1. Domaine de définition de f

(a) La fonction exponentielle étant continue sur R, cette intégrale n’admet qu’une impropreté en +o0o.

Soit A € R% . Alors
A —at 1 A 1
/ e dt = [_e ] =—(1—e"%).
0 a Jlo a

Cette expression admet une limite lorsque A tend vers +oo, car —aA tend vers —oo (puisque a > 0).
Donc l'intégrale converge, et
+oo 1
/ e M dt ==,
0 a

(b) Soit = un réel fixé. Soit f, la fonction définie sur Ry par : Vt € Ry, f.(t) =e V1 + 222,
La fonction f, est continue sur R, , donc l'intégrale admet une unique impropreté en +oo. De plus,
e siz=0, /+oo fo(t) dt = /+oo e 2t dt, et cette intégrale converge d’aprés la question précédente.
o siz#0, ai)ors 2% >0, doncol = o(z%e?!), donc
2 2t

1+ 2% ~ 2% donc: V14 222t ~ |zfe! donc: fe(t) ~ |zle™.
too too too

+oo
Or, d’apreés la question 1(a), 'intégrale / |z|e " dt converge, donc, par comparaison (les fonc-
0

+oo
tions considérées étant positives), / f(t) dt converge.
0

2. Branche infinie de la courbe représentative de f

(a) Soit > 0 et t > 0. Toutes les quantités de ’encadrement & démontrer étant positives, cet encadre-
ment équivaut & ’encadrement obtenu en élevant au carré :

—t\ 2 —2t
e e
z2e?t <1+ x2e?t < | zet + =— =z%e® +1+ —.
2x 422
Cet encadrement est évidemment vérifié!
(b) L’encadrement de la question précédente ameéne :
o3t
V(z,t) e R x Ry, me " < fo(t) <ze '+ oy
x

d’ou, en intégrant cette inégalité, par croissance de l'intégrale, et toutes les intégrales étant conver-
gentes, d’aprés les questions 1(a) et 1(b),

1 [t

+o0 400
Vo € RY, :c/ e’ dtgf($)<w/ et + — e 3 dt.
0 0 2x 0

En utilisant la question 1(a), il vient alors : Vo € R, = < f(z) <z + e
x

(c) Nous avons donc, pour tout x € R*

1
0< <_7

donc, d’apreés le théoréme d’encadrement, lirf f(z) —x = 0, donc la courbe de f admet en +o0o
T— 100

une droite asymptote d’équation y = x, et se situe au dessus de cette asymptote.

3. Dérivabilité et monotonie de f

(a) Soit x strictement positif. La fonction ¢ : t — e’ est strictement croissante sur R, et de classe C!,
bijective de R, sur [z, +o00[. Ainsi, le changement de variable u = ze! est valide, et du = xe® dt. On

obtient : N i
f(x):xz/ 33tVl+$262t$etdt:x2 —3v1—|—u2du.
0 r°e u

x



(b) e La fonction u — u% 1 + u? étant continue entre 1 et x, pour tout = > 0, elle est primitivable, et

une primitive (celle s’annulant en 1) est donnée par :
1
g:xl—>/ —V1+u? du.
1 u

Cette primitive est donc de classe C! sur ]0, +oo].
e Pour tout = €]0, 4o00],

e e
h(x):/ E\/l—FuQ du:/1 E\/l—FuQ du — g(z) = C — g(x),

ot C est une constante, et g est de classe C! sur |0, +oo[. Donc h est de classe C* sur ]0, 4+o0].
e Ainsi, f est le produit de la fonction « carré » et de la fonction h, toutes deux de classe C! sur

10, +o0[, donc f est de classe C! sur |0, +o0].
Avec les notations précédentes, on a :

+oo 2 2 2
1 2 V1 2 -1

Ve eR, f'(z)=2x —V1+u? du—ng/(I):—f(I)—x rr_ 1 (@) e .

x u x

3 x

(¢) On effectue une intégration par parties sur 'intégrale

/+°o VT a2

en posant les fonctions de classe C! sur [z, +o00], définies pour tout u € [z, +oo[ par :

1 1
o) = VIt )= B =5n F)=

V142 1

On a:Vu € [z,+oo, at)f(t) =— T T

Ainsi, a8 admet une limite, égale & 0, en +o00. L’existence de cette limite nous autorise a faire
I’intégration par parties directement sur -l’intégrale impropre, et on obtient :

V14 u? }hm+oo 1 [t du VitaZ 1 [t du

2u? 2

I.’L‘ = — + = +_ [
() z 2 ), uvl4u? 222 2 ). uvl+u?

Too du

- uv1 +u2’

En reprenant la relation de la question 3(b), on obtient alors, pour tout « > 0 :

On obtient donc : Vo € R, 2f(z) = 22°I(z) = /1 + 22 + 2?

+oo du

= w1+ u2’

Puisque l'intégrande est strictement positive continue sur [z, +oo], U'intégrale est strictement positive,
donc

fl@) ==

Vz >0, f'(x)>0.

Ainsi, f est strictement croissante sur |0, = ool.
Cela dit, c’est bien compliqué pour en arriver 13, car il suffisait de constater que si x < y, alors pour
tout t € Ry, fo(t) < fy(t), et la stricte positivité de l'intégrale permet de conclure...

4. Etude locale de f et f’ en 0

(a) On refait une intégration par partie, en posant « et 3 les fonctions de classe C* sur [z, +oo[ définies
de la fagon suivante : pour tout ¢t > z,

a(u) = (1+ UQ)_% o (u) = —u(l+ u2)_%, B(u) = Inu, B'(u) = %



Nous avons : )
Yu € [z, 400, a(u)Bu) = (1 +u2) 2 nu ~ =2

uoco U

donc, d’apreés les croissances comparées, a3 admet une limite nulle en +o0o. On peut donc encore
une fois effectuer 'intégration par parties directement sur l'intégrale impropre, et

—+oo
o [(1+u2)*”“12 1nu] =

e W= —— "
«  uVl4u? 14 u?)2 Vita? Jo  (1+u?)s

Remarquez que le théoréme d’intégration par partie nous assure de la convergence en la borne
400 de lintégrale obtenue. Ainsi, la fonction intégrée étant continue ailleurs, il suffit de vérifier la

lim oo oo ylnu Inz oo wlnu
_|_ .
z = (

oo wln(u)
convergence de l'intégrale / m du en la borne 0. Or, puisque uInu — 0 en 0, la fonction
0 +u®)z
U — % peut se prolonger par continuité en 0 (en la définissant égale 4 0 en 0). Ainsi, l'intégrale
+u®)?2

oo wln(u) .
(7 du est faussement impropre en 0, donc convergente en cette borne.
0

1+u2)2
Inx T ulnw
Lorsque x — 017, ————— tend vers —oco et / — du. tend vers une limite finie, donc
V1 + 2 = (1+wu?)2
Inx
est négligeable devant ————. Ainsi, I’égalité de la question précédente ameéne :
Feo du Inx 1
— ~ —— ~ —Inux.
P uv'1 —+ u2 r—0t V1 “+ :E2 r—0t
En revenant a l’expression de f’ trouvée en 3(c), on en déduit que
!
r) ~ —xln(x).
['() ~ —wn()
De méme, on a :
+oo du 2

e 2 1. ,X 2
S e A z“Inz, et Vit 10+ 5 = o(—z"Inz),

donc, d’apreés Pexpression trouvée en 3(c),

1 2?2 In(x)

2f(z)—1 ~ —z?lnz donc: r)—=— ~ ——

f( ) r—0T f( ) 2 z—0+ 2

L’équivalent de f’ nous assure, d’aprés les croissances comparées, que f’ tend vers 0 en 0. Donc,
d’aprés le théoréme de prolongement des fonctions de classe C!, la restriction J10,+00[ s€ prolonge
par continuité en une fonction g de classe C! sur [0, +oo| et vérifiant ¢’(0) = 0. I suffit de montrer
que ce prolongement par continuité coincide avec f, donc que f est continue en 0.
Cela provient du deuxiéme équivalent, qui assure que f tend vers % en 0, ce qui correspond au calcul
direct de f(0) (question 1(a) avec a = 2).
Ainsi, f|[0,400[ €st de classe C', donc f est dérivable & droite en 0 avec

Fi(0) = 0= lim f'(a).

z—0t

Par parité, on a aussi la dérivabilité & gauche, et les égalités :

f3(0)=0= lim f'(x).

x—0~

(0) =0, f est dérivable en 0, et les limites ci-dessus aménent :

7'(0) =0 = lim f'(a).

Ainsi, puisque f3(0) = f

Ainsi, f est dérivable en 0, et f’ est continue en 0.
Comme on avait déja le caractére C! sur |0, +oo[, on en déduit que f est de classe C* sur [0, +o0], et
meéme sur R, par parité.



Probléme — (Ecricome 2007) —
Préliminaire
1. La définition de la covariance ameéne, pour toutes variables admettant une variance :
cov(X,X) = E(X?) - B(X)? =V (X).

De plus, on a clairement cov(X,Y) = cov(Y, X), et par linéarité de lespérance, cov(AX + X'|Y) =
Acov(X,Y)+cov(X',Y), et de méme pour la deuxiéme variable (& redémontrer, car ce n’est au programme
que pour les variables discrétes). Donc, on peut utiliser la propriété de bilinéarité de la covariance pour
obtenir :

VAX+Y) = coviAX+Y, AX+Y) = Mcov(X, X)+2Acov(X, Y)+cov(Y,Y) = MV (X)+2X cov(X, Y)+V (V).

2. (a) Soit X et Y deux variables aléatoires fixées admettant une variance. La variance étant toujours
positive, le polynéme ci-dessus en A est toujours positif ou nul, et donc admet au plus une racine
réelle. Ainsi, son discriminant A est négatif ou nul, donc :

0> A =4cov(X,Y)? —4V(X)V(Y), donc:  V(X)V(Y) < cov(X,Y)2.

(b) Cette inégalité est une égalité si et seulement A = 0, donc si et seulement si il existe une valeur
(unique) A telle que V(AX +Y) = 0, donc telle que AX 4+ Y soit une variable quasi-certaine de valeur
C. Ainsi, Y dépend de X de fagon affine (presque strement) : Y = C — A X.

Partie I — Etude d’une fonction de deux variables

1. Sur Pouvert )0, A[x]0, +o0[ L, coincide avec la fonction (a,b) — b—lne_%(_"“"rs).

e La fonction b — & est de classe C! sur |0, +oo|, donc la fonction de deux variables (a,b) — 7 est de
classe C! sur ]0, A[x]0, +o0].

e La fonction (polynomiale) (a,b) — —na + S est de classe C* sur |0, A[x]0, 400, ainsi que la fonction
(a,b) — 1 (pour la méme raison que le premier point). Ainsi la fonction (a,b) — —3(—na + S) est de
classe C! sur ]0, A[x]0, 4+o00], en tant que produit de deux fonctions qui le sont.

e La fonction exponentielle est de classe C* sur son domaine, donc, par composition, la fonction (a,b) —
e~ 5(=1a+5) et de classe C! sur ]0, A[x]0, +oc].

e Ainsi, L, est de classe C' sur |0, A[x]0, +oc[, en tant que produit de deux fonctions qui le sont.

e De plus, 0, A[X]0, +00[ est un ouvert en tant que produit cartésien de deux ouverts.

La fonction L,, étant de classe C! sur |0, A[x]0, +oc[, on peut calculer ses dérivées partielles :

Y(a,b) €]0, A[x]0, +occ[, OLn0da(a,b) = bﬁle_%(‘"“”)

Ce calcul est suffisant, puisque cette dérivée partielle ne peut pas s’annuler sur ]0, A[x]0, +o00[ (elle est
toujours strictement positive). Ainsi, VL,, ne s’annule pas sur |0, A[x]0, 4+o0|, donc L,,, de classe C! sur
un ouvert, n’admet pas de point critique sur cet ouvert, donc pas d’extremum local (donc a fortiori pas
d’extremum global) sur cet ouvert.

2. Soit b > 0 fixé. Alors la fonction a — —¢(—na + S) est strictement croissante sur [0, A] (droite de
coefficient directeur 7 > 0), donc, 'exponentielle étant croissante, et b étant fixé, la fonction a — Ly (a,b)
est strictement croissante sur [0, A]. On en déduit que :

Va € [0, A, Ln(a,b) < L,(A,Db).
Cela est vrai quelle que soit la valeur fixée de b dans |0, +-o0o[. Ainsi :
Va € [0,A[, Vbe€]0,4+o00[, Ly(a,b) < L,(A,b).

Soit maintenant a €]A, +oo[, et b > 0. Alors L, (a,b) = 0 et L,(A,b) > 0, donc on a encore Ly,(a,b) <
L,(A,D).



3. La fonction g est définie par :

1
Vb €]0, 400, g(b) = b—ne—%<—"A+S>.

g est une fonction de classe C* sur |0, +oo], et :

N~ (-nats) | —nA+ Se—% —nA+S) _ —n(A+0b)+ Se—%(—nA-i-S)'

Vb €]0, +o0], gl(b) = pr+1 h2phn pn+2

Puisque par hypothése, S — nA > 0, la fonction g est donc strictement croissante sur ]0, S’n”A] et

strictement décroissante sur |5=24 4oo[. Ainsi, ¢ admet un maximum absolu sur ]0,+oo[ au point

n
by= S=An _ 5 _ 4

4. Soit alors un point (a,b) quelconque de |0, +00[x]0, +00[. Alors
Ln(a,b) < Ln(A,b) = g(b) < g(bo) = Ln (4, bo).

De plus, si (a,b) # (A,by), soit a # A, et dans ce cas, la premiére inégalité est stricte, soit b # by, et
dans ce cas, la deuxiéme inégalité est stricte. Ainsi, on a, pour tout (a,b) € (R%)?, Ly, (a,b) < L,(A, by),
avec égalité si et seulement si (a,b) = (A, bg). Donc L,, présente au point (A, bg) (et en ce seul point) un
maximum absolu. On a donc ag = A et by = % — A

Partie II — Etude d’une loi

1. e f,p est évidemment positive ou nulle sur R
e f. est continue sur | — 0o, af (coincide sur cet ouvert avec la fonction nulle) et sur Ja, +oo[ (coincide

. _z—a . . . .
sur cet ouvert avec la fonction x — %e 5, continue, en tant que composée de fonctions continues).
Donc f,,, admet au plus un point de discontinuité, au point a. Donc f, ; est continue presque partout.

e Ona: N N
/ fap(z) dz = 5/ e” v dz.

Effectuons le changement de variable affine strictement croissant (donc valide) t =  — ab, donc dz =
b dt. La nature de l'intégrale ci-dessus est alors la méme que la nature de l'intégrale

+oo
/ e~ b dt,
0

+oo
fap(x) dz converge, et
o0

qui est convergente en tant qu’intégrale I'(1). Ainsi, /

+o0 1
/ fap(z) do = 7 b-T(1)=T(1)=0'=1.

— 00

Donc fqp est bien une densité de probabilité.

2. On a, pour tout = < a, Fx(z) =0, et :

1 x t—a t— x z—a
Vo 2 a, Fx(:v):g/ e” dtz[—efT} =1l—-e"7 .

3. On pose Y = X — a. On a, pour tout y de R :

sia+y=>aiey>=0

1
P(ng)_P(X—aéy)—P(chH—y)—FX(cH—y){ ]
0 sinon.

On reconnait la fonction de répartition d’une variable suivant une loi exponentielle de paramétre % :
X—-a—=£&(3}).
Ainsi, E(Y) =bet V(Y) =b% donc E(X)=E(Y)+a=b+aet V(X)=V(Y) = b2



+oo o—a
4. Soit p € N, Par le changement de variables y = 3%, 'intégrale I), = 5/ zPe” % dx est de méme
a

nature que 'intégrale %f;oo (by + a)f e dy.
Or, cette intégrale posséde une seul impropreté en +oo, par continuité de 'intégrande sur [0, +o00[, et

(by+a)fe ¥ ~ bPyP.

Yy—+0o0

—+o0
. . . . ’ .-, . . , _zx—a A~
Ainsi, les fonctions ci-dessus étant positives, l'intégrale 7 / 2Pe” % dz est de méme nature que
a

—+o0
/ yPe™ ¥ dy, qui converge en tant qu’intégrale I'(p + 1), avec p + 1 > 0. Ainsi, X admet un moment

0
d’ordre p, pour tout p € N.
Soit p > 1. On effectue une intégration par parties sur I,,, en posant les fonctions de classe C* sur [a, +o0] :

r—a

Vi € [a, 400, u(z) =aP u'(z) = paP~? v(x) = —be” T

D’aprés les croissances comparées, lim wu(z)v(xz) = 0, donc on peut faire l'intégration par parties sur
r——+00

I’intégrale impropre directement, et :

1 z—a lim 4 oo 1 +oo x—a
B(XP) =1, = g[_ bare” ot | T 4 3/ bpaP~le™ T du = aP + bpE(XPY).

5. Simulation de la loi &(a, b).

(a) Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1[. On a alors :

0 siy<O0
VyeR, Fu(y)=<{y siyel0,1]
1 siy>1.

Soit X = =bIn(1 —U) +a. On a U(N) = [0, 1], donc In(1 - U)(R2) =] — o0, 0], donc X (2) = [a, +o0],
puisque b > 0.

Ainsi, pour tout z < a, Fx(a) = 0.

Soit z > a. Alors :

Comme z > a, —%5* < 0, donc e~ "7 €]0,1], donc 1 —e~ "5 € [0,1[. Ainsi :

Fx(z) = Fy (1 —e—’”E“) — 1 5"

On reconnait donc la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant une loi &(a, b).
Par conséquent, —bIn(1 — U) + a — &(a, ).
(b) function tirage(a,b:real):real;
begin
tirage:= -b * ln(l-random)+a;
end;

Partie III — Estimation des parameétres a et b

1. begin
randomize;
readln(a,b,n);
X:=tirage(a,b);
S:=X;



5.

Y:=X;
for i:=2 to n do
begin
X:=tirage(a,b);
S:=S+X;
if X > Y then Y:=X;
end;
end.
n
e On a, par linéarité de lespérance : E(S,) = > E(X;) = n(a + b).
i=1

e Les variables X; étant mutuellement indépendantes, on a : V(S,) = >, V(X;) = nb?.
Pour tout i € [1,n], X; —a — € (+) =T(b, 1), et ces variables sont mutuellement indépendantes. Donc,
par stabilité de la loi T,

(X1—a)+(Xo—a)+--+ (Xn—a) = T(b,n) donc: Sp —na — T'(b,n)
On en déduit que pour tout € R, si F' désigne la fonction de répartition d’une variable suivant la loi
L(b,n):
P(S, <z)=P(S, —na <z —na) =F(x —na).
Par dérivation (presque partout), on obtient une densité de S, :
Vo €R, fs,(z) = f(z - na),

ou f est une densité d’une variable suivant I'(b,n). Ainsi :
(I’ — na)"71 __m—na (.I — na)”fl __x—na
V ]R = b e b
TER, fou(®) = gy rn— 1) ¢

. Soit z € R. Alors

P(Yn<$)=1—P(Yn>$)=1—P<ﬁ[Xi>:E]> zl—ﬁP(Xi>x),

=1 =1

par mutuelle indépendance des X;. Ainsi

P(Y,<a)=1-(1—Fy(z)"=1— (e*%) —1—e 7.

Ainsi, Y,, suit une loi £ (a, %)
On en déduit : E(Y,) = a+ L et V(Y,) = &
(a) On a donc :
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by, (a) = E(Y,) —a= - et 1y, (a) =V (Y,) +by,(a) = 3
(b) Soit X une variable admettant un moment d’ordre 2. L’inégalité de Markov s’écrit, pour une variable
positive, d’espérance non nulle :

P(X > AE(X)) <

1
R
On a vu également le corollaire suivant (obtenu en posant A = ﬁ) :

Ainsi, étant donné ¢ > 0,

P(|Y, —a| >e) = P(Y, —a)? > 2) < E((YWEQ— a)?) _ ry22(a)_

Ainsi, d’aprés le théoréme d’encadrement, le risque quadratique étant de limite nulle, et les proba-
bilités étant positives, on en déduit que

lim P(|Y, —al >¢)=0.

n—-+o0o

De plus, la limite du biais est nulle aussi, donc Y,, est une suite d’estimateurs de a, asymptotiquement
sans biais, et convergente.



6. On pose Z,, =

-Y,.

_’"-
n

(a) Ona: EB(Z,) =28 _Bv,)=(a+b)—a—L=b(1+1), donc:

" ' ' 2 v 2
V(Z,) =V (S— - Yn) =V (S—) + V(Y,) — 2cov (S—,Yn) =—+—=- —cov(Sn,Y ).
n n n noon
Ainsi
2 v 2 b2 202 2 2
T'Zn (b) = V(Zn) =+ bZn(b) = E =+ ﬁ — —COV(Sn,Y ) = F =+ E — —COV(S»,“Y )

(c) D’apreés le prélimiaire, on a :

|cov(Sn, Yn) L i
v(Sh, <V =vnb? — = —.
‘n Vn

Donc cov(Sy,Ys) tend vers 0. Il en est de méme des autres termes de rz, (b), donc

lim rz, (b)=0

n—-+o0o

On a clairement hr—? bz, (b) = 0, donc (Z,,) est asymptotiquement sans biais, et en utilisant le
n—-1+0oo

meéme raisonnement que précedemment (& ’aide de l'inégalité de Markov), pour tout >0:

P(Zs —b| > £) = P((Zn —b)? > e?) < ZZn —2b)2) _ TZ;)(b) L0

d’ou la convergence de (Z,,) en tant que suite d’estimateurs de b.

7. Pour un échantillon donné (z1,...,x,), avec min{z1,...,2,} # max{x1,...,z,}, correspondant & une
réalisation des n variables aléatoires X1, ..., X,,, on définit la fonction L sur [0, +00[x]0, +-00[ par :

(a)

b) =[] fap(@:).
i=1

On a, si min(z1,...,2,) = a (donc si pour tout 4, x; > a : (donc z; > a) :

n
ou S = > ;. En revanche, si min(z1,...,z,) < a, il existe i tel que z; < a, et fqu(z;) = 0, donc

=1
L(a,b) = 0. Ainsi, la fonction L est égale & L,, avec S =z1 + -+ + xp, et A = min(zy,...,2,). Ces

valeurs S et A vérifient bien

n n
S = le > Zmin(zl,...,xn) =nA,
i=1 i=1

Iinégalité étant stricte, car la minoration est stricte pour au moins un des termes z;, puisque
min(xy,...,%,) # max(Ty,...,T,).

L’estimation de a obtenue & I'aide de Y, est :
a=Y,(w)=min(X;(w),..., X,(w)) =min(zy,...,2,) = A = ag,
et 'estimation de b est :

(=l
N
£
I
|
EN
£
I

—min(zy,...,T,) =
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