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ECS 2 — Mathématiques

Correction du Devoir Surveillé n° 8
Epreuve de type « Parisiennes »

Probléme - (HEC-ESSEC-EAP 2009, Maths 2)
Préliminaire

Tout d’abord, Y prenant un nombre fini de valeurs, E(Y) existe. De plus,

N-1 N-1 N N (-1 N
PIYy>k)=>_ > Py=0= > = :Z P(Y = LP(Y =0) = E(Y).
k=1 k=0 £=k+1 0<k<l<N =1 k=0 /=1
De méme,
N-1 N (-1 N N
2k+1)PY > k) =Y "> (2k+1)P(Y = :Z (=1)+OPY =)= (PPY =() = E(Y?).
k=0 =1 k=0 =1 =1

Partie I — Inf et Sup

Une remarque prélimiaire aux calculs de cette partie : le cas NV = 1 est un peu spécial, du fait de ’expression
spécifique de d,,(1). On peut vérifier trivialement ce cas & part, les variables U; étant dans ce cas des variables
constantes. On peut aussi constater que par convention, ’expression de d,,(N) sous forme d’une somme est
aussi valable pour N = 1, une somme vide étant par convention égale & 0. Ainsi, le cas N = 1 rentre en fait
dans le cas général.

1. U; suit une loi uniforme discréte sur [1, N, donc E(U;) = ,et V(Uy) = 2_1.
2. (a) Soit k € [1,N].

P(T, < k) = P(sup(Uy,...,Un) < k)= P([U; <K N---N[U, <E]).

Les U; étant mutuellement indépendants, on en déduit que :

Or pour tout 7 € [1, N],

Par conséquent

(b) Ainsi, la loi de T, est décrite par :

T.(Q) =[1,N] e Vke[2,N], P(T,=k)=P(T,<k)—P(T, <k-1)= (%)n— (%)

Cette expression est encore valable pour k = 1, puisque dans ce cas le deuxiéme terme est nul.



3.

(a) La valeur N étant fixée, la somme définissant d,,(N) posséde un nombre fini et constant de termes.

De plus, chacun de ces termes est le terme d’une suite géométrique, de raison %, avec k € [1,N —1],

donc de raison comprise dans 'intervalle ]0, 1[. Par conséquent, ces suites géométriques tendent vers
0, et les régles sur les limites de sommes finies aménent :

N-1 PN
Jim dy(N) = ; i (N) =Y 0=0.
(b) T, prenant un nombre fini de valeurs, F(T,,) existe, et, d’aprés le préliminaire :

N

N N k n
=> P(T,>k) Z(l—P(Tngk)):N—Z<N> = N —d,(N).
k=1

k=1 k=1

Par conséquent, d’apreés la limite trouvée pour (d,,(N)),

lim E(T,)=N.

n—-+4oo
(c) On calcule dans un premier temps le moment d’ordre 2, toujours en utilisant le préliminaire :

N N N k n
E(T?)=> (2k+1)P(T, > k) =Y (2k+1) Z2k+1( )

k=1 k=1 k=1

D’aprés la formule de Konig-Huygens, on en déduit que :

V(T,) = E(T?) — E(T,)* = N> = 2Nd,;1(N) — d,(N) — (N — d,,(N))?
= (2N — 1)dp(N) — dp(N)? —2Nd,, 11(N).
Comme lirf dn(N) =0, on en déduit que hr—? V(T,) = 0.

(d) Supposons N > 2. On rappelle que pour tout (r,s) € R% tel que r < s, on a r"™ = o(s™). Ainsi

wetya (L) =o((551))

On en déduit que

Ainsi,
_ n+1
b)) 1
dp(N) oo (%)" N
Or, pour tout n € N*,
V(Tn) dn+1(N)
=(2N —-1)—-2N —dn(N),
L)~ BN DR Gy T )

d’otl1, en passant a la limite :

1

TIACLY :(2N—1)—2N<1—N> —2N-1-2N+2=1.

n—+oo d,,(N)

Par conséquent, V(T,) o dn(N).



4. On a Z,(2) = [1, NJ. Soit k € [1, N]. De méme que pour T, on obtient

P(Z,>k) = ﬁP(Ui > k)= (W)n

P(Zo = k)= P(Zn > k) = P(Zn > k+1) = (N‘Tk“)n - <NT"“)H

Cette expression est encore valable pour k£ = N, du fait que le second terme est nul.
On se rend compte que Y;, = N + 1 — Z,, suit la méme loi que T, : en effet, Y,,(Q2) = [1, N], et

Vk € [LN], P(Yy=k) = P(N+1—Zy=k) = P(Zy = N+1—k) = (ﬁ)n_ (E)

N ~ = P(T, = k).
Ainsi, E(Y,,) = E(T,) = N —d,(N), et V(Y,,) = V(T},,). On obtient donc :
E(Z,) = N+1-E(Y;,) = 14+d,(N) et V(Z,) =(-1)*V(Y,) = (2N-1)d,(N)—d,(N)>*~2Nd,, 11 (N).

Retenez cette astuce permettant de comparer la loi du min et la loi du max, c’est valable
dés lors qu’on travaille avec une loi possédant une symétrie

5. A chaque tirage, on compare le résultat obtenu au maximum des précédents. Si on obtient un tirage
supérieur & ce maximum, c’est le nouveau maximum provisoire, sinon, le maximum provisoire n’est pas
modifié. Cela donne la fonction suivante (en supposant qu’on dispose d’une constante N définie dans
Pentéte). On suppose aussi que l'initialisation du générateur aléatoire par randomize se fait dans le copre
de programme.

function simulmax(n:integer) :integer;
var i,m,k:integer;
begin
m:=random(N)+1; {initialisation du max par la premiére valeur tirée}
for i:=2 to n do
begin
k:=random(N)+1;
if k>m then m:=k;
end;
simulmax:=m;
end;

Partie II — Couple (Inf , Sup)
1. On pose, pour tout n de N* et pour tout couple (k,¢) de N? :

(a) e Supposons que k < £. Alors :
[T, < k| C[Z, <.

En effet, si le maximum est inférieur a &, le minimum aussi, et a fortiori, il est inférieur & ¢. Ainsi

puis :

d’aprés la question I-2(a).



e supposons que k > £. Alors
[T, <KkN[Z, <O =T, <E\[T. <KEN[Z, = L+1],
d’ou
P([Tn < kN [Zn <)) = P(Ty < k) — P([T,, < kN [Z, > £+1]).

Or, 'événement [T, < k] N [Z, > £+ 1] est réalisé si et seulement si toutes les valeurs des U; sont
inférieures a k et supérieures & £ 4+ 1. Donc :

P([Tn<k]ﬁ[Zn>€+1]):P<ﬁ[€+l<Ui<k]>,

=1

d’ot, par indépendance des Uj;, et du fait qu’ils suivent une loi uniforme :

P([T. < kN [Z, >€+1]):ﬁP(€+1< U < k) = (’f_—f)"
i=1

N
= (-5

On en déduit bien que :

(b) On a:
@n(kvé)_F(Pn(k_lvé_1>_@n(k_1a€)_@n(ka€_1)
L k—1¢-1
i=1 j=1 =1 j=1
k—1 ¢ k (-1
- ZP(Tn:Zyzn:])_ZZP(Tn:%Zn:])
=1 5=1 =1 j=1

En associant la premiére et la derniére somme, ainsi que la deuxiéme et la troisiéme, on obtient :

k k—1
(pn(kaé)—i_spn(k_lu[_1)_9071(]{;_17()_ é_l ZP E)_ZP(Tn:ZuZn

=1
= P(Tn =k, Z, =0).

(c) e Sik</lalorsk—1<{l—1etk<l—1,etk—1</ Ainsi:

s =o= (3 + (52 - (5 () -

(logique : le minimum ne peut pas étre strictement plus grand que le maximum)
e Sik=/l alorsk</l k—1</letk—1</{—1, maisk >¢—1. Donc:

e (8 () - (52 () (552 - ()

Encore une fois, c’était prévisible, c’est la probabilité que toutes les variables aléatoires U; prennent
la valeur k.

e On peut constater que pour k = ¢, les deux expressions définissant ¢(k,¢) sont acceptables (le
deuxiéme terme dans la deuxiéme expression étant nul). Ainsi, si & > ¢, on a aussi k — 1 > ¢,
k—1>2/¢—1etk>¢—1,dou:

st (5 - () () - (5
() (5 () ()
() () (5

=0)



2. (a) D’apres le théoréme de transfert pour des couples de variables aléatoires discrétes :

N N
E(TnZn) =YY k(P(T, =k, Zy=1)

e (s (ot a5 )

Or, en faisant un changement d’indices j = k — ¢, et d’apreés les relations (i) (ii),

S () () (59)

= ﬁ j:l(k —NG=D"=2"+(G+1D")
= " = (k= 1)" = 1) = (k= DA" = k(k = 1) )_(N> -

i\f—l k n+1
=N> - (—) + N =N+ Ndpi1(N) = N1+ dpi1(N)).

N
k=1
_cov(Ty, Zy) . . g
(b) On rappelle que p, = (T (Zn)" Comme T,, et Z, ont méme variance, il vient :
_ E(MZ,) - E(TW)E(Zy) N +dn1(N)) = (N = dn(N))(1 + dn(N))
Pr V(T,) o0 dn(N)
dnJrl(N)
~ N —(N—-1)+d
S N N 1) ()
Or, d’aprés 1-3(d),
dpi1(N
i 2tV N -1,

n—+o0 dn(N) -

donc, comme d,,(N) est de limite nulle,

lim p, =0.

n=-+too
3. (a) L’événement [T, = k] étant non quasi-impossible pour k € [1, N], il vient :

(M)” + (k7€+1)7" _9 (kfe)”

N (ﬁ)”_]\](u)” sik >/
Pryon((za=)=PIzhZe=0 0 g7 7
[Tn=K]\[4n P(T, = k) (ﬁ) N"(u)n sik=/{
N N
0 sik <.

Ainsi, aprés simplifications :

k—0—-1D"+k—L+1)"=2(k-0)"

ik
1 [ r— sik >/
Pro-n(Zn=0)=¢q___ = ik=
[ r— si 14
0 sik </



(b) On en déduit l’expression de I’espérance conditionnelle :

E(Zy | [T, ZKP[T =1)(Zn = 1)

-1
:m <;£((k—€—1)"+(k—€+1)"—2(k—£)")+k>

1 k™
- (" —ktk) =
syl My vl

le calcul de la somme ayant été effectué en II-2(a). Ainsi,

1

E(Zn | [Tn = k]) = m

Partie III — Prévision

1. D’aprés la formule des probabilités totales sur le systéme complet ([T}, = k|)req,n], o0 a :
P([Wi(T}) = ti]) ZPTn_] T,) = tr) P(T,, = j).

Or, si [T, = j] est réalisé, alors 11, —, prend la valeur 0 pour ¢ # j et la valeur 1 pour ¢ = j. Par
conséquent, Wy (T},) prend la valeur t; Il faut alors supposer implicitement que les ¢; sont deux & deux
distincts, et il vient alors que si [T,, = j] est réalisé, alors [W,,(T},) = ti] ne peut pas étre réalisé, sauf si
j =k, et dans ce cas, on a ’assurance qu’il est réalisé. Ainsi :

1 sij=k

PTn:j(Wn(Tn) = tk) = { .
0 sinon.

Par conséquent, il vient :
P(Wi(Ty,) = tg]) = P(T,, = k).
2. On a, d’aprés le théoréme de transfert :

N 1

BE(Toi1 X Lpy—i) = Y Y AP(Togr = £, — = j)
=1 5=0

I
Mz

(P(Thy1=4,111,—) = 1)

o~
Il
-

I
WE

(P(Tpi1 =€, T, = k)

~
Il
—

I
] =

0Pp, —1(Tpiy = O)P(T), = k) = E(Tpy1 | [Th = k]) x P(T, = k).

o~
Il
—

3. (a) e Sik > j, 'événement [T;, = k] N [T,+1 = j] est impossible (car YVw € Q, T,41(w) > T,,(w)). Donc
P([T = k| N [Tnya = j]) = 0.

e Si k= j, événement [T,, = k] N [T,,+1 = j] est réalisé si et seulement si, I’événement [T, = k| est
réalisé, et U, 11 prend une valeur inférieure ou égale a k (cette valeur ne modifie pas la valeur du
maximum provisoire). Ainsi, T}, et U,41 étant indépendants,

P([ n = k] [ n+1 —k]) P(Tn =k,Unt1 < k) :P(Tn :k)P(UnJrl < k)

(6 -(5)




e Si k < j,lévénement [T, = k] N [T,+1 = j] est réalisé si et seulement si [T,, = k| est réalisé, et on
tire j au n + 1-iéme tirage, donc, toujours par indépendance :

PA(L, = K0 s =) = P = 0P =) = 1 ((5) - (B2,

(b) On obtient donc :

L osik<j

. P(T, =k, Thy1=J) N ]

P, =iy ([T = J]) = P(T, = k) = % sik=j
0 sik>j.

L’énoncé est un peu maladroit dans le sens ol ces probabilités conditionnelles peuvent étre obenues
de maniére directe, sans passer par la question précédente (si on y réfléchit bien, le raisonnement
précédent fournit assez facilement ces probabilités conditionnelles, et cela éviterait d’avoir & passer
par la loi de Ty,).

(c) On a donc :

N 2 N
E(Tuir | [T =K) = > P, =i ([Tnsa =i=5+ > N
j=1

j=k+
21 V! 2 (N —k—1)(N —k)
=—4+ = N-0)=—+(N—-k) -
N * N = ( ) N + ) 2N
Apreés simplifications, on obtient :
N+1 k*2—k
E(T, T,=k])=— .
(T | [0 = K) =~ + =

(d) Les valeurs prises par T),41 étant en nombre fini, on peut utiliser la formule de l’espérance totale sur
le systéme complet fini ([T}, = k])req1,n], sans justification de convergence & donner :

Tn+1) ZE Toia | [Tn = K)P(Tn = k)

N N N
:N+1ZP %(ZkzP(Tn_k)—ZkP(Tn_kO
1 k=1

N+1 1 ,
=— 7 2N(E(T ) — E(T,)).

4. Soit w € Q, et i = T, (w). Alors Wy(T,,)(w) = ¢; et

N
Wi(Tn)? (w) = t7 = Ztil[Tn:k] (w)

puisque dans ce cas 17, —;(w) = 1, et pour tout k # 4, 1;7, —)(w) = 0.
Ceci étant vrai pour tout w de 2, on en déduit ’égalité demandée.

5. Soit g la fonction définie sur RY a valeurs réelles par :
g(tlatQa"'atN):E[( n+l = Wt( )) ]
(a) On a :

glti,ta,. o tn) = B(TR 4y = 2W(To) Tngr + We(T)?)
B(T3 1) = 2E(Tnia We(Tn)) + E(Wi(T)%).



Or, en notant t? = (t1,...,t% ), la question précédente ameéne Wy (T,)? = Wy (T5,), et donc, d’aprés
la question III-1,

N
E(Wy(Tn)?) = EWe(Ty)) = Z P(We(T,) = t;) = Z taP(Tn =
k=1

Remarquez que I’énoncé est maladroit : le résultat de la question 1 n’a été établi que pour des n-
uplets d’éléments 2 & 2 distincts (il est faux sinon). Or, cette égalité, en revanche, ne nécessite pas
cette restriction, puisque le résultat découle en fait simplement du théoréme de tranfert appliqué a
la fonction ¢ définie sur [1, N| par ¢(k) = t2. On a bien, alors, W2 (T,) = ¢(T5,). L'expression de
E(W;(T,)?) est alors immédiate est valable sans restriction (¢ n’ayant pas besoin d’étre injective,
pour pouvoir utiliser le théoréme de transfert).

On obtient également, d’aprés la question 2 et la définition de W (T,) :

N N
E(ToaWi(Tn)) = Y thE(Togr X 1ip—gg) = 3 s E(Tny1 | Tn = k)P(T,, = k).
k=1 k=1

On obtient donc finalement I’expression de ¢ : pour tout (1,...,tx)de[l, N] :
N
E(Tp 1 Wi(T0)) = E(Toi1) + Y (1 = 26 E(Togr | T = k)) P(T, = k)
k=1

(b) Définissons, pour tout k € [1,n], gx : R — R par
gr(x) =22 =22 E(Tpy1 | T = k).

Alors la fonction gi est une fonction polynomiale de degré 2, et une étude rapide montre que g
admet un minimum global en 8y = E(T},+1 | T, = k). On a alors, pour tout (t1,...,tN),

gt tn) = E(Tns1) + Y gr(t) P(Tn = k) = E(Tns1) + Y gk(06) P(To = k) = (61, ..., 0n),

Pégalité étant assurée (puisque les probabilités P(7T,, = k) sont strictement positives) si et seulement
si pour tout k € [1, N], gr(tx) = gx(6x), ce qui entraine ¢, = 05 (d’aprés les variations de gy).
Ainsi, g admet un minimum global sur RY en un point unique 6 = (61,6, ...,0y) tel que :

Vk € [L,N], 6k = E(Tpss | [T = kK]).

6. On a alors :
N N
T,) =Y O0kP(Tn=k) =Y E(Tn1 | Tn=k)P(T, =k) = E(Tn1),
= k=1

d’apreés la formule de ’espérance totale.
De plus,

N N
E(Wy(T,)?) = EWe2(T,)) = Y 6iP(Ty = k) =Y E(Tuy1 | T = k)*P(T, = k).
1 k=1

k=
Or, dans tout espace probabilisé (£2, .4, P), et pour toute variable aléatoire X :
0

P
< V(X) = B(X?) ~ B(X)*

Ainsi, E(X)? < E(X?). Cela est vrai notamment dans I’espace probabilisé (2,4, Pa), ott P4 est une
mesure de probabilité conditionnelle. Ainsi, I'inégalité sur les espérances est aussi vraie pour les espérances
conditionnelles, et on obtient :

N
E(W, <D BT | To=k)P(T, = k) = B(T},),
k=1
la derniére égalité résultant d’une nouvelle application de la formule des probabilités totales. Ainsi, d’aprés
la formule de Konig-Huygens, puisque E(T,+1) = E(Wy(T,)), on en déduit que V(Wy(Ty,)) < V(Tht1)-



7.

(a) Soit w € Q, et j =T, (w). Alors :

1 sik=j
Vk € [[I,N]], l[Tn:k] (w) = { .

0 sinon.
Ainsi,

N
Zkl X 1[Tn:k] ((AJ) = ]l = Tn(w)z
k=1

Cette égalité étant vraie pour tout w € €2, il en résulte que

N
Vi e N*, D K x Lipy,— = (Tn)".
k=1
(b) On a:

N N
N—|—1 k2 —k
E(T, T, =kl — i —p,
Zl +1| [T k ;< 2N) [Tn k]

d’apreés la question ITI-3(c). Ainsi :

NI al

Wo (T, — Zl [T, =k] + (Zk Y7, =) — Zk T _k]> .
k=1 k=1

Or, d’aprés la question précédente pour ¢ = 0 (qui contrairement & ce que prétend ’énoncé, n’a pas

besoin d’étre exclus; mais cela peut aussi rapidement se démontrer de maniére directe), pour i = 1

et pour ¢ = 2, on obtient :

N+1 1

Wo(To) = ——Tn + = (T2 = Tn) = —— tox (T2 -T,).

Partie IV — Estimation

1.

(a) On a bien E(T, +d,(N)) = N, d’aprés les résultats de la partie I. Mais ’expression de T, + d,,(N)
en fonction des U; dépend du parameétre & estimer N. Ainsi, T, + d,,(IN) n’est pas un estimateur.

(b) e La variable T,, est définie & partir de ’échantillon i.i.d. (Uy,...,U,), indépendamment de N.
e L’ensemble © des valeurs possibles de NV est N*. Or, pour tout w € 2, T}, est le maximum d’un
ensemble d’entiers strictement positifs, donc T;,(w) € N* = ©.
e Enfin, d’aprés la question I-3(b), nl{r-lr-loo E(T,)=N.
Par conséquent, T}, est un estimteur asymptotiquement sans biais de N.
(c) e Soit w € Q réalisant I’événement A, (¢) (c’est-a-dire w € A, (¢)). Alors :

T (w)— N|>e¢
D’aprés I'inégalité triangulaire, nous avons donc :
T (w) — E(T)| + |dn(N)| = |Th(w) — E(T,) + dn(N)| = |Th(w) = N| > €

d’apreés l'expression de F(T),) obtenue dans la partie I. Ainsi, w réalise aussi I’événement B, ().
Donc A, (g) C Byp(e).

e Puisque d,(N) tend vers 0 lorsque n tend vers 4oo, il existe ng tel que pour tout n > ng,
du (V)] < 5.
Soit alors w réalisant B, (g), on a donc

Tn(w) — E(Ty)| + |dn(N)| 2 donc: Tn(w) — E(T)| 2 € — |dn(N)|.
Ainsi, pour tout n > ny,
[Taw) = B(T)| 2 e =5 = =,
et on en déduit que w réalise Pévénement [|T}, — E(T,,)| > 5]. Par conséquent, on en déduit lin-
clusion -
Bo(e) € ||T = B(T)| > 5] .



(d) On déduit des deux inclusions de la question précédente que :

Anfe) < [IT0 - BT 2 5]

2
donc T
€ n
< < — > —) <
0 < P(An(e) < P (1T — B(T)| > 2) <=5

d’aprés l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Or, d’apreés la question I-3(c), V(T},) tend vers 0 lorsque
n tend vers +oo ? Par conséquent, d’aprés la théoréme d’encadrement P(A,(g)) admet une limite
en +oo, et

lim P(A,(e)) =0 soit: nglilw P(|T, — N|>¢)=0.

n—-+4oo

Par conséquent, (7},) converge en probabilité vers la variable constante égale & N. Par définition, on
en déduit que (7)) est un estimateur convergent du parameétre N.

2. (a) Soit (u1,...,un) € [1, N]™. Par indépendance mutuelle des U;, et par description de la loi U([1,n]),

i=1

(b) D’aprés la définition des probabilités conditionnelles,

0 P <[Tn — KN O U; = ui])
P[Tn:k] <ﬂ[U1 = ul]> = i=1 '

i=1

e Sil'un des u; n’est pas dans [1, N], [U; = ;] est Pévénement impossible, donc la probabilité du

numérateur est nulle.
n

o Si les u; sont tous dans [1, N], mais que maxigi<n(ui) # k, alors [T, = k] N ﬂ[Ul = u;] est
I’événement impossible, car si w réalise cet événement, on a
k=T, (w) =max(U;(w),...,Us(w)) = max(uy,...,u,) # k,

d’ott une contradiction. Ainsi, la probabilité du numérateur est encore nulle.
’
n

e Siles u; sont tous dans [1, N, et maxy<i<n(ui) # k, alors la réalisation de I’événement ﬂ [U; = w)
i=1
entraine celle de [T,, = k], donc :

P, = (ﬁ[Ui = ui]> = " <i61[Ui - Ui]> _ 1

' P(T, = k) e — k1’

d’aprés 'expression de la loi de 7T, trouvée dans la premiére partie.
On en déduit que :

1
n —— sipourtout i de [1,n], 1 <u; < N et max (u;) =k
Pir, =i (ﬂ[Ui = Ui]) = k= (k=1)" P [1.m] 1@@( )

i=1 0 sinon.

3. On pose, pour n entier de N* : S, =T, + Z,, — 1, et, pour tout k de [1, N] :

kv — (k- 1)t
¥n(k) = kv — (k-1

(a) S, est défini & partir de I’échantillon i.i.d. (Uy,...,U,) indépendamment de N, et prend ses valeurs
dans N*. De plus,

E(S,)=E(T,)+E(Z,)—1=N—d,(N)+1+4+d,(N)-1=N,

d’aprés les questions I-3(b) et I-5. Ainsi, .S,, est un estimateur sans biais de N.
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(b) D’aprés la question II-3(b),

E(Sn|Tn:k):E(Zn|Tn:k)+E(Tn|Tn:k)—1:m+k—1
k"4 (k= Dk — (k- 1)t gt (k- 1)t
B kn—(k—1)n o kn— (k=1 = ¥nk).

(c) Tout d’abord, ¥, (T},) est défini en fonction des U; indépendamment de N, et est a valeurs dans R*.
C’est donc estimateur de N. De plus, d’aprés le théoréme de transfert,

N N
E(Wn(T) =Y ¢n(k)P(Ty = k) = Y E(Su | Tn = k)P(T,, = k) = E(Sy) = N,
k=1 k=1

d’aprés la question précédente, le théoréme de Pespérance totale et la valeur de E(S,,) trouvée en
IV-3(a).
Donc ¥, (T},) est un estimateur sans biais de N.

(d) On pose, pour tout k de [1,n] : pn(k) = E(S? | [T, = k]).
L’indication est ici totalement inutile et malvenue. On a déja comparé E(X?) et E(X)?, a l'aide de
la formule de K6nig-Huygens, formule aussi valable pour les espérances conditionnelles. Ainsi :

GR(K) = E(Su | Tu = k)2 < B(S2 | T = k) = gu(k).

On en déduit que

n

E@n(T)*) = > ¢n(k)*P(To = k) < Y @u(k)P(Ty = k) = Y E(S; | T = k)P(T, = k) = E(S}),

k=1 k=1 k

n

—

d’aprés la formule de D’espérance totale. Ainsi, puisque E(p,(T)) = N = E(S,), on déduit de la
formule de Konig-Huygens que
V(@ (Tn)) < V(Sn)-

(e) On a:

V(Sn) =V (Tn+Zn—1)=V(Tn+ Zn) = V(Tn) + V(Zyn) + 2cov(Th, Zn)

Ainsi, d’aprés les questions 1-3(c), I-4, I-3(b) et II-2(a), on obtient :

V(Sn) = 2(2]\] — 1)dn(N) — 4Ndn+1(N) — 2de(]\]) + 2N(1 + dnH(N)) — 2(]\7 — dn(N))(l + dn(N))
= ON(du(N) — dyir (V)

Ainsi, lirf V(Sy) = 0. D’apres la positivitée de V (¢, (T,,) et I'inégalité de la question précédente,

on déduit du théoréme d’encadrement que V (¢, (T,)) tend vers 0 lorsque n tend vers +oo. Ainsi,
d’aprés l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, pour tout € > 0,

0.< P(n(T3) = N > )P (T3) ~ BT > ) < Tl g

g2 n—-+0o0

Donc 9, (T},) est un estimateur convergent de N.

4. Soit, pour n entier de N*, un estimateur sans biais R,, du paramétre V.
On pose, pour tout k de [1, N] : f,(k) = E(R, | [Tn = k])

(a) Tout d’abord, on montre que f,(T},) est aussi sans biais, en utilisant le théoréme de transfert et la
formule de ’espérance totale :

E(fu(Tn)) =Y falk)P(T, =k) =>_ E(Ry | T, = k)P(T, = k) = E(R,) = N.



(b)

On a, en utilisant la méme inégalité que précédemment sur les espérances, et en utilisant le théoréme
de transfert puis la formule de l’espérance totale :

N N
E(fu(T)?) = 3 fu(k)*P(T, = k) = Y E(Ry | T,y = k)?P(T,, = k)
k=1 k=1

N
<Y E(R}|T,=k)P(T, =k) = E(R2).
k=1

Ainsi :
V(fa(Tn)) = E(fa(T0)?) = E(fa(T0))? = E(fu(Tn)?) = N* < E(R}) — E(Ry)* = V(R,).

Soit n € N* fixé.

e Supposons que pour tout N de N*, E(F(T,)) = N.
Montrons par récurrence sur k € N* que pour tout k € N*, F(k) = ¢, (k).
Pour N =1, les U; prennent la valeur constante égale & 1, et donc T, est la variable constante égale
a 1, donc F(T,) est la variable constante de valeur F'(1). Par conséquent, 1 = N = E(F(T},)) =

F(1). Or,
1n+1 _ On+1

PYn(1) = o =1=F(1).

Donc P(1) est bien vérifiée.
Soit k > 2 tel que P(i) soit veérifié pour tout ¢ € [1,k — 1]. Alors, en utilisant I’hypothése pour la
valeur N = k, et les hypothéses de récurrence, on obtient :

k—1
N=k=> F@)P(T,=1i) =Y $n(i)P(T, = i) + F(k)P(T, = k).
i =1

Or, d’apres IV-3(c), ¥, (T},) est un estimateur sans biais de N = k, donc, d’aprés le théoréme de
transfert :

k k—1
k= an(z’)P(Tn =)= an(i)P(Tn =)+ Yn(k)P(T, = k).

Ainsi, on obtient :
k—1 k—1
k= tn(i)P(Ty = i) + Yu(k)P(Tn = k) = Y ¥n(i)P(T, = i) + F(k)P(T,, = k),
=1 i=1

d’ott on déduit que :
bu(R)P(Ty = k) = F(R)P(Ty = k) puis:  pa(k) = F(k),

puisque P(T,, = k) # 0, lorsque N = k (vois loi de T},). Donc P(k) est vérifié
Ainsi, d’apres le principe de récurrence P(k) est vrai pour tout k € N*.
e La réciproque provient du fait que ,,(T},) est un estimateur sans biais de N.

Soit R un estimateur sans biais de N, et f,, comme plus haut. Alors, on a montré que F(f,(7T,)) = N.
Cela est vrai pour tout V. De plus, f, ne dépend pas de N. En effet,

et comme dans la condition, on suppose que la valeur maximale atteinte est k, et que les autres
valeurs sont équiprobables, cette expression est la méme quelle que soit la valeur de N (supérieure
a k). On peut donc utiliser la question précédente, qui nous assure que f,, = ¥,. Ainsi, la question
IV-4(a) améne :

V(‘/)n(Tn)) = V(fn(Tn)) < V(Rn)v

donc ¥, (T},) est bien 'estimateur sans biais de N de variance minimale.

12



