
Lyée La Bruyère, Versailles Samedi 27 mars 2010.ECS 2 � Mathématiques Corretion du Devoir Surveillé no 8Épreuve de type � Parisiennes �Problème � (HEC-ESSEC-EAP 2009, Maths 2)PréliminaireTout d'abord, Y prenant un nombre �ni de valeurs, E(Y ) existe. De plus,
N−1
∑

k=1

P ([Y > k]) =
N−1
∑

k=0

N
∑

ℓ=k+1

P (Y = ℓ) =
∑

06k<ℓ6N

P (Y = ℓ) =
N
∑

ℓ=1

ℓ−1
∑

k=0

P (Y = ℓ) =
N
∑

ℓ=1

ℓP (Y = ℓ) = E(Y ).De même,
N−1
∑

k=0

(2k + 1)P (Y > k) =

N
∑

ℓ=1

ℓ−1
∑

k=0

(2k + 1)P (Y = ℓ) =

N
∑

ℓ=1

(ℓ(ℓ− 1) + ℓ)P (Y = ℓ) =

N
∑

ℓ=1

ℓ2P (Y = ℓ) = E(Y 2).Partie I � Inf et SupUne remarque prélimiaire aux aluls de ette partie : le as N = 1 est un peu spéial, du fait de l'expressionspéi�que de dn(1). On peut véri�er trivialement e as à part, les variables Ui étant dans e as des variablesonstantes. On peut aussi onstater que par onvention, l'expression de dn(N) sous forme d'une somme estaussi valable pour N = 1, une somme vide étant par onvention égale à 0. Ainsi, le as N = 1 rentre en faitdans le as général.1. U1 suit une loi uniforme disrète sur [[1, N ]], don E(U1) = N+1
2 , et V (U1) = N2

−1
12 .2. (a) Soit k ∈ [[1, N ]].

P (Tn 6 k) = P (sup(U1, . . . , Un) 6 k) = P ([U1 6 k] ∩ · · · ∩ [Un 6 k]) .Les Ui étant mutuellement indépendants, on en déduit que :
P (Tn 6 k) =

n
∏

i=1

P (Ui 6 k).Or pour tout i ∈ [[1, N ]],
P (Ui 6 k) =

k
∑

j=1

P (Ui = k) =

k
∑

j=1

1

N
=

k

N
.Par onséquent

P (Tn 6 k) =

(

k

N

)n(b) Ainsi, la loi de Tn est dérite par :
Tn(Ω) = [[1, N ]] et ∀k ∈ [[2, N ]], P (Tn = k) = P (Tn 6 k)−P (Tn 6 k−1) =

(

k

N

)n

−

(

k − 1

N

)n

.Cette expression est enore valable pour k = 1, puisque dans e as le deuxième terme est nul.
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3. (a) La valeur N étant �xée, la somme dé�nissant dn(N) possède un nombre �ni et onstant de termes.De plus, haun de es termes est le terme d'une suite géométrique, de raison k
N
, ave k ∈ [[1, N−1]],don de raison omprise dans l'intervalle ]0, 1[. Par onséquent, es suites géométriques tendent vers

0, et les règles sur les limites de sommes �nies amènent :
lim

n→+∞

dn(N) =

N−1
∑

k=1

lim
n→+∞

(

k

N

)n

=

N−1
∑

k=1

0 = 0.(b) Tn prenant un nombre �ni de valeurs, E(Tn) existe, et, d'après le préliminaire :
E(Tn) =

N
∑

k=1

P (Tn > k) =

N
∑

k=1

(1 − P (Tn 6 k)) = N −

N
∑

k=1

(

k

N

)n

= N − dn(N).Par onséquent, d'après la limite trouvée pour (dn(N)),
lim

n→+∞

E(Tn) = N.() On alule dans un premier temps le moment d'ordre 2, toujours en utilisant le préliminaire :
E(T 2

n) =

N
∑

k=1

(2k + 1)P (Tn > k) =

N
∑

k=1

(2k + 1) −

N
∑

k=1

(2k + 1)

(

k

N

)n

= N(N − 1) +N −

N−1
∑

k=1

(2k + 1)

(

k

N

)n

= N2 − 2N

N−1
∑

k=1

(

k

N

)n+1

−

N−1
∑

k=1

(

k

N

)n

= N2 − 2Ndn+1(N) − dn(N).D'après la formule de König-Huygens, on en déduit que :
V (Tn) = E(T 2

n) − E(Tn)2 = N2 − 2Ndn+1(N) − dn(N) − (N − dn(N))2

= (2N − 1)dn(N) − dn(N)2 − 2Ndn+1(N).Comme lim
n→+∞

dn(N) = 0, on en déduit que lim
n→+∞

V (Tn) = 0.(d) Supposons N > 2. On rappelle que pour tout (r, s) ∈ R
∗

+ tel que r < s, on a rn = o(sn). Ainsi
∀k ∈ [[1, N − 2]],

(

k

N

)n

= o

((

N − 1

N

)n)

.On en déduit que
dn(N) ∼

+∞

(

N − 1

N

)n

.Ainsi,
dn+1(N)

dn(N)
∼

+∞

(

N−1
N

)n+1

(

N−1
N

)n = 1 −
1

N
.Or, pour tout n ∈ N

∗,
V (Tn)

dn(N)
= (2N − 1) − 2N

dn+1(N)

dn(N)
− dn(N),d'où, en passant à la limite :

lim
n→+∞

V (Tn)

dn(N)
= (2N − 1) − 2N

(

1 −
1

N

)

= 2N − 1 − 2N + 2 = 1.Par onséquent, V (Tn) ∼
+∞

dn(N). 2



4. On a Zn(Ω) = [[1, N ]]. Soit k ∈ [[1, N ]]. De même que pour Tn, on obtient
P (Zn > k) =

n
∏

i=1

P (Ui > k) =

(

N − k + 1

N

)n

.Ainsi, pour tout k ∈ [[1, N − 1]] :
P (Zn = k) = P (Zn > k) − P (Zn > k + 1) =

(

N − k + 1

N

)n

−

(

N − k

N

)n

.Cette expression est enore valable pour k = N , du fait que le seond terme est nul.On se rend ompte que Yn = N + 1 − Zn suit la même loi que Tn : en e�et, Yn(Ω) = [[1, N ]], et
∀k ∈ [[1, N ]], P (Yn = k) = P (N+1−Zn = k) = P (Zn = N+1−k) =

(

k

N

)n

−

(

k − 1

N

)n

= P (Tn = k).Ainsi, E(Yn) = E(Tn) = N − dn(N), et V (Yn) = V (Tn). On obtient don :
E(Zn) = N+1−E(Yn) = 1+dn(N) et V (Zn) = (−1)2V (Yn) = (2N−1)dn(N)−dn(N)2−2Ndn+1(N).Retenez ette astue permettant de omparer la loi du min et la loi du max, 'est valabledès lors qu'on travaille ave une loi possédant une symétrie5. À haque tirage, on ompare le résultat obtenu au maximum des préédents. Si on obtient un tiragesupérieur à e maximum, 'est le nouveau maximum provisoire, sinon, le maximum provisoire n'est pasmodi�é. Cela donne la fontion suivante (en supposant qu'on dispose d'une onstante N dé�nie dansl'entête). On suppose aussi que l'initialisation du générateur aléatoire par randomize se fait dans le oprede programme.funtion simulmax(n:integer):integer;var i,m,k:integer;beginm:=random(N)+1; {initialisation du max par la première valeur tirée}for i:=2 to n dobegink:=random(N)+1;if k>m then m:=k;end;simulmax:=m;end;Partie II � Couple (Inf , Sup)1. On pose, pour tout n de N

∗ et pour tout ouple (k, ℓ) de N
2 :

ϕn(k, ℓ) = P ([Tn 6 k] ∩ [Zn 6 ℓ]).(a) • Supposons que k 6 ℓ. Alors :
[Tn 6 k] ⊂ [Zn 6 ℓ].En e�et, si le maximum est inférieur à k, le minimum aussi, et a fortiori, il est inférieur à ℓ. Ainsi

[Tn 6 k] ∩ [Zn 6 ℓ] = [Tn 6 k],puis :
P ([Tn 6 k] ∩ [Zn 6 ℓ]) = P (Tn 6 k) =

(

k

N

)n

,d'après la question I-2(a). 3



• supposons que k > ℓ. Alors
[Tn 6 k] ∩ [Zn 6 ℓ] = [Tn 6 k] \ [Tn 6 k] ∩ [Zn > ℓ+ 1],d'où

P ([Tn 6 k] ∩ [Zn 6 ℓ]) = P (Tn 6 k) − P ([Tn 6 k] ∩ [Zn > ℓ+ 1]).Or, l'événement [Tn 6 k]∩ [Zn > ℓ+ 1] est réalisé si et seulement si toutes les valeurs des Ui sontinférieures à k et supérieures à ℓ+ 1. Don :
P ([Tn 6 k] ∩ [Zn > ℓ+ 1]) = P

(

n
⋂

i=1

[ℓ+ 1 6 Ui 6 k]

)

,d'où, par indépendane des Ui, et du fait qu'ils suivent une loi uniforme :
P ([Tn 6 k] ∩ [Zn > ℓ+ 1]) =

n
∏

i=1

P (ℓ+ 1 6 Ui 6 k) =

(

k − ℓ

N

)n

.On en déduit bien que :
ϕn(k, ℓ) =

(

k

N

)n

−

(

k − ℓ

N

)n

.(b) On a :
ϕn(k, ℓ) + ϕn(k − 1, ℓ− 1) − ϕn(k − 1, ℓ) − ϕn(k, ℓ− 1)

=

k
∑

i=1

ℓ
∑

j=1

P (Tn = i, Zn = j) +

k−1
∑

i=1

ℓ−1
∑

j=1

P (Tn = i, Zn = j)

−

k−1
∑

i=1

ℓ
∑

j=1

P (Tn = i, Zn = j) −

k
∑

i=1

ℓ−1
∑

j=1

P (Tn = i, Zn = j).En assoiant la première et la dernière somme, ainsi que la deuxième et la troisième, on obtient :
ϕn(k, ℓ) + ϕn(k − 1, ℓ− 1) − ϕn(k − 1, ℓ) − ϕn(k, ℓ− 1) =

k
∑

i=1

P (Tn = i, Zn = ℓ) −

k−1
∑

i=1

P (Tn = i, Zn = ℓ)

= P (Tn = k, Zn = ℓ).() • Si k < ℓ, alors k − 1 < ℓ− 1, et k 6 ℓ− 1, et k − 1 6 ℓ. Ainsi :
P (Tn = k, Zn = ℓ) =

(

k

N

)n

+

(

k − 1

N

)n

−

(

k − 1

N

)n

−

(

k

N

)n

= 0(logique : le minimum ne peut pas être stritement plus grand que le maximum)
• Si k = ℓ, alors k 6 ℓ, k − 1 6 ℓ et k − 1 6 ℓ− 1, mais k > ℓ− 1. Don :

P (Tn = k, Zn = ℓ) =

(

k

N

)n

+

(

k − 1

N

)n

−

(

k − 1

N

)n

−

(

k

N

)n

+

(

k − k + 1

N

)n

=

(

1

N

)n

.Enore une fois, 'était prévisible, 'est la probabilité que toutes les variables aléatoires Ui prennentla valeur k.
• On peut onstater que pour k = ℓ, les deux expressions dé�nissant ϕ(k, ℓ) sont aeptables (ledeuxième terme dans la deuxième expression étant nul). Ainsi, si k > ℓ, on a aussi k − 1 > ℓ,
k − 1 > ℓ− 1 et k > ℓ− 1, d'où :

P (Tn = k, Zn = ℓ) =

(

k

N

)n

−

(

k − ℓ

N

)n

+

(

k − 1

N

)n

−

(

k − ℓ

N

)n

−

(

k − 1

N

)n

+

(

k − 1 − ℓ

N

)n

−

(

k

N

)n

+

(

k − ℓ+ 1

N

)n

=

(

k − ℓ− 1

N

)n

+

(

k − ℓ+ 1

N

)n

− 2

(

k − ℓ

N

)n

.4



2. (a) D'après le théorème de transfert pour des ouples de variables aléatoires disrètes :
E(TnZn) =

N
∑

k=1

N
∑

ℓ=1

kℓP (Tn = k, Zn = ℓ)

=
N
∑

k=1

k−1
∑

ℓ=1

kℓ

((

k − ℓ− 1

N

)n

+

(

k − ℓ+ 1

N

)n

− 2

(

k − ℓ

N

)n)

+
N
∑

k=1

k2

(

1

N

)n

.Or, en faisant un hangement d'indies j = k − ℓ, et d'après les relations (i) (ii),
k−1
∑

ℓ=1

ℓ

((

k − ℓ− 1

N

)n

+

(

k − ℓ+ 1

N

)n

− 2

(

k − ℓ

N

)n)

=
1

Nn

k−1
∑

j=1

(k − j) ((j − 1)n − 2jn + (j + 1)n)

=
k

Nn
(kn − (k − 1)n − 1) −

1

Nn
((k − 1)kn − k(k − 1)n) =

(

k

N

)n

−
k

Nn
.On obtient don :

E(TnZn) =

N
∑

k=1

k ·

(

k

N

)n

−

N
∑

k=1

k22

Nn
+

N
∑

k=1

k22

Nn

= N

N−1
∑

k=1

·

(

k

N

)n+1

+N = N +Ndn+1(N) = N(1 + dn+1(N)).(b) On rappelle que ρn =
cov(Tn, Zn)

σ(Tn)σ(Zn)
. Comme Tn et Zn ont même variane, il vient :

ρn =
E(TnZn) − E(Tn)E(Zn)

V (Tn)
∼

+∞

N(1 + dn+1(N)) − (N − dn(N))(1 + dn(N))

dn(N)

∼
+∞

N
dn+1(N)

dn(N)
− (N − 1) + dN (N).Or, d'après I-3(d),

lim
n→+∞

N
dn+1(N)

dn(N)
= N − 1,don, omme dn(N) est de limite nulle,

lim
n→+∞

ρn = 0.3. (a) L'événement [Tn = k] étant non quasi-impossible pour k ∈ [[1, N ]], il vient :
P[Tn=k]([Zn = ℓ]) =

P (Tn = k, Zn = ℓ)

P (Tn = k)
=































(

k−ℓ−1
N

)n
+
(

k−ℓ+1
N

)n
− 2

(

k−ℓ
N

)n

(

k
N

)n
−
(

k−1
N

)n si k > ℓ

1
Nn

(

k
N

)n
−
(

k−1
N

)n si k = ℓ

0 si k < ℓ.Ainsi, après simpli�ations :
P[Tn=k]([Zn = ℓ]) =























(k − ℓ− 1)
n

+ (k − ℓ+ 1)
n
− 2 (k − ℓ)

n

kn − (k − 1)
n si k > ℓ

1

kn − (k − 1)
n si k = ℓ

0 si k < ℓ.5



(b) On en déduit l'expression de l'espérane onditionnelle :
E(Zn | [Tn = k]) =

N
∑

ℓ=1

ℓP[Tn=k](Zn = ℓ)

=
1

kn − (k − 1)n

(

k−1
∑

ℓ=1

ℓ((k − ℓ− 1)
n

+ (k − ℓ+ 1)
n
− 2 (k − ℓ)

n
) + k

)

=
1

kn − (k − 1)n
(kn − k + k) =

kn

kn − (k − 1)n
,le alul de la somme ayant été e�etué en II-2(a). Ainsi,

E(Zn | [Tn = k]) =
1

1 −
(

1 − 1
k

)nPartie III � Prévision1. D'après la formule des probabilités totales sur le système omplet ([Tn = k])k∈[[1,N ]], on a :
P ([Wt(Tn) = tk]) =

N
∑

j=1

PTn=j(Wn(Tn) = tk)P (Tn = j).Or, si [Tn = j] est réalisé, alors 1Tn=ℓ prend la valeur 0 pour ℓ 6= j et la valeur 1 pour ℓ = j. Paronséquent, Wt(Tn) prend la valeur tj Il faut alors supposer impliitement que les tj sont deux à deuxdistints, et il vient alors que si [Tn = j] est réalisé, alors [Wn(Tn) = tk] ne peut pas être réalisé, sauf si
j = k, et dans e as, on a l'assurane qu'il est réalisé. Ainsi :

PTn=j(Wn(Tn) = tk) =

{

1 si j = k

0 sinon.Par onséquent, il vient :
P ([Wt(Tn) = tk]) = P (Tn = k).2. On a, d'après le théorème de transfert :

E(Tn+1 × 1[Tn=k]) =
N
∑

ℓ=1

1
∑

j=0

ℓjP (Tn+1 = ℓ,1[Tn=k] = j)

=

N
∑

ℓ=1

ℓP (Tn+1 = ℓ,1[Tn=k] = 1)

=

N
∑

ℓ=1

ℓP (Tn+1 = ℓ, Tn = k)

=
N
∑

ℓ=1

ℓPTn=k(Tn+1 = ℓ)P (Tn = k) = E(Tn+1 | [Tn = k]) × P (Tn = k).3. (a) • Si k > j, l'événement [Tn = k] ∩ [Tn+1 = j] est impossible (ar ∀ω ∈ Ω, Tn+1(ω) > Tn(ω)). Don
P ([Tn = k] ∩ [Tn+1 = j]) = 0.

• Si k = j, l'événement [Tn = k] ∩ [Tn+1 = j] est réalisé si et seulement si, l'événement [Tn = k] estréalisé, et Un+1 prend une valeur inférieure ou égale à k (ette valeur ne modi�e pas la valeur dumaximum provisoire). Ainsi, Tn et Un+1 étant indépendants,
P ([Tn = k] ∩ [Tn+1 = k]) = P (Tn = k, Un+1 6 k) = P (Tn = k)P (Un+1 6 k)

=
k

N

((

k

N

)n

−

(

(k − 1)

N

)n)

.6



• Si k < j, l'événement [Tn = k] ∩ [Tn+1 = j] est réalisé si et seulement si [Tn = k] est réalisé, et ontire j au n+ 1-ième tirage, don, toujours par indépendane :
P ([Tn = k] ∩ [Tn+1 = j]) = P (Tn = k)P (Un+1 = j) =

1

N

((

k

N

)n

−

(

(k − 1)

N

)n)

.(b) On obtient don :
P[Tn=k]([Tn+1 = j]) =

P (Tn = k, Tn+1 = j)

P (Tn = k)
=











1
N

si k < j
k
N

si k = j

0 si k > j.L'énoné est un peu maladroit dans le sens où es probabilités onditionnelles peuvent être obenuesde manière direte, sans passer par la question préédente (si on y ré�éhit bien, le raisonnementpréédent fournit assez failement es probabilités onditionnelles, et ela éviterait d'avoir à passerpar la loi de Tn).() On a don :
E(Tn+1 | [Tn = k]) =

N
∑

j=1

jP[Tn=k]([Tn+1 = j]) =
k2

N
+

N
∑

j=k+1

j

N

=
k2

N
+

1

N

N−k−1
∑

ℓ=0

(N − ℓ) =
k2

N
+ (N − k) −

(N − k − 1)(N − k)

2NAprès simpli�ations, on obtient :
E(Tn+1 | [Tn = k]) =

N + 1

2
+
k2 − k

2N
.(d) Les valeurs prises par Tn+1 étant en nombre �ni, on peut utiliser la formule de l'espérane totale surle système omplet �ni ([Tn = k])k∈[[1,N ]], sans justi�ation de onvergene à donner :

E(Tn+1) =

N
∑

k=1

E(Tn+1 | [Tn = k])P (Tn = k)

=
N + 1

2

N
∑

k=1

P (Tn = k) +
1

2N

(

N
∑

k=1

k2P (Tn = k) −

N
∑

k=1

kP (Tn = k)

)

=
N + 1

2
+

1

2N
(E(T 2

n) − E(Tn)).4. Soit ω ∈ Ω, et i = Tn(ω). Alors Wt(Tn)(ω) = ti et
Wt(Tn)2(ω) = t2i =

N
∑

k=1

t2k1[Tn=k](ω),puisque dans e as 1[Tn=i](ω) = 1, et pour tout k 6= i, 1[Tn=k](ω) = 0.Cei étant vrai pour tout ω de Ω, on en déduit l'égalité demandée.5. Soit g la fontion dé�nie sur R
N à valeurs réelles par :
g(t1, t2, . . . , tN) = E[(Tn+1 −Wt(Tn))2].(a) On a :

g(t1, t2, . . . , tN ) = E(T 2
n+1 − 2Wt(Tn)Tn+1 +Wt(Tn)2)

E(T 2
n+1) − 2E(Tn+1Wt(Tn)) + E(Wt(Tn)2).7



Or, en notant t2 = (t21, . . . , t
2
N ), la question préédente amène Wt(Tn)2 = Wt2(Tn), et don, d'aprèsla question III-1,

E(Wt(Tn)2) = E(Wt2 (Tn)) =

N
∑

k=1

t2kP (Wt2 (Tn) = t2k) =

N
∑

k=1

t2kP (Tn = k).Remarquez que l'énoné est maladroit : le résultat de la question 1 n'a été établi que pour des n-uplets d'éléments 2 à 2 distints (il est faux sinon). Or, ette égalité, en revanhe, ne néessite pasette restrition, puisque le résultat déoule en fait simplement du théorème de tranfert appliqué àla fontion ϕ dé�nie sur [[1, N ]] par ϕ(k) = t2k. On a bien, alors, Wt2(Tn) = ϕ(Tn). L'expression de
E(Wt(Tn)2) est alors immédiate est valable sans restrition (ϕ n'ayant pas besoin d'être injetive,pour pouvoir utiliser le théorème de transfert).On obtient également, d'après la question 2 et la dé�nition de Wt(Tn) :

E(Tn+1Wt(Tn)) =

N
∑

k=1

tkE(Tn+1 × 1[Tn=k]) =

N
∑

k=1

tkE(Tn+1 | Tn = k)P (Tn = k).On obtient don �nalement l'expression de g : pour tout (t1, . . . , tN)de[[1, N ]] :
E(Tn+1Wt(Tn)) = E(Tn+1) +

N
∑

k=1

(

t2k − 2tkE(Tn+1 | Tn = k)
)

P (Tn = k)(b) Dé�nissons, pour tout k ∈ [[1, n]], gk : R → R par
gk(x) = x2 − 2xE(Tn+1 | Tn = k).Alors la fontion gk est une fontion polynomiale de degré 2, et une étude rapide montre que gkadmet un minimum global en θk = E(Tn+1 | Tn = k). On a alors, pour tout (t1, . . . , tN),

g(t1, . . . , tN ) = E(Tn+1) +

N
∑

k=1

gk(tk)P (Tn = k) > E(Tn+1) +

N
∑

k=1

gk(θk)P (Tn = k) = g(θ1, . . . , θN ),l'égalité étant assurée (puisque les probabilités P (Tn = k) sont stritement positives) si et seulementsi pour tout k ∈ [[1, N ]], gk(tk) = gk(θk), e qui entraîne tk = θk (d'après les variations de gk).Ainsi, g admet un minimum global sur R
N , en un point unique θ = (θ1, θ2, . . . , θN ) tel que :

∀k ∈ [[1, N ]], θk = E(Tn+1 | [Tn = k]).6. On a alors :
E(Wθ(Tn)) =

N
∑

k=1

θkP (Tn = k) =

N
∑

k=1

E(Tn+1 | Tn = k)P (Tn = k) = E(Tn+1),d'après la formule de l'espérane totale.De plus,
E(Wθ(Tn)2) = E(Wθ2(Tn)) =

N
∑

k=1

θ2kP (Tn = k) =

N
∑

k=1

E(Tn+1 | Tn = k)2P (Tn = k).Or, dans tout espae probabilisé (Ω,A, P ), et pour toute variable aléatoire X :
0 6 V (X) = E(X2) − E(X)2.Ainsi, E(X)2 6 E(X2). Cela est vrai notamment dans l'espae probabilisé (Ω,A, PA), où PA est unemesure de probabilité onditionnelle. Ainsi, l'inégalité sur les espéranes est aussi vraie pour les espéranesonditionnelles, et on obtient :

E(Wθ(Tn)2) 6

N
∑

k=1

E(T 2
n+1 | Tn = k)P (Tn = k) = E(T 2

n+1),la dernière égalité résultant d'une nouvelle appliation de la formule des probabilités totales. Ainsi, d'aprèsla formule de König-Huygens, puisque E(Tn+1) = E(Wθ(Tn)), on en déduit que V (Wθ(Tn)) 6 V (Tn+1).8



7. (a) Soit ω ∈ Ω, et j = Tn(ω). Alors :
∀k ∈ [[1, N ]], 1[Tn=k](ω) =

{

1 si k = j

0 sinon.Ainsi,
N
∑

k=1

ki × 1[Tn=k](ω) = ji = Tn(ω)i.Cette égalité étant vraie pour tout ω ∈ Ω, il en résulte que
∀i ∈ N

∗,

N
∑

k=1

ki × 1[Tn=k] = (Tn)i.(b) On a :
Wθ(Tn) =

N
∑

k=1

E(Tn+1 | Tn = k)1[Tn=k] =

N
∑

k=1

(

N + 1

2
+
k2 − k

2N

)

1[Tn=k],d'après la question III-3(). Ainsi :
Wθ(Tn) =

N + 1

2

N
∑

k=1

1[Tn=k] +
1

2N

(

N
∑

k=1

k2
1[Tn=k] −

N
∑

k=1

k1[Tn=k]

)

.Or, d'après la question préédente pour i = 0 (qui ontrairement à e que prétend l'énoné, n'a pasbesoin d'être exlus ; mais ela peut aussi rapidement se démontrer de manière direte), pour i = 1et pour i = 2, on obtient :
Wθ(Tn) =

N + 1

2
T 0

n +
1

2N

(

T 2
n − Tn

)

=
N + 1

2
+

1

2N

(

T 2
n − Tn

)

.Partie IV � Estimation1. (a) On a bien E(Tn + dn(N)) = N , d'après les résultats de la partie I. Mais l'expression de Tn + dn(N)en fontion des Ui dépend du paramètre à estimer N . Ainsi, Tn + dn(N) n'est pas un estimateur.(b) • La variable Tn est dé�nie à partir de l'éhantillon i.i.d. (U1, . . . , Un), indépendamment de N .
• L'ensemble Θ des valeurs possibles de N est N

∗. Or, pour tout ω ∈ Ω, Tn est le maximum d'unensemble d'entiers stritement positifs, don Tn(ω) ∈ N
∗ = Θ.

• En�n, d'après la question I-3(b), lim
n→+∞

E(Tn) = N .Par onséquent, Tn est un estimteur asymptotiquement sans biais de N .() • Soit ω ∈ Ω réalisant l'événement An(ε) ('est-à-dire ω ∈ An(ε)). Alors :
|Tn(ω) −N | > ε.D'après l'inégalité triangulaire, nous avons don :

|Tn(ω) − E(Tn)| + |dn(N)| > |Tn(ω) − E(Tn) + dn(N)| = |Tn(ω) −N | > ε,d'après l'expression de E(Tn) obtenue dans la partie I. Ainsi, ω réalise aussi l'événement Bn(ε).Don An(ε) ⊂ Bn(ε).
• Puisque dn(N) tend vers 0 lorsque n tend vers +∞, il existe n0 tel que pour tout n > n0,
|dn(N)| < ε

2 .Soit alors ω réalisant Bn(ε), on a don
|Tn(ω) − E(Tn)| + |dn(N)| > don: |Tn(ω) − E(Tn)| > ε− |dn(N)|.Ainsi, pour tout n > n0,

|Tn(ω) − E(Tn)| > ε−
ε

2
=
ε

2
,et on en déduit que ω réalise l'événement [|Tn − E(Tn)| > ε

2

]. Par onséquent, on en déduit l'in-lusion
Bn(ε) ⊂

[

|Tn − E(Tn)| >
ε

2

]

.9



(d) On déduit des deux inlusions de la question préédente que :
An(ε) ⊂

[

|Tn − E(Tn)| >
ε

2

]

,don
0 6 P (An(ε)) 6 P

(

|Tn − E(Tn)| >
ε

2

)

6
4V (Tn)

ε2
,d'après l'inégalité de Bienaymé-Thebyhev. Or, d'après la question I-3(), V (Tn) tend vers 0 lorsque

n tend vers +∞ ? Par onséquent, d'après la théorème d'enadrement P (An(ε)) admet une limiteen +∞, et
lim

n→+∞

P (An(ε)) = 0 soit: lim
n→+∞

P (|Tn −N | > ε) = 0.Par onséquent, (Tn) onverge en probabilité vers la variable onstante égale à N . Par dé�nition, onen déduit que (Tn) est un estimateur onvergent du paramètre N .2. (a) Soit (u1, . . . , un) ∈ [[1, N ]]n. Par indépendane mutuelle des Ui, et par desription de la loi U([[1, n]]),
P

(

n
⋂

i=1

[Ui = ui]

)

=

n
∏

i=1

P (Ui = ui) =

n
∏

i=1

1

N
=

1

Nn
.(b) D'après la dé�nition des probabilités onditionnelles,

P[Tn=k]

(

n
⋂

i=1

[Ui = ui]

)

=

P

(

[Tn = k] ∩
n
⋂

i=1

[Ui = ui]

)

P (Tn = k)
.

• Si l'un des ui n'est pas dans [[1, N ]], [Ui = ui] est l'événement impossible, don la probabilité dunumérateur est nulle.
• Si les ui sont tous dans [[1, N ]], mais que max16i6n(ui) 6= k, alors [Tn = k] ∩

n
⋂

i=1

[Ui = ui] estl'événement impossible, ar si ω réalise et événement, on a
k = Tn(ω) = max(U1(ω), . . . , Un(ω)) = max(u1, . . . , un) 6= k,d'où une ontradition. Ainsi, la probabilité du numérateur est enore nulle.

• Si les ui sont tous dans [[1, N ]], et max16i6n(ui) 6= k, alors la réalisation de l'événement n
⋂

i=1

[Ui = ui]entraîne elle de [Tn = k], don :
P[Tn=k]

(

n
⋂

i=1

[Ui = ui]

)

=

P

(

n
⋂

i=1

[Ui = ui]

)

P (Tn = k)
=

1

kn − kn−1
,d'après l'expression de la loi de Tn trouvée dans la première partie.On en déduit que :

P[Tn=k]

(

n
⋂

i=1

[Ui = ui]

)

=







1

kn − (k − 1)n
si pour tout i de [[1, n]], 1 6 ui 6 N et max

16i6n
(ui) = k

0 sinon.3. On pose, pour n entier de N
∗ : Sn = Tn + Zn − 1, et, pour tout k de [[1, N ]] :

ψn(k) =
kn+1 − (k − 1)n+1

kn − (k − 1)n
.(a) Sn est dé�ni à partir de l'éhantillon i.i.d. (U1, . . . , Un) indépendamment de N , et prend ses valeursdans N

∗. De plus,
E(Sn) = E(Tn) + E(Zn) − 1 = N − dn(N) + 1 + dn(N) − 1 = N,d'après les questions I-3(b) et I-5. Ainsi, Sn est un estimateur sans biais de N .10



(b) D'après la question II-3(b),
E(Sn | Tn = k) = E(Zn | Tn = k) + E(Tn | Tn = k) − 1 =

kn

kn − (k − 1)n
+ k − 1

=
kn + (k − 1)kn − (k − 1)n+1

kn − (k − 1)n
=
kn+1 − (k − 1)n−1

kn − (k − 1)n
= ψn(k).() Tout d'abord, ψn(Tn) est dé�ni en fontion des Ui indépendamment de N , et est à valeurs dans R

+.C'est don estimateur de N . De plus, d'après le théorème de transfert,
E(ψn(Tn)) =

N
∑

k=1

ψn(k)P (Tn = k) =

N
∑

k=1

E(Sn | Tn = k)P (Tn = k) = E(Sn) = N,d'après la question préédente, le théorème de l'espérane totale et la valeur de E(Sn) trouvée enIV-3(a).Don ψn(Tn) est un estimateur sans biais de N .(d) On pose, pour tout k de [[1, n]] : ϕn(k) = E(S2
n | [Tn = k]).L'indiation est ii totalement inutile et malvenue. On a déjà omparé E(X2) et E(X)2, à l'aide dela formule de König-Huygens, formule aussi valable pour les espéranes onditionnelles. Ainsi :

ψ2
n(k) = E(Sn | Tn = k)2 6 E(S2

n | Tn = k) = ϕn(k).On en déduit que
E(ψn(Tn)2) =

n
∑

k=1

ψn(k)2P (Tn = k) 6

n
∑

k=1

ϕn(k)P (Tn = k) =

n
∑

k=1

E(S2
n | Tn = k)P (Tn = k) = E(S2

n),d'après la formule de l'espérane totale. Ainsi, puisque E(ϕn(Tn)) = N = E(Sn), on déduit de laformule de König-Huygens que
V (ψn(Tn)) 6 V (Sn).(e) On a :

V (Sn) = V (Tn + Zn − 1) = V (Tn + Zn) = V (Tn) + V (Zn) + 2cov(Tn, Zn)

= V (Tn) + V (Zn) + 2E(TnZn) − 2E(Tn)E(Zn).Ainsi, d'après les questions I-3(), I-4, I-3(b) et II-2(a), on obtient :
V (Sn) = 2(2N − 1)dn(N) − 4Ndn+1(N) − 2d2

n(N) + 2N(1 + dn+1(N)) − 2(N − dn(N))(1 + dn(N))

= 2N(dn(N) − dn+1(N))Ainsi, lim
n→+∞

V (Sn) = 0. D'après la positivité de V (ψn(Tn) et l'inégalité de la question préédente,on déduit du théorème d'enadrement que V (ψn(Tn)) tend vers 0 lorsque n tend vers +∞. Ainsi,d'après l'inégalité de Bienaymé-Thebyhev, pour tout ε > 0,
0 6 P (|ψn(Tn) −N | > ε))P (|ψn(Tn) − E(ψn(Tn))| > ε) 6

V (ψn(Tn))

ε2
−→

n→+∞

0.Don ψn(Tn) est un estimateur onvergent de N .4. Soit, pour n entier de N
∗, un estimateur sans biais Rn du paramètre N .On pose, pour tout k de [[1, N ]] : fn(k) = E(Rn | [Tn = k])(a) Tout d'abord, on montre que fn(Tn) est aussi sans biais, en utilisant le théorème de transfert et laformule de l'espérane totale :

E(fn(Tn)) =

N
∑

k=1

fn(k)P (Tn = k) =

N
∑

k=1

E(Rn | Tn = k)P (Tn = k) = E(Rn) = N.11



On a, en utilisant la même inégalité que préédemment sur les espéranes, et en utilisant le théorèmede transfert puis la formule de l'espérane totale :
E(fn(Tn)2) =

N
∑

k=1

fn(k)2P (Tn = k) =

N
∑

k=1

E(Rn | Tn = k)2P (Tn = k)

6

N
∑

k=1

E(R2
n | Tn = k)P (Tn = k) = E(R2

n).Ainsi :
V (fn(Tn)) = E(fn(Tn)2) − E(fn(Tn))2 = E(fn(Tn)2) −N2

6 E(R2
n) − E(Rn)2 = V (Rn).(b) Soit n ∈ N

∗ �xé.
• Supposons que pour tout N de N

∗, E(F (Tn)) = N .Montrons par réurrene sur k ∈ N
∗ que pour tout k ∈ N

∗, F (k) = ψn(k).PourN = 1, les Ui prennent la valeur onstante égale à 1, et don Tn est la variable onstante égaleà 1, don F (Tn) est la variable onstante de valeur F (1). Par onséquent, 1 = N = E(F (Tn)) =

F (1). Or,
ψn(1) =

1n+1 − 0n+1

1n − 0n
= 1 = F (1).Don P(1) est bien véri�ée.Soit k > 2 tel que P(i) soit véri�é pour tout i ∈ [[1, k − 1]]. Alors, en utilisant l'hypothèse pour lavaleur N = k, et les hypothèses de réurrene, on obtient :

N = k =

k
∑

i=1

F (i)P (Tn = i) =

k−1
∑

i=1

ψn(i)P (Tn = i) + F (k)P (Tn = k).Or, d'après IV-3(), ψn(Tn) est un estimateur sans biais de N = k, don, d'après le théorème detransfert :
k =

k
∑

i=1

ψn(i)P (Tn = i) =
k−1
∑

i=1

ψn(i)P (Tn = i) + ψn(k)P (Tn = k).Ainsi, on obtient :
k =

k−1
∑

i=1

ψn(i)P (Tn = i) + ψn(k)P (Tn = k) =

k−1
∑

i=1

ψn(i)P (Tn = i) + F (k)P (Tn = k),d'où on déduit que :
ψn(k)P (Tn = k) = F (k)P (Tn = k) puis: ψn(k) = F (k),puisque P (Tn = k) 6= 0, lorsque N = k (vois loi de Tn). Don P(k) est véri�éAinsi, d'après le prinipe de réurrene P(k) est vrai pour tout k ∈ N

∗.
• La réiproque provient du fait que ψn(Tn) est un estimateur sans biais de N .() Soit R un estimateur sans biais de N , et fn omme plus haut. Alors, on a montré que E(fn(Tn)) = N .Cela est vrai pour tout N . De plus, fn ne dépend pas de N . En e�et,

fn(k) = E(Rn | Tn = k),et omme dans la ondition, on suppose que la valeur maximale atteinte est k, et que les autresvaleurs sont équiprobables, ette expression est la même quelle que soit la valeur de N (supérieureà k). On peut don utiliser la question préédente, qui nous assure que fn = ψn. Ainsi, la questionIV-4(a) amène :
V (ψn(Tn)) = V (fn(Tn)) 6 V (Rn),don ψn(Tn) est bien l'estimateur sans biais de N de variane minimale.12


