
Ly
ée La Bruyère, Versailles Mer
redi 2 septembre 2009ECS 2 � MathématiquesInterrogation no 1 � Révisions du programme de 1ère année(1 heure)1. Une suite (un)n∈N 
onverge vers un réel ℓ si et seulement si :
∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N, n > N =⇒ |un − ℓ| < ε2. Théorème des a

roissements �nis.Soit a, b deux réels tels que a < b, et soit f une fon
tion 
ontinue sur [a, b], et dérivable sur ]a, b[. Alorsil existe c ∈]a, b[ tel que :

f(b)− f(a) = (b − a)f ′(c).3. Soit α < β et a < b quatre réels. Soit f une fon
tion 
ontinue sur [α, β], et u une fon
tion de 
lasse C1 de
[a, b] vers [α, β]. Alors

∫ u(b)

u(a)

f(x) dx =

∫ b

a

f(u(t))u′(t) dt.4. (a) Le terme général n
(

sin 1
n

)3 est positif pour n assez grand, et
n

(

sin
1

n

)3

∼
+∞

n

(

1

n

)3

=
1

n2
.Or, ∑

1
n2 est une série de Riemann de paramètre 2 > 1, don
 
onvergente. D'après le théorème de
omparaison des séries positives de terme général équivalent, on en déduit que ∑

n
(

sin 1
n

)3 
onverge.(b) La suite (e−
√

n)n∈N∗ est positive. De plus d'après les règles de 
roissan
e 
omparée,
lim

n→+∞
n2e−

√
n = lim

n→+∞

√
n

4
e−

√
n = 0, don
: e−

√
n = o

(

1

n2

)

.Or, la série ∑

1
n2 est une série 
onvergente (série de Riemann de paramètre 2), et à termes positifs.Don
, d'après la règle de 
omparaison des séries à termes positifs par o, ∑

e−
√

n est 
onvergente.5. Dé�nition : Une fon
tion 
onvexe sur un intervalle I est une fon
tion dont l'épigraphe est 
onvexe.Cara
térisation 1 : Une fon
tion f dé�nie sur un intervalle I est 
onvexe si et seulement si les 
ordessont au-dessus de la 
ourbe, don
 si et seulement si pour tout 
ouple (a, b) d'éléments de I tel que a < b,on a :
∀λ ∈ [0, 1], f(λa + (1− λ)b) 6 λf(a) + (1− λ)f(b).Cara
térisation 2 : Une fon
tion f dé�nie sur un intervalle I est 
onvexe si et seulement si elle estdérivable à gau
he et à droite en tout point de I et que les tangentes à gau
he et à droite de la 
ourbe entout point sont sous la 
ourbe.Cara
térisation 3 (pour les fon
tions dérivables) : Une fon
tion f dé�nie et dérivable sur unintervalle I est 
onvexe si et seulement si f ′ est 
roissante sur I.Cara
térisation 4 (pour les fon
tions deux fois dérivables) : Une fon
tion f dé�nie et deux foisdérivable sur l'intervalle I est 
onvexe si et seulement si f ′′ > 0 sur I.6. Dé�nition : Soit P un polyn�me à 
oe�
ients réels, et r ∈ R. On dit que r est une ra
ine de P d'ordrede multipli
ité α ∈ N

∗ si et seulement si (X − r)α divise P et (X − r)α+1 ne divise pas P . Par extensionet par 
ommodité, on parle parfois d'une ra
ine de multipli
ité 0 pour un réel qui n'est pas ra
ine de P .Cara
térisation par les dérivées : Le réel r est ra
ine d'ordre de multipli
ité α ∈ N∗ de P si etseulement si :
∀k ∈ [[0, α− 1]], P (k)(r) = 0 et P (α)(r) 6= 0.
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7. Comme souvent pour les sommes faisant intervenir des fon
tions trigonométriques, on introduit l'expo-nentielle 
omplexe, a�n d'essayer de se ramener à un terme géométrique.Soit n ∈ N∗ et α ∈ R. Alors :
n

∑

k=0

(

n

k

)

sin(kα) =

n
∑

k=0

(

n

k

)

Im eαk = Im

n
∑

k=0

(

n

k

)

(eα)k = Im(1 + eα)n,d'après la formule du bin�me. En fa
torisant par la moitié de l'angle, il vient don
 :
n

∑

k=0

(

n

k

)

sin(kα) = Im
[

e
1

2
·αn(e−

α

2 + e
α

2 )n

]

= Im
[

e
1

2
·αn(2 cos

α

2
)n

]

= 2n cosn
α

2
Im e

1

2
·αn = 2n cosn

α

2
Im sin

(

n · α
2

)

.8. Soit F un espa
e ve
toriel sur R ou C (noté K). L'ensemble E est un sous-espa
e ve
toriel de F si etseulement si :
• E ⊂ F ,
• E 6= ∅,
• E est stable par 
ombinaison linéaire (pour la loi de F ), 
'est-à-dire

∀(x, y) ∈ E, ∀λ ∈ K, λx + y ∈ E.9. Soit E et F deux espa
es ve
toriels sur K (égal à R ou C), et f une appli
ation de E vers F . On dit que
f est une appli
ation linéaire si et seulement si

∀(x, y) ∈ E2, ∀λ ∈ K, f(λx + y) = λf(x) + f(y).10. Soit E un espa
e ve
toriel sur K, et (x1, . . . , xn) une famille d'éléments de E. On dit que la famille
(x1, . . . , xn) est :
• libre si et seulement :

∀(λ1, . . . , λn) ∈ K
n,

n
∑

k=1

λkxk = 0 =⇒ ∀k ∈ [[1, n]], λk = 0;

• génératri
e de E si et seulement si
∀x ∈ E, ∃(λ1, . . . , λn) ∈ K

n, x =
n

∑

k=1

λkxk;

• une base de E si et seulement si elle est libre et génératri
e de E.11. Notons f l'endomorphisme 
orrespondant.
• L'image de f est le sous-espa
e ve
toriel de R3 engendré par les 
olonnes de la matri
e 
anoniquementasso
iée. Ainsi :

Im(f) = Vect









1

3

5



 ,





2

4

6



 ,





3

5

7







 .Or, 



3

5

7



 = 2





2

4

6



−





1

3

5



, don

Im(f) = Vect









1

3

5



 ,





2

4

6







 .Ces deux ve
teurs n'étant pas 
olinéaires, ils forment une base de Im(f).
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• On rappelle que si A est une matri
e dont les 
olonnes sont notées C1, . . . , Cn, alors
A







x1...
xn






= x1C1 + · · ·+ xnCn.En parti
ulier, si x1C1 + · · · + xnCn = 0, alors 





x1...
xn






est dans le noyau de l'endomorphisme 
ano-niquement asso
ié à A. Or, i
i, la relation entre les 
olonnes exprimée dans l'étude de l'image de fs'exprime C1−2C2 +C3 = 0, don
 



1

−2

1



 est un ve
teur de l'image. De plus, la formule du rang amèneimmédiatement
dimKer f = 3− dim Im f = 3− 2 = 1.Ainsi, 







1

−2

1







 est une base de Ker f .12. • On a une formule toute faite pour l'inversion des matri
es 2× 2, à l'aide du déterminant. Pensez-y (etapprenez-la), 
'est tout de même plus rapide que toutes les méthodes 
al
ulatoires (pivot de Gauss ouautre). D'autant qu'i
i, je m'étais arrangé pour avoir des 
oe�
ients un peu déli
ats dans le résultat...On a don
 : detM1 = 2× 7 + 1× 5 = 19 6= 0. Ainsi, M1 est bien inversible, et
M−1

1 =
1

19

(

7 −5

1 2

)

.Vous pouvez faire une rapide véri�
ation (
e n'est jamais inutile) en e�e
tuant le produit de M1 par lamatri
e que vous avez obtenue.
• Pour une matri
e 3× 3, on utilise la méthode du pivot de Gauss : on se ramène à la matri
e identité àl'aide d'opérations sur les lignes, et on e�e
tue les mêmes opérations sur les lignes de la matri
e identité.





1 0 1 1 0 0

2 0 1 0 1 0

0 1 1 0 0 1



 L2 ← L2 − 2L1

−→





1 0 1 1 0 0

0 0 −1 −2 1 0

0 1 1 0 0 1





L2 ← −L2

L3 ↔ L2

−→





1 0 1 1 0 0

0 1 1 0 0 1

0 0 1 2 −1 0





L2 ← L2 − L3

L1 ← L1 − L3

−→





1 0 0 −1 1 0

0 1 0 −2 1 1

0 0 1 2 −1 0



Ainsi, M2 est inversible et M−1
2 =





−1 1 0

−2 1 1

2 −1 0



.En
ore une fois, n'oubliez pas de faire une véri�
ation rapide !13. Le s
alaire λ est valeur propre de A si et seulement si A − λI2 n'est pas inversible, don
 si et seulementsi det(A− λI2) = 0 Or :
det(A− λI2) = det

(

1− λ 2

2 1− λ

)

= (1− λ)2 − 4 = λ2 − 2λ− 3 = (λ + 1)(λ− 3).Ainsi, Sp(A) = {−1, 3}.La matri
e A, d'ordre 2, admettant 2 valeurs propres distin
tes, elle est diagonalisable, et ses espa
espropres sont de dimension 1. 3



• L'espa
e propre E−1 : on a A + I2 =

(

2 2

2 2

). Les 
olonnes de A + I2 véri�ent : C1 − C2 = 0, ainsi,
omme dans une question pré
édente, (

1

−1

) est dans le noyau de A+ I2, don
 dans E−1. Comme E−1est de dimension 1, on en déduit que E−1 = R

(

1

−1

).
• L'espa
e propre E3 : on a A− 3I2 =

(

−2 2

2 −2

). Les 
olonnes de A + I2 véri�ent : C1 + C2 = 0, ainsi
(

1

1

) est dans E3. Comme E3 est de dimension 1, on en déduit que E3 = R

(

1

1

).Par 
onséquent, ((

1

−1

)

,

(

1

1

)) est une base de diagonalisation de l'endomorphisme 
anoniquement as-so
ié à A, et la formule de 
hangement de base fournit la relation A = PDP−1, où :
A =

(

1 2

2 1

)

, D =

(

−1 0

0 3

) et P =

(

1 1

−1 1

)

.14. Soit (Ω, T , P ) un espa
e probabilisé. Soit (Ai)i∈I un système 
omplet dénombrable d'événements (ouquasi-
omplet), et B un événement. Alors
P (B) =

∑

i∈I

PAi
(B)P (Ai).15. Ave
 la 
orre
tion n ∈ N∗, les di�érents termes de l'énon
é sont positifs. Il su�t don
 que leur sommesoit 
onvergente, et égale à 1. La 
onvergen
e est assurée par l'équivalen
e

(n2 − 1)

(

1

2

)n

∼
+∞

(n + 1)(n + 2)

(

1

2

)n

,terme général d'une série 
onvergente positive (série du bin�me négatif, dérivée se
onde de la série géo-métrique). En essayant de se ramener à 
es séries du bin�me négatif grâ
e à une dé
omposition judi
ieusede la partie polynomiale, on obtient :
+∞
∑

k=1

(n2 − 1)

(

1

2

)n

=
1

2

+∞
∑

k=1

n(n + 1)

(

1

2

)n−1

− 1

2

+∞
∑

k=1

n

(

1

2

)n−1

− 1

2

+∞
∑

k=1

(

1

2

)n−1

=
1

2

2
(

1− 1
2

)3 −
1

2

1
(

1− 1
2

)2 −
1

2

1

1− 1
2

= 8− 2− 1 = 5.Ainsi, il faut et il su�t de 
hoisir a = 1
5 .L'espéran
e de X existe si et seulement si la série de terme général nP (X = n) 
onverge absolument. Or

nP (X = n) = n(n2 − 1)

(

1

2

)n

=
1

4
(n− 1)n(n + 1)

(

1

2

)n−2

.Les séries étant à termes positifs, et le dernier membre étant, à un fa
teur 1
4 près, le terme général d'unesérie du bin�me négatif 
onvergente, la série ∑

nP (X = n) est absolument 
onvergente, d'où l'existen
ede l'espéran
e de X . De plus,
E(X) =

+∞
∑

n=1

(n− 1)n(n + 1)

(

1

2

)n

=
1

4

+∞
∑

n=2

(n− 1)n(n + 1)

(

1

2

)n−2

=
1

4

3!
(

1− 1
2

)4 = 24.16. Soit X une variable aléatoire admettant une espéran
e m et une varian
e σ2. Alors, pour tout ε > 0,
P (|X −m| > ε) <

σ2

ε
.
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