
Lyée La Bruyère, Versailles Vendredi 4 déembre 2009ECS 2 � Mathématiques Corretion de Interrogation1. La forme bilinéaire ϕ est symétrique puisque sa matrie M dans la base anonique est symétrique. Soit
X =









x

y

z

t









. Alors
ϕ(X, X) = x2 + 2y2 + 9z2 + 6t2 − 2xy − 2xz + 2xt− 2yz − 4yt− 2zt

= (x− y − z + t)2 + y2 + 8z2 + 5t2 − 4yz − 2yt

= (x− y − z + t)2 + (y − 2z − t)2 + 4z2 + 4t2 − 4zt

= (x− y − z + t)2 + (y − 2z − t)2 + (2z − t)2 + 3t2 > 0Ainsi, ϕ est positive. De plus, ϕ(X, X) est nul si et seulement si haque arré est nul (as 'est une sommede termes positifs), don si et seulement si :














x− y − z + t = 0

y − 2z − t = 0

2z − t = 0

t = 0,don si et seulement si X =









0

0

0

0









. Ainsi, ϕ est dé�nie.Par onséquent, ϕ est une forme bilinéaire symétrique dé�nie positive, il s'agit don d'un produit salaire.2. voir ours3. voir ours4. voir ours5. voir ours6. Soit λ ∈ RR. Le réel λ est valeur propre de A si et seulement si rg(A− λI4) < 4. Déterminons e rang àl'aide de la méthode du pivot de Gauss.
A− λI4 =









−λ 2 −1 1

2 3− λ −2 2

1 2 −2− λ 1

1 2 −1 −λ









−→









1 2 −1 −λ

2 3− λ −2 2

1 2 −2− λ 1

−λ 2 −1 1









L4 ↔ L1

−→









1 2 −1 −λ

0 −1− λ 0 2 + 2λ

0 0 −1− λ 1 + λ

0 2 + 2λ −1− λ 1− λ2









L2 ← L2 − 2L1

L3 ← L3 − L1

L4 ← L4 + λL1

−→ Aλ =









1 2 −1 −λ

0 −1− λ 0 2 + 2λ

0 0 −1− λ 1 + λ

0 0 0 −(λ + 1)(λ− 4)









L4 ← L4 + 2L2 − L3Ainsi, Sp(A) = {−1, 4} De plus : 1



• rg(A + I4) = rg(A
−1) = rg









1 2 −1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0









= 1 don E
−1 est de dimension 3, d'après le théorème durang. De plus, pour tout X de R

4, (A + I4)X = 0⇐⇒ A
−1X = 0, don on trouve une base de E

−1 enrésolvant le système assoié à A
−1. Les olonnes de A

−1 véri�ent les relations :
2C1 − C2 = 0 C1 + C3 = 0 et C1 − C4 = 0.Ainsi, les trois veteurs 
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−1

0

0









, 







1

0

1

0









, 







1

0

0

−1









sont dans E3, et forment une famille libre (ar ils sontéhelonnés). Don omme dimE3 = 3, ils forment une base de E3.
• De même, rg(A− 4I4) = rg(A4) = rg









1 2 −1 −4

0 −5 0 10

0 0 −5 5

0 0 0 0









= 3, don dimE4 = 1.De plus, les olonnes de ette matrie véri�ent 2C2 + C4 + C3 + C1 = 0, don E4 = R









1

2

1

1









.Ainsi, A = PDP−1, ave :
P =









2 1 1 1

−1 0 0 2

0 1 0 1

0 0 −1 1









et D =









−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 4
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