
Lyée La Bruyère, Versailles Lundi 18 janvier 2010ECS 2 � Mathématiques Interrogation no 3 � Algèbre bilinéaire1. Une forme quadratique sur R
n est une appliation q de R

n dans R telle qu'il existe une forme bilinéaire ϕ sur R
n × R

ntelle que :
∀x ∈ R

n, q(x) = ϕ(x, x).2. L'endomorphisme symétrique assoié à une forme quadratique q est l'unique endomorphisme symétrique u de R
n véri�ant :

∀x ∈ R
n, q(x) = 〈u(x), x〉 = 〈x, u(x)〉 .3. Soit u un endomorphisme symétrique, et λ et µ deux valeurs propres distintes de u, dont les espaes propres assoiéssont Eλ et Eµ. Alors :

∀(x, y) ∈ Eλ × Eµ, λ 〈x, y〉 = 〈λx, y〉 = 〈u(x), y〉 = 〈x, u(y)〉 = 〈x, µy〉 = µ 〈x, y〉 ,et omme λ 6= µ, on obtient 〈x, y〉 = 0. Ainsi, Eλ⊥Eµ.4. Les veteurs e1 = (0, 1, 1, 2) et e2 = (−1, 1, 0, 0) étant non olinéaires (et en nombre 2), ils forment une famille libre.Ainsi, ils forment une base de l'espae F qu'ils engendrent. Déterminons une base orthonormale (f1, f2) de F , obtenue de
(e1, e2) par le proédé de Shmidt. On a :

f1 =
e1

‖e1‖
=

1√
6
(0, 1, 1, 2), et f2 =

u2

‖u2‖
,où :

u2 = e2 − 〈e2, f1〉 f1 = (−1, 1, 0, 0)− 1

6
(0, 1, 1, 2) =

1

6
(−6, 5,−1,−2), don: ‖u2‖2 =

1

36
(36 + 25 + 1 + 4) =

66

36
.Ainsi

f2 =
1√
66

(−6, 5,−1,−2).Le projeté orthogonal de A sur F est don donné par la formule :
pF (A) = 〈A, f1〉 f1 + 〈A, f2〉 f2 =

2

3
(0, 1, 1, 2) +

1

33
(−6, 5,−1,−2) =

1

33
(−6, 27, 21, 42) =

1

11
(−2, 9, 7, 14).Ainsi,

d(A, F ) = ‖A− pF (A)‖ =
1

11
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=
1

11

√
169 + 169 + 49 + 9 =

√
296

11
=

2
√

74

11
.5. La matrie A est symétrique réelle, don diagonalisable.Soit λ ∈ RR. Le réel λ est valeur propre de A si et seulement si A− λI4 est de rang inférieur ou égal à 3. Déterminons erang par la méthode du pivot de Gauss :

A− λI4 =









1− λ 2 −1 −1

2 4− λ −2 −2

−1 −2 1− λ 1

−1 −2 1 1− λ









−→









−1 −2 1 1− λ

2 4− λ −2 −2

−1 −2 1− λ 1

1− λ 2 −1 −1









L4 ↔ L1

−→









−1 −2 1 1− λ

2 4− λ −2 −2

−1 −2 1− λ 1

1− λ 2 −1 −1













L2 ← L2 + 2L1

L2 ← L3 − L1

L4 ← L4 + (1− λ)L1





−→









−1 −2 1 1− λ

0 −λ 0 −2λ

0 0 −λ λ

0 2λ −λ −2λ + λ2









L4 ← L4 + 2L2 − L3

−→









−1 −2 1 1− λ

0 −λ 0 −2λ

0 0 −λ λ

0 0 0 −7λ + λ2









= Mλ1



Cette matrie triangulaire est de rang au plus 3 si et seulement si au moins un terme de sa diagonale est nulle, don si
λ = 0 ou λ = 7.La matrie M0 est de rang 1, don E0 est de dimension 3. Or, les olonnes de A véri�ent 2C1 − C2 = 0, C3 − C4 = 0 et
C1 + C3 = 0. Ainsi, les veteurs e1 = (2,−1, 0, 0), e2 = (0, 0, 1,−1) et e3 = (1, 0, 1, 0) sont dans E0, et libres (éhelonnéspar rapport à leur dernière oordonnée non nulle). Par onséquent, la dimension de E0 étant 3, ils forment une base de
E0. De plus, les deux premiers sont orthogonaux, e qui nous failitera la tâhe d'orthonormalisation. Soit (f1, f2, f3) lab.o.n. obtenue de (e1, e2, e3) par le proédé d'orthonormalisation de Shmidt. On a, puisque e1⊥e2,

f1 =
e1

‖e1‖
=

1√
5
(2,−1, 0, 0) et f2 =

e2

‖e2‖
=

1√
2
(0, 0, 1,−1).Alors,

f3 =
u3

‖u3‖
où u3 = e3 − 〈e3, f1〉 f1 − 〈e3, f2〉 f2 =

1

10
(2, 4, 5, 5).On obtient don :

f3 =
1√
70

(2, 4, 5, 5).Ainsi, (f1, f2, f3) est une b.o.n. de E0.La matrie M7 vaut 







−1 −2 1 −6

0 −7 0 −14

0 0 −7 7

0 0 0 0









. Elle est de rang 3, et ses olonnes véri�ent :
C4 + C3 − 2C2 − C1 = 0,don E7 = R(−1,−2, 1, 1). Un veteur unitaire de E7 est don f4 = 1

√

7
(−1,−2, 1, 1).Puisque A est symétrique, ses sous-espaes propres sont orthogonaux, don (f1, f2, f3, f4) est une b.o.n. de R

4. Soit P lamatrie de passage de la base anonique dans ette b.o.n.. On a don
P =
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Puisque P est la matrie de passage entre 2 bases orthonormales, P est une matrie orthogonale, et on obtient don�nalement
tPAP = P−1AP =









0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 7







Remarquez que 7 est le arré de la norme de la première olonne, et que le veteur propre trouvé est (à un oe�ientprès) la première olonne de A. Cela n'est pas anodin, 'est le as pour toute matrie symétrique de rang 1. Pourquoi ?6. Soit y = mx + p l'équation de la droite de régression de y en x. Ainsi, m et p minimisent l'expression :
(2−m− p)2 + (−1− p)2 + (2− 2m− p)2 + (−2 + m− p)2 =
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.Ainsi, le ouple (m, p) minimise l'expression ‖AX −B‖, où :
A =









1 1

0 1

2 1

−1 1









et B =









2

−1

2

−2









.D'après le théorème des moindres arrés, ette expression atteint son minimum en une valeur (m, p) solution de l'équation
tAA

(

m

p

)

= tAB. Ainsi, on obtient le système d'équations :
{

6m + 2p = 8

2m + 4p = 1Ainsi, m = 3

2
et p = − 1

2
.La droite de régression de y en x est don la droite d'équation y = 3

2
x− 1

2
.2


