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ECS 2 — Mathématiques

Interrogation n® 3 — Algébre bilinéaire

1. Une forme quadratique sur R™ est une application ¢ de R™ dans R telle qu’il existe une forme bilinéaire ¢ sur R™ x R"
telle que :
Vo €R", q(2) = p(a,a).

2. L’endomorphisme symétrique associé & une forme quadratique ¢ est I’'unique endomorphisme symétrique v de R™ vérifiant :

Ve e R", q(x) = (u(z),z) = (x,u(zx)).

3. Soit v un endomorphisme symétrique, et A et u deux valeurs propres distinctes de u, dont les espaces propres associés
sont Ey et E,. Alors :

V(z,y) € Ex x By, AMz,y) = Az, y) = (u(@),y) = (z,u(y)) = (z, py) = p(z,y),

et comme A # p, on obtient (z,y) = 0. Ainsi, ExLE,,.

4. Les vecteurs e; = (0,1,1,2) et es = (—1,1,0,0) étant non colinéaires (et en nombre 2), ils forment une famille libre.
Ainsi, ils forment une base de 'espace F' qu’ils engendrent. Déterminons une base orthonormale (f1, f2) de F', obtenue de
(e1,e2) par le procédé de Schmidt. On a :

el 1 U2
flz :_(0717172)7 et f2:—7
ledll 6 [[wa]]
ou :
1 1 , 1 66
UQ262—<€2,f1>f1:(—171,070)—_(071,172):_(—675,—1,—2), donc: ||’LL2H :—(36+25+1+4):—
6 6 36 36
Ainsi .
= ——(—6,5,-1,-2).
f2 \/%( )

Le projeté orthogonal de A sur F' est donc donné par la formule :

2 1 1 1
pF(A) = <A5 f1> fl + <A7f2> f2 = g(oa 17 152) + ﬁ(_6755 _15 _2) = ﬁ(_6527721542) = ﬁ(_25977a 14)

Ainsi,
11 ) 13
1 22 9 1 13 1 206 274
d(A,F) = ||A—pp(A)|| = — — = — =—V169+169+49+9= " =2+~
(A, F) = [[A-pr(A)] Tl o . T =7 11¢ + 169 + 49 + = o
11 14 -3

5. La matrice A est symétrique réelle, donc diagonalisable.

Soit A € RR. Le réel X est valeur propre de A si et seulement si A — A\l est de rang inférieur ou égal & 3. Déterminons ce
rang par la méthode du pivot de Gauss :

1—\ 2 B | | 1 1-X
24—\ -2 -2 24—\ -2 -2
A=Ma=1 3 5 1\ 1 |7 1 2 1o 1 Lae=In
-1 -2 1 1-X 1—\ 2 -1 -1
-1 -2 1 1-X Ly Ly +2L,
24—\ -2 -2
N Ly «— L3 — 1L,
oo A Ly~ Li+(1-)NL
1—) 2 -1 -1 4 4 !
-1 -2 1 1—A
0 -\ 0 2\
— 0 0 _)\ )\ L4<—L4+2L2—L3
0 2\ —\ —2)\+ 2
1 -2 1 1—A\
0 —-A 0 —2)
1o o =i A = M,
0 0 0 —TA+A2




Cette matrice triangulaire est de rang au plus 3 si et seulement si au moins un terme de sa diagonale est nulle, donc si
A=0ou =17

La matrice My est de rang 1, donc Ey est de dimension 3. Or, les colonnes de A vérifient 2C7 — Cy =0, C3 — Cy =0 et
Cy + C3 = 0. Ainsi, les vecteurs e; = (2,—1,0,0), ea = (0,0,1,—1) et e3 = (1,0, 1,0) sont dans Ey, et libres (échelonnés
par rapport a leur derniére coordonnée non nulle). Par conséquent, la dimension de Ey étant 3, ils forment une base de
Ey. De plus, les deux premiers sont orthogonaux, ce qui nous facilitera la tache d’orthonormalisation. Soit (f1, f2, f3) la
b.o.n. obtenue de (ey, ez, e3) par le procédé d’orthonormalisation de Schmidt. On a, puisque e; Les,

€1 1 €9 1

fl = — = —(27—1,0,0) et f2 T (0705 17_1)
leal V5 le2l V2
Alors,
U 1
f3=—2 ol wuz=e3—(e3, f1) fi — (e3, f2) fo = —(2,4,5,5).
[[us]| 10

On obtient donc :

fs= (2,4,5,5).

5~
o

Ainsi, (f1, f2, f3) est une b.o.n. de Ej.
1 -2 1 —6

— —14
La matrice M, vaut 8 07 _07 - | Elle est de rang 3, et ses colonnes vérifient :
0o 0 O 0

Cy+C5—-2C5,—C1 =0,
donc E7 =R(—1,—2,1,1). Un vecteur unitaire de E7 est donc fy = %(—17 -2,1,1).
Puisque A est symétrique, ses sous-espaces propres sont orthogonaux, donc (fi1, fa, f3, f4) est une b.o.n. de R%. Soit P la
matrice de passage de la base canonique dans cette b.o.n.. On a donc

2 9 2 _L
NG V70 NG

S S S S

P= NG V70 V7
o, o Y A

V2 V70 VT

0 o Y04

V2 V70 VT

Puisque P est la matrice de passage entre 2 bases orthonormales, P est une matrice orthogonale, et on obtient donc
finalement

tPAP = P71AP =

o O o o
o O o o
o O o o
~N O O O

Remarquez que 7 est le carré de la norme de la premiére colonne, et que le vecteur propre trouvé est (& un coefficient
prés) la premiére colonne de A. Cela n’est pas anodin, c’est le cas pour toute matrice symétrique de rang 1. Pourquoi ?

. Soit y = mx 4 p 'équation de la droite de régression de y en x. Ainsi, m et p minimisent 'expression :

2—m—p\| 2 11 2
—-1-p -1 0 1 m
o N2 (1 a2 o N2 (L 2 _ _
@m—p 4 (L= 4 @ 2m ) (2 me g = |, TP -1 ()
—24+m-—-p —2 -1 1
Ainsi, le couple (m, p) minimise I’expression ||[AX — B]|, ou :
1 1 2
0 1 -1
A= 9 1 et B = 9
-1 1 -2

D’apreés le théoréme des moindres carrés, cette expression atteint son minimum en une valeur (m, p) solution de ’équation

tAA (?) = 'AB. Ainsi, on obtient le systéme d’équations :

6m+2p =
2m+4p =

N|=

Ainsi, m =3 et p=—
La droite de régression de y en x est donc la droite d’équation y = %x — %



