
Lyée La Bruyère, Versailles Samedi 10 otobre 2009.ECS 2 � Mathématiques Devoir Surveillé no 2 (4 heures)
La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédation, la larté, la préision et la onision desraisonnements entreront pour une part importante dans l'appréiation des opies.Les andidats sont invités à enadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs aluls.L'usage de tout doument et de tout matériel életronique est interdit. Notamment, les téléphones portablesdoivent être éteints et rangés.Si au ours de l'épreuve, un andidat repère e qui lui semble être une erreur d'énoné, il le signalera sur saopie et poursuivra sa omposition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendre
Exerie 1 � (Exerie tehnique)1. Séries numériques(a) Nature de la série ∑

n∈N∗

(

(

1 +
1

n
+

1

n2

)
1

sin(1/n)

− e

)(b) Nature et somme de la série ∑
n∈N

3n3 − 2n2 + n − 1

n!() Nature et somme de la série ∑
n∈N

n3

3n2. Développements limités(a) Déterminer le développement limité à l'ordre 5 au voisinage de 0 de f(x) =
1

ln(1 + cosx)(b) En alulant des développements limités à l'ordre 3 de tanx et Arctan x, montrer que
ln(Arctanx) − ln(tanx)∼

0
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x2.3. Intégrales(a) Quelle est la nature de l'intégrale ∫ +∞

2

(ln x)− lnx dx ?(b) Justi�er la onvergene, et aluler l'intégrale ∫ +∞

0

1 + ex

1 + e2x
dx.On pourra faire un hangement de variables t = ex.1



() On dé�nit, pour tout x ∈ R :h(x) =
ex + e−x

2
, sh(x) =

ex − e−x

2
, th(x) =

sh(x)h(x)
.i. Déterminer, en fontion de sh et h, les dérivées des fontions sh, h et th.ii. Quelles sont les variations de sh ? Déterminer ses limites en −∞ et en +∞.iii. Quelles sont les variations de th ? Déterminer ses limites en −∞ et en +∞.iv. Montrer que pour tout x ∈ R, h2x − sh2x = 1.v. Après avoir montré sa onvergene, aluler l'intégrale ∫ +∞

−∞

dx

(1 + x2)
3
2

.On pourra pour ela faire un hangement de variables y = shx.Exerie 2 � (Ériome 2007)1. À l'aide de développements limités usuels que l'on rappellera lairement, montrer que lorsque x est auvoisinage de 0, on a :
ln(2 − ex) = −x − x2 + o(x2).2. (a) Montrer que pour tout entier k supérieur ou égal à 2, on a :

2 − e
1
k ∈]0, 1[.(b) En déduire le signe de ln(2 − e

1
k ), pour tout entier k supérieur ou égal à 2.() Quelle est la nature de la série de terme général ln(2 − e

1
k ) ?(d) Pour n entier supérieur ou égal à 2, on pose :
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n
∑

k=2

ln(2 − e
1
k ) et un = expVn.Déterminer

lim
n→+∞

Vn et lim
n→+∞

un.3. (a) Montrer que ln(nun) =
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)].(b) Déterminer un équivalent, quand k tend vers +∞, de ln(2 − e
1
k ) − ln

(

1 − 1

k

).() En déduire que un est équivalent, quand k tend vers +∞, à K
n
, ave K > 0.Quelle est la nature de la série de terme général un ?4. On pose Sn =

n
∑

k=2

(−1)kuk.(a) Donner le sens de variation de la suite (un)n>2.(b) Montrer que les deux suites (S2n)n>1 et (S2n+1)n>1 sont adjaentes.() En déduire la nature de la série de terme général (−1)nun.(d) Érire une fontion en Pasal prenant en paramètre un réel e, et donnant une valeur approhée de
+∞
∑

n=2

(−1)nun à la marge d'erreur e près.On pourra justi�er que l'erreur faite au rang n est majorée par un.2



Problème � (d'après EM Lyon 2006)Partie I � Préliminaires1. (a) Justi�er, pour tout n ∈ N : tne−t2 = o

t→+∞

(

1

t2

)

.(b) Montrer que, pour tout n ∈ N, l'intégrale ∫ +∞

−∞

tne−t2 dt est onvergente.2. En déduire que, pour tout polyn�me P de R[X ], l'intégrale ∫ +∞

−∞

P (t)e−t2 dt onverge.On note, dans tout le problème, pour tout n ∈ N : In =

∫ +∞

−∞

tne−t2 dt.3. Rappeler sans alul la valeur de I0. Caluler I1.4. Établir, à l'aide d'une intégration par parties, pour tout n ∈ N : In+2 =
n + 1

2
In.5. Montrer, pour tout p ∈ N : I2p+1 = 06. Montrer, pour tout p ∈ N : I2p =

(2p)!

22pp!

√
π.7. Érire une fontion en Pasal prenant en paramètre une valeur n, et alulant In. On privilégiera larelation de réurrene à la formule expliite.Partie II � Calul d'intégrales dépendant d'un paramètre1. Montrer que, pour tout x ∈ R, les intégrales ∫ +∞

0

sin(xt)e−t2 dt et ∫ +∞

0

t cos(xt)e−t2 dt onvergent.On note S : R → R et C : R → R les appliations dé�nies, pour tout x ∈ R, par :
S(x) =

∫ +∞

0

sin(xt)e−t2 dt et C(x) =

∫ +∞

0

t cos(xt)e−t2 dt.2. Établir, pour tout a ∈ R et tout λ ∈ R : |sin(a + λ) − sin a − λ cos a| 6
λ2

2
.On pourra utiliser l'inégalité de Taylor-Lagrange3. (a) Démontrer, pour tout x ∈ R : S(x + h) − S(x)

h
− C(x)−→

h→0
0.(b) En déduire que S est dérivable sur R et que, pour tout x ∈ R, S′(x) = C(x).4. (a) À l'aide d'une intégration par parties, établir, pour tout x ∈ R : C(x) =

1

2
− x

2
S(x).(b) Montrer, pour tout x ∈ R : 2e
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4 S(x) =

∫ x
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4 dt.() En déduire, pour tout x ∈ R : S(x) =
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e−
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4 et C(x) =
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− x

4
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∫ x

0

e
t2

4 dt.Partie III � Obtention d'un développement limité1. Montrer que, pour tout x ∈ R, l'intégrale ∫ +∞

−∞

1

1 + x2t2
e−t

2

dt onverge.On note g : R → R l'appliation dé�nie, pour tout x ∈ R, par : g(x) =

∫ +∞

−∞

1

1 + x2t2
e−t2 dt.2. (a) Montrer que pour tout u ∈ [0, +∞[ : 0 6 (1 − u + u2) − 1

1 + u
6 u3.(b) En déduire, pour tout x ∈ R : 0 6

∫ +∞

−∞

(1 − x2t2 + x4t4)e−t2 dt − g(x) 6
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√
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8
x6.3



3. Montrer que g admet un développement limité à l'ordre 5 en 0, et former e développement limité.Partie IV � Nature d'une série1. Montrer que, pour tout p ∈ N, l'intégrale ∫ +∞

−∞

t2p

t2 + (2p)!
e−t2 dt onverge.On note, pour tout p ∈ N : up =

∫ +∞

−∞

t2p

t2 + (2p)!
e−t2 dt.2. Montrer que, pour tout p ∈ N : 0 6 up 6
I2p

(2p)!
.En déduire que la série de terme général up est onvergente.3. Étudier la nature de la série∑ upx

p, x ∈ R.
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