
Lyée La Bruyère, Versailles Samedi 21 otobre 2009.ECS 2 � Mathématiques Devoir Surveillé no 3 (4 heures)La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédation, la larté, la préision et la onision desraisonnements entreront pour une part importante dans l'appréiation des opies.Les andidats sont invités à enadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs aluls.L'usage de tout doument et de tout matériel életronique est interdit. Notamment, les téléphones portablesdoivent être éteints et rangés.Si au ours de l'épreuve, un andidat repère e qui lui semble être une erreur d'énoné, il le signalera sur saopie et poursuivra sa omposition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendreExerie 1 � (d'après EM Lyon 2005 option Eo) � temps idéal : 40 minutesOn onsidère l'appliation f : R → R, dé�nie, pour tout réel t, par :
f(t) =







0 si t 6 0

1
(t+1)2 si t > 0.1. Étudier les variations de f , et traer l'allure de sa ourbe représentative.2. Montrer que f est une densité de probabilité3. Montrer que pour tout réel x, l'intégrale ∫ x

−∞

f(t) dt onverge, et aluler ette intégrale.4. Déterminer un réel positif α tel que ∫ α

0

f(t) dt =
1

2
.5. Soit x ∈ [0, +∞[ �xé. On onsidère la fontion ϕx dé�nie sur [0, +∞[ par :

∀u ∈ [0, +∞[, ϕx(u) =

∫ x+u

x−u

f(t) dt.(a) Caluler ϕx(0) et lim
u→+∞

ϕx(u).(b) Montrer que ϕx est stritement roissante sur [0, +∞[.() Montrer que l'équation ϕx(u) =
1

2
d'inonnue u admet une unique solution dans R+.On note U : [0, +∞[→ R l'appliation qui à tout réel x ∈ [0, +∞[ assoie U(x), l'unique solution del'équation ϕx(u) = 1

2 .6. (a) Véri�er, pour tout x ∈ [0, 1
2 [ : U(x) = 1 − x(b) Véri�er, pour tout x ∈ [ 12 , +∞[ : U(x) =

√

4 + (x + 1)2 − 2.7. (a) Montrer que l'appliation U est ontinue sur [0, +∞[.(b) Étudier la dérivabilité de U . Déterminer les demi-tangentes à gauhe et à droite en 1
2 .() Montrer que la ourbe de U présente une asymptote en +∞. Déterminer une équation de etteasymptote, ainsi que la position de la ourbe par rapport à ette asymptote au voisinage de +∞.(d) Étudier la onvexité de U sur [ 12 , +∞[.(e) Traer l'allure de la ourbe représentative de f .1



Exerie 2 � temps idéal : 1hSoit n ∈ N. Soit E l'ensemble des appliations de R dans R telles qu'il existe un polyn�me P ∈ Rn[X ] tel que :
∀x ∈ R, f(x) = P (x)ex.On note, pour tout i ∈ [[0, n]], bi la fontion dé�nie sur R par bi(x) = xiex.1. Montrer que E est un espae vetoriel, et que B = (b0, . . . , bn) en est une base. Quelle est la dimensionde E ?2. (a) Montrer que D : f 7→ f ′ est un endomorphisme de E.(b) Déterminer la matrie A de D relativement à la base B() L'endomorphisme D est-il un isomorphisme ? Est-il diagonalisable ? Déterminer ses valeurs propreset les sous-espaes propres orrespondants.3. Soit B = A − In+1, où In+1 est la matrie identité de Mn+1(R), et soit f l'endomorphisme assoié à lamatrie B relativement à la base B.(a) Déterminer en fontion des bi l'expression de f(bj), j ∈ [[0, n]].(b) En déduire l'expression de fk(bj), pour tout j ∈ [[0, n]] et tout k ∈ N.() Déterminer Bk, pour tout k ∈ N(d) En déduire Ak, pour tout k ∈ N.(e) Déterminer à l'aide de la question préédente, pour tout k ∈ N, la dérivée k-ième de la fontion bn.Retrouver e résultat diretement à l'aide d'une formule du ours.4. Dans ette question, et uniquement dans ette question, on suppose que n = 5.(a) Déterminer A−1.(b) En déduire une primitive de la fontion b5.() En déduire la onvergene et la valeur de ∫ 0

−∞

x5ex dx. Quel résultat lassique retrouve-t-on ?5. Montrer qu'il existe une base C de Rn[X ] dans laquelle la matrie de D est :
MatC(D) =





















1 1 0 · · · 0

0 1
. . . . . . ...

0 0
. . . . . . 0... . . . 1 1

0 · · · · · · 0 1



















Exerie 3 � (Eriome 1999) � temps idéal : 50 minutes1. Soit la matrie M =











1 0 0 0

−1 4 1 −2

2 1 2 −1

1 2 1 0









Montrer que les valeurs propres de M sont 1 et 2 et déterminer les sous-espaes propres assoiés. Mest-elle diagonalisable ?On se propose de aluler Mn pour tout entier naturel n2. Soit H et H ′ deux matries réelles arrées d'ordre 4 érites sous forme de blos :
H =

(

1 O

C A

)

, ave O =
(

0 0 0
)

, C =







a

b

c






et A = (ai,j)16i,j63,2



et :
H ′ =

(

1 O

C′ A′

)

, ave C′ =







a′

b′

c′






et A′ = (a′

i,j)16i,j63.Véri�er que le produit HH ′ s'érit sous forme de blos :
HH ′ =

(

1 0

C′′ AA′

)

, où C′′ = C + AC′.3. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, il existe une matrie olonne Un à 3 lignes telle que :
Mn =

(

1 O

Un V n

)

, où V est la matrie 


4 1 −2

1 2 −1

2 1 0






.4. Calul de V nOn pose W = V − 2I, où I est la matrie identité d'ordre 3. Pour tout entier naturel n, aluler Wn etérire expliitement la matrie V n5. Calul de Un(a) Soit X la matrie olonne représentant dans la base anonique l'unique veteur propre de M assoiéà la valeur propre 1, dont la première omposante vaut 1.Caluler MnX , pour tout n ∈ N(b) On pose Un =







an

bn

cn






. Déduire du 5(a) les valeurs de an, bn et cn.Problème � Étude du nombre de raines de ertains polyn�mes à oe�ients aléatoirestemps idéal : 1h30 à 2h � Ne laissez pas le problème pour la �nPartie I � Cas d'un polyn�me de degré 2 (extrait de ESCP/EAP 2006)On onsidère dans ette partie deux variables aléatoires réelles X0 et X1 dé�nies sur le même espae probabilisé

(Ω,A, P ), indépendantes et de même loi.Pour tout ω de Ω, on onsidère le polyn�me Qω d'indéterminée y, dé�ni par :
Qω = y2 + X1(ω)y + X0(ω).On désigne par M(ω) le nombre de raines réelles de Qω.1. Montrer que l'appliation M qui à tout ω de Ω assoieM(ω) est une variable aléatoire dé�nie sur (Ω,A, P ).2. Soit Z une variable aléatoire dé�nie sur (Ω,A, P ), qui suit une loi de Bernoulli de paramètre p ∈]0, 1[.On suppose dans ette question que X0 et X1 suivent la même loi que 2Z − 1.(a) Déterminer la loi de X0(b) Déterminer la loi de M et aluler son espérane E(M).Dans les questions suivantes, on suppose que X0 et X1 suivent une même loi exponentielle de paramètre 1

2 . Onpose :
Y0 = −4X0, Y1 = X2

1 et Y = Y1 + Y0.On note FY0
, FY1

et FY les fontions de répartition de Y0, Y1 et Y , respetivement.3



3. Montrer que l'on a, pour tout réel x :
FY1

(x) =

{

1 − e−
√

x

2 si x > 0

0 si x 6 0
et FY0

(x) =

{

1 si x 6 0

e
x

8 si x < 0En déduire l'expression d'une densité fY0
de Y0 et d'une densité fY1

de Y1.4. Soit g la fontion dé�nie sur R
∗
+ par :

g(t) =
1√
t
· exp

(

−1

2

(

t

4
+
√

t

))

,où exp désigne la fontion exponentielle.(a) Établir la onvergene de l'intégrale impropre ∫ +∞

0

g(t) dt(b) En déduie qu'une densité fY de la variable aléatoire Y est donnée, pour tout réel x, par :
fY (x) =















1

32
e

x

8

∫ +∞

0

g(t) dt si x < 0

1

32
e

x

8

∫ +∞

x

g(t) dt si x > 0.5. On désigne par Φ l'appliation dé�nie pour tout x ∈ R par :
Φ(x) =

1√
2π

∫ x

−∞

e−
t
2

2 dt.(a) Que vaut lim
x→+∞

Φ(x) ? En déduire l'expression de 1√
2π

∫ +∞

x

e−
t
2

2 dt en fontion de Φ(x).(b) Justi�er la validité du hangement de variable u =
√

t dans l'intégrale impropre ∫ +∞

0

g(t) dt.() En déduire que ∫ +∞

0

g(t) dt = 4
√

e

∫ +∞

1

e−
v
2

2 dv, et donner, pour tout réel x négatif, l'expressionde fY (x) en fontion de Φ.(d) Montrer que, pour tout réel x positif, on a : fY (x) =

√
2πe

8
e

x

8

(

1 − Φ

(√
x

2
+ 1

)).(e) Déterminer la loi de M et son espérane E(M) (on fera intervenir le nombre Φ(1)).Partie II � Cas d'un polyn�me de degré 3On onsidère dans ette partie deux variables aléatoires réelles X2 et X3 dé�nies sur le même espae probabilisé
(Ω,A, P ), indépendantes, et suivant respetivement une loi uniforme sur [−1, 1] et une loi uniforme sur ]0, 1](ainsi, X3 ne peut pas prendre la valeur 0)Pour tout ωdeΩ, on onsidère le polyn�me Rω d'indéterminée y, dé�ni par :

Rω = y3 + X2(ω)y2 + X3(ω).On désigne par N(ω) le nombre de raines réelles de Rω.1. Justi�er que N(Ω) = {1, 2, 3}2. En étudiant les variations de la fontion polynomiale Rω, montrer que N(ω) = 2 si et seulement si
4

27
X2(ω)3 + X3(ω) = 0, et que N(ω) = 3 si et seulement si 4

27
X2(ω)3 + X3(ω) < 03. Déterminer la fontion de répartition de 4

27
X3

2 , et jusiti�er qu'il s'agit d'une variable à densité. Endéterminer une densité4. Justi�er que Z =
4

27
X3

2 + X3 est une variable aléatoire à densité, et en déterminer une densité.5. Justi�er que P (N = 2) = 0, et déterminer la loi de N , ainsi que son espérane.4


