
Ly
ée La Bruyère, Versailles Lundi 14 dé
embre 2009.ECS 2 � MathématiquesCon
ours Blan
 no 1 � Épreuve 1 (DS 4 � 4 heures)Épreuve de type � EDHEC �À l'ex
eption des élèves mentionnés en entête de 
haque sujet, les élèves ont le 
hoix entre l'épreuve de type� Parisiennes � et l'épreuve de type � EDHEC �. Ils ne devront traiter qu'une des deux épreuves.Avertissement : Cette épreuve est obligatoire pour Pin
ebourde, Azak, Meyrigna
, Zlobina, Ju-rain, Du
ongé, Flamant, Gibard, Engel, BrigaLa présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la réda
tion, la 
larté, la pré
ision et la 
on
ision desraisonnements entreront pour une part importante dans l'appré
iation des 
opies.Les 
andidats sont invités à en
adrer dans la mesure du possible les résultats de leurs 
al
uls.L'usage de tout do
ument et de tout matériel éle
tronique est interdit. Notamment, les téléphones portablesdoivent être éteints et rangés.Si au 
ours de l'épreuve, un 
andidat repère 
e qui lui semble être une erreur d'énon
é, il le signalera sur sa
opie et poursuivra sa 
omposition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendreExer
i
e 1 � (EDHEC 2006)Dans 
et exer
i
e, m désigne un entier naturel non nul. On note id (respe
tivement θ) l'endomorphisme identité(respe
tivement l'endomorphisme nul) du C-espa
e ve
toriel Cm, et on 
onsidère un endormorphisme f de Cmvéri�ant (f − λ1id) ◦ (f − λ2id) = θ, où λ1 et λ2 sont deux 
omplexes distin
ts.1. (a) Véri�er que 1

λ2 − λ1

((f − λ1id) − (f − λ2id)) = id.(b) En déduire que C
m = Ker(f − λ1id) ⊕ Ker(f − λ2id).(
) Con
lure que f est diagonalisable et donner ses valeurs propres (on sera amené à étudier trois 
as)Dans la suite de l'exer
i
e, on désigne par n un entier naturel et l'on se propose de montrer qu'il n'existe pasde matri
e de M2n+1(R) telle que A2 = −I, où I désigne la matri
e diagonale de M2n+1(R) dont les élémentsdiagonaux valent 1.2. Trouver une matri
e A de M2n+1(C) telle que A2 = −I.3. Dans 
ette question, on suppose qu'il existe une matri
e de M2n+1(R) telle que A2 = −I.(a) Utiliser la première question pour montrer que A est diagonalisable dansM2n+1(C) et que ses valeurspropres sont i et − i.(b) Pour toute matri
e M = (mi,j)16i6p

16j6q

de Mp,q(C), on note M la matri
e (mi,j)16i6p
16j6q

.On note Ei et E− i les sous-espa
es propres de A asso
iées aux valeurs propres i et − i.Montrer que X ∈ Ei ⇐⇒ X ∈ E− i.(
) En déduire que si (u1, . . . , up) est une base de Ei, alors (u1, . . . , up) est une famille libre de E− i.Con
lure que dimEi = dimE− i.(d) Établir en�n le résultat demandé. 1



Exer
i
e 2 � (EDHEC 1997)Soit f une appli
ation linéaire de R3 dans R2 et g une appli
ation linéaire de R2 dans R3.On note A la matri
e de f relativement aux bases 
anoniques de R3 et R2, A est don
 une matri
e de M2,3(R),
'est-à-dire une matri
e à 2 lignes et 3 
olonnes, à 
oe�
ients réels.On note B la matri
e de g relativement aux bases 
anoniques de R2 et R3, B est don
 une matri
e de M3,2(R),
'est-à-dire une matri
e à 3 lignes et 2 
olonnes, à 
oe�
ients réels.1. Véri�er que g ◦ f ∈ L(R3).2. (a) Montrer que Im g ◦ f ⊂ Im g(b) Montrer que dim Im g 6 2(
) Déduire des questions pré
édentes que dim Im(g ◦ f) 6 2.(d) Con
lure que g ◦ f n'est ni surje
tive ni inje
tive.3. En déduire une valeur propre de BA.On suppose maintenant que AB =

(

0 1

1 0

).4. Soit X =

(

x

y

), x et y étant deux réels tels que (x, y) 6= (0, 0).(a) Montrer que BX 6= 0(b) Montrer que si λ est valeur propre de AB, alors λ est valeur propre de BA.(
) En déduire que BA est diagonalisable.Exer
i
e 3 � (Extrait de ESCP 1999)Tous les polyn�mes de 
e problème sont à 
oe�
ients réels.Pour tout entier naturel k, on note Ek l'espa
e ve
toriel des polyn�mes de degré au plus k. À tout entier naturel
n non nul et à toute suite (s0, s1, . . . , s2n) de 2n + 1 réel, on asso
ie les appli
ations Φn et Sn dé�nies de lamanière suivante :
• pour tout élément (A, B) de En × En, ave
 :

A =
n

∑

i=0

aiX
i et B =

n
∑

j=0

bjX
j,on pose : Φn(A, B) =

n
∑

i=0

n
∑

j=0

aibjsi+j =
∑

06i,j6n

aibjsi+j ;

• pour tout polyn�me C élément de E2n, ave
 C =

2n
∑

i=0

ciX
i, on pose : Sn(C) =

2n
∑

i=0

cisi.1. (a) Véri�er que, pour tout entier naturel n, Φn est une forme bilinéaire symétrique sur En × En.(b) Véri�er que, pour tout entier naturel n, Sn est une forme linéaire sur E2n et, pour tout élément
(A, B) ∈ En × En, prouver l'égalité : Φn(A, B) = Sn(AB).(On 
ommen
era par 
onsidérer le 
as où A = X i et B = Xj , ave
 0 6 i, j 6 n).2. Deux 
as parti
uliers(a) Dans 
ette sous-question, on suppose que n = 1 et s0 = 1, s1 et s2 étant quel
onques. Pour toutélément (a, b) de R

2, véri�er l'égalité :
Φ1(aX + b, aX + b) = (b + as1)

2 + a2(s2 − s2
1).En déduire une 
ondition né
essaire portant sur les réels s1 et s2, pour que l'appli
ation Φ1 soit unproduit s
alaire sur E1 × E1.(b) Dans 
ette sous-question, on suppose que n = 2, s0 = 1, et s1 = s3 = 0, s2 et s4 étant quel
onques.Prouver que l'appli
ation Φ2, asso
iée à un tel 
hoix de (s0, s1, s2, s3, s4) est un produit s
alaire sur

E2 × E2 si et seulement si les réels s2 et s4 véri�ent les 
onditions suivantes : s2 > 0 et s4 − s2
2 > 0.2



Problème � (EDHEC 2000)On 
onsidère l'espa
e eu
lidien R3 muni du produit s
alaire noté 〈−,−〉, dé�ni par :
∀u = (x, y, z) ∈ R

3, ∀u′ = (x′, y′, z′), 〈u, u′〉 = xx′ + yy′ + zz′.La norme du ve
teur u est alors dé�nie par ‖u‖ =
√

〈u, u〉.On note B = (e1, e2, e3) la base 
anonique de R3 et on rappelle que B est orthonormée pour le produit s
alairedé�ni 
i-dessus.Le but de 
e problème est de montrer que l'on peut trouver une famille de 
ardinal maximal F = (u1, u2, . . . , un)formé de n ve
teurs unitaires et deux à deux distin
ts de R
3, ainsi qu'un réel a, tels que : pour tout 
oupled'entiers (i, j) véri�ant 1 6 i < j 6 n, on ait 〈ui, uj〉 = a.La partie I permet d'obtenir un résultat d'algèbre linéaire utile pour la suite, la partie II étudie les propriétésd'une telle famille et la partie III propose la 
onstru
tion d'une famille solution du problème pour n = 4 (
ettevaleur est d'ailleurs la valeur maximale possible de n, mais 
e résultat ne sera pas démontré dans 
e problème).Partie I �Dans 
ette partie, n est un entier supérieur ou égal à 2. Pour tout réel a, on note Ma la matri
e de Mn(R)dont les éléments diagonaux sont égaux à 1, les autres étant égaux à a. On note I la matri
e unité de Mn(R)et J la matri
e dont tous les 
oe�
ients valent 1.1. (a) Montrer sans 
al
ul que J est diagonalisable.(b) Cal
uler J2 et en déduire les deux valeurs propres de J2. (a) Utiliser une base de Mn,1(R) formée de ve
teurs propres de J pour déterminer les valeurs propresde Ma.(b) En déduire que Ma est inversible si et seulement si a 6= 1 et a 6= − 1

n − 1
.3. (Question ne �gurant pas dans le sujet original)(a) Montrer que 
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est une base du sous-espa
e propre E0 de J asso
ié à lavaleur propre 0.(b) En appliquant le pro
édé d'orthonormalisation de S
hmidt à 
ette base, déterminer une base ortho-normale (b1, b2, b3) de E0.(
) Justi�er qu'il existe une base orthonormale de R4 formée de ve
teurs propres de J , et donner expli-
itement une telle base en fon
tion de b1, b2, b3 et d'un ve
teur propre asso
iée à la deuxième valeurpropre de J .Partie II �On suppose qu'on a trouvé une famille (u1, . . . , un) formée de n ve
teurs de R3, unitaires et deux à deuxdistin
ts, et un réel a, solutions du problème.1. Soient λ1, λ2, . . . , λn des réels tels que n
∑

k=1

λkuk = 0.(a) Montrer que Ma
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
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= 0.(b) En déduire la valeur maximale de n lorsque a 6= 1 et a 6= − 1

n−1
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2. Étude du 
as a = 1(a) É
rire l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz pour les ve
teurs ui et uj (ave
 i 6= j).À quelle 
ondition a-t-on égalité ?(b) En déduire que n = 1.3. Dans 
ette question, on admet qu'il existe une famille (u1, u2, u3, u4) formée de 4 ve
teurs de R3, unitaireset deux à deux distin
ts, solution du problème.(a) Donner la valeur de a.(b) Montrer que (u1, u2, u3) est une base de R3.(
) Cal
uler les 
oordonnées de u4 dans 
ette base.Partie III �1. Donner une famille solution du problème pour n = 3 et a = 0.2. On pose v1 = e1, v2 = −1

2
e1 +

√
3

2
e2 et v3 = −1

2
e1 −

√
3

2
e2.(a) Montrer que (v1, v2, v3) est solution du problème posé ave
 a = −1

2
.(b) Trouver deux réels λ et µ tels que la famille (e3, λv1 + µe3, λv2 + µe3, λv3 + µe3) soit solution duproblème pour n = 4.
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