
Ly
ée La Bruyère, Versailles Lundi 14 dé
embre 2009.ECS 2 � MathématiquesCon
ours Blan
 no 1 � Épreuve 1 (DS 4 � 4 heures)Épreuve de type � Parisiennes �À l'ex
eption des élèves mentionnés en entête de 
haque sujet, les élèves ont le 
hoix entre l'épreuve de type� Parisiennes � et l'épreuve de type � EDHEC �. Ils ne devront traiter qu'une des deux épreuves.Avertissement : Cette épreuve est obligatoire pour Mi
hel, Caron, Barbier, Tabath, de Mareuil,Pottier, Clerbois, Corbel, Weides, Frapsau
eLa présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la réda
tion, la 
larté, la pré
ision et la 
on
ision desraisonnements entreront pour une part importante dans l'appré
iation des 
opies.Les 
andidats sont invités à en
adrer dans la mesure du possible les résultats de leurs 
al
uls.L'usage de tout do
ument et de tout matériel éle
tronique est interdit. Notamment, les téléphones portablesdoivent être éteints et rangés.Si au 
ours de l'épreuve, un 
andidat repère 
e qui lui semble être une erreur d'énon
é, il le signalera sur sa
opie et poursuivra sa 
omposition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendreProblème � (ESCP 1999)Dans tout le problème, l'espéran
e d'une variable aléatoire sera notée E(Y ). Tous les polyn�mes de 
e problèmesont à 
oe�
ients réels.Pour tout entier naturel k, on note Ek l'espa
e ve
toriel des polyn�mes de degré au plus k. À tout entier naturel
n non nul et à toute suite (s0, s1, . . . , s2n) de 2n + 1 réel, on asso
ie les appli
ations Φn et Sn dé�nies de lamanière suivante : pour tout élément (A, B) de En × En, ave
 :

A =

n
∑

i=0

aiX
i et B =

n
∑

j=0

bjX
j,on pose :

Φn(A, B) =

n
∑

i=0

n
∑

j=0

aibjsi+j =
∑

06i,j6n

aibjsi+j ,et pour tout polyn�me C élément de E2n, ave
 C =

2n
∑

i=0

ciX
i, on pose :

Sn(C) =

2n
∑

i=0

cisi.
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1. (a) Véri�er que, pour tout entier naturel n, Φn est une forme bilinéaire symétrique sur En × En.(b) Véri�er que, pour tout entier naturel n, Sn est une forme linéaire sur E2n et, pour tout élément
(A, B) ∈ En × En, prouver l'égalité : Φn(A, B) = Sn(AB).(On 
ommen
era par 
onsidérer le 
as où A = X i et B = Xj , ave
 0 6 i, j 6 n).2. Deux 
as parti
uliers(a) Dans 
ette sous-question, on suppose que n = 1 et s0 = 1, s1 et s2 étant quel
onques. Pour toutélément (a, b) de R

2, véri�er l'égalité :
Φ1(aX + b, aX + b) = (b + as1)

2 + a2(s2 − s2
1).En déduire une 
ondition né
essaire portant sur les réels s1 et s2, pour que l'appli
ation Φ1 soit unproduit s
alaire sur E1 × E1.(b) Dans 
ette sous-question, on suppose que n = 2, s0 = 1, et s1 = s3 = 0, s2 et s4 étant quel
onques.Prouver que l'appli
ation Φ2, asso
iée à un tel 
hoix de (s0, s1, s2, s3, s4) est un produit s
alaire sur

E2 × E2 si et seulement si les réels s2 et s4 véri�ent les 
onditions suivantes : s2 > 0 et s4 − s2
2 > 0.3. Deux exemplesDans 
ette question, on 
onsidère un entier naturel n non nul.(a) Dans 
ette sous-question, on se donne un entier naturel d non nul et une variable aléatoire dis
rète

Y , prenant d valeurs distin
tes α1, . . . , αd ave
 les probabilités, stri
tement positives, respe
tives
p1, . . . , pd, et on pose, pour tout entier naturel k :

sk = E(Y k) =

d
∑

i=1

αk
i pi.On 
onsidère les appli
ations Φn et Sn asso
iées à 
e 
hoix de (s0, . . . , s2n).i. Pour tout polyn�me Q de E2n, véri�er l'égalité :

Sn(Q) =

d
∑

i=1

Q(αi)pi.ii. En déduire une 
ondition né
essaire et su�sante, portant sur n et d, pour que l'appli
ation Φnsoit un produit s
alaire sur En × En.(b) i. Dans 
ette sous-question, on 
onsidère une variable aléatoire Y dont une densité f est 
ontinuesur le segment [0, 1], et nulle en dehors de [0, 1]. On pose, pour tout entier naturel k,
sk = E(Y k) =

∫ 1

0

tkf(t) dt.Véri�er que l'appli
ation Φn, asso
iée à 
e 
hoix de (s0, s1, . . . , s2n) est un produit s
alaire sur
En × En.ii. Montrer que, dans le 
as où (s0, s1, . . . , s2n) =

(

1,
1

2
, . . . ,

1

2n + 1

), l'appli
ation Φn asso
iée à
e 
hoix est un produit s
alaire sur En × En.
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4. Dans 
ette question, on revient au 
as général où on 
onsidère un entier naturel n non nul, une suite
(s0, s1, . . . , s2n) de 2n + 1 réels et les appli
ations Φn et Sn asso
iées à 
ette suite.On admet le résultat suivant : tout polyn�me P peut s'é
rire sous la forme :

P = λ

r
∏

i=1

(X − ζi)
mi

ℓ
∏

j=1

(X2 + bjX + cj),où r et ℓ sont des entiers naturels (ave
 la 
onvention que si r ou ℓ est nul, le produit 
orrespondant vaut
1), où λ est un réel, où, si r est non nul, ζ1, . . . , ζr sont les ra
ines réelles distin
tes de P , de multipli
itésrespe
tives m1, . . . , mr, et, où, si ℓ est non nul, b1, . . . , bℓ, c1, . . . , cℓ sont des réels véri�ant b2

j − 4cj < 0pour tout entier j tel que 1 6 j 6 ℓ.Un polyn�me non nul P , à 
oe�
ients réels, est dit positif si, pour tout réel x, P (x) > 0.(a) Montrer que la multipli
ité d'une ra
ine réelle d'un polyn�me positif est paire.(b) Montrer que tout polyn�me P positif de degré 2 est somme de deux 
arrés de polyn�mes, 
'est-à-direqu'il existe un 
ouple de polyn�mes (A, B) tel que P = A2 + B2(
) En remarquant que, si A, B, C, D sont quatre polyn�mes, on a
(A2 + B2)(C2 + D2) = (AC + BD)2 + (AD − BC)2,montrer que tout polyn�me positif est somme de deux 
arrés de polyn�mes(d) Montrer que Φn est un produit s
alaire sur En×En si et seulement si, pour tout polyn�me P positif,élément de En, on a : Sn(P ) > 0.5. Dans 
ette question, on suppose que n = 2 et (s0, s1, s2, s3, s4) =

(

1,
1

2
,
1

3
,
1

4
,
1

5

)(a) À l'aide du pro
édé d'orthonormalisation de S
hmidt, 
onstruire, à partir de la base (1, X, X2), unebase orthonormale de E2 pour le produit s
alaire Φ2(b) Déterminer une matri
e M ∈ M3(R) telle que pour tous (a0, a1, a2) et (b0, b1, b2), éléments de R
3,

Φ2(a2X
2 + a1X + a0, b2X

2 + b1X + b0) = tAMB,où A =







a0

a1

a2






et B =







b0

b1

b2






.(
) Déterminer une matri
e T triangulaire telle que tTMT = I3 (I3 désignant la matri
e identitéd'ordre 3).6. Jusqu'à la �n du problème, on 
onsidère un entier naturel n non nul, une suite (s0, . . . , s2n), de premierterme s0 = 1, telle que Φn soit une produit s
alaire sur En × En, et on note (P0, . . . , Pn) la base or-thonormale de En, pour le produit s
alaire Φn, obtenue, par le pro
édé de S
hmidt, à partir de la base

(1, X, . . . , Xn).(a) Justi�er que pour tout i ∈ [[0, n]], deg(Pi) = i.(b) En 
onsidérant le nombre Φn(Pn, 1), prouver que le polyn�me Pn ne peut pas garder un signe �xesur R. En déduire que Pn possède au moins une ra
ine réelle de multipli
ité impaire.3



(
) On note α1, . . . , αk les ra
ines réelles de Pn de multipli
ité impaire. Montrer que Pn s'é
rit sous laforme
Pn = εQ

k
∏

i=1

(X − αi),où ε est élément de {−1, 1}, et Q est un polyn�me positif de En.En 
onsidérant le nombre Φn

(

Pn, ε

k
∏

i=1

(X − αi)

), montrer que k = n.7. On note α1, . . . , αn les n ra
ines du polyn�me Pn, réelles et distin
tes deux à deux selon la questionpré
édente. Pour tout élément k de {1, . . . , n}, on note Lk le polyn�me
Lk =

n
∏

i=1
i6=k

X − αi

αk − αi(a) Montrer que (L1, . . . , Ln) est une base de En−1 et, pour tout polyn�me R de En−1, justi�er l'égalité
R =

n
∑

i=1

R(αi)Li. En déduire n
∑

i=1

Li.(b) Soit A un polyn�me, élément de E2n−1.i. Justi�er l'existen
e d'un 
ouple (Q, R) élément de En−1 × En−1 tel que A = PnQ + R.ii. Véri�er que Sn(A) = Sn(R), puis que
Sn(A) =

n
∑

i=1

A(αi)Sn(Li).(
) Pour tout élément k de {1, . . . , n}, on pose pk = Sn(Lk).Véri�er que n
∑

k=1

pk = 1, et, en 
onsidérant Sn(L2
k), montrer que pk > 0.(d) Déduire de 
e qui pré
ède qu'il existe une variable aléatoire dis
rète Y véri�ant, pour tout élément

k de {0, . . . , 2n− 1}, sk = E(Y k).(e) Déterminer la loi d'une telle variable aléatoire, dans le 
as où n = 2 et (s0, s1, s2, s3, s4) =

(

1,
1

2
,
1

3
,
1

4
,
1

5

).
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