
Ly
ée La Bruyère, Versailles Jeudi 17 dé
embre 2009.ECS 2 � MathématiquesCon
ours Blan
 no 1 � Épreuve 2 (DS 5 � 4 heures)La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la réda
tion, la 
larté, la pré
ision et la 
on
ision desraisonnements entreront pour une part importante dans l'appré
iation des 
opies.Les 
andidats sont invités à en
adrer dans la mesure du possible les résultats de leurs 
al
uls.L'usage de tout do
ument et de tout matériel éle
tronique est interdit. Notamment, les téléphones portablesdoivent être éteints et rangés.Si au 
ours de l'épreuve, un 
andidat repère 
e qui lui semble être une erreur d'énon
é, il le signalera sur sa
opie et poursuivra sa 
omposition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendreProblème � (Lyon 2005)Partie I � Cal
ul de la somme d'une série 
onvergente1. Véri�er, pour tout n ∈ N
∗ : ∫ π

0

(
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)
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.2. Établir, pour tout m ∈ N

∗ et tout t de ]0, π] :
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.3. Soit u : [0, π] → R une appli
ation de 
lasse C1. Montrer à l'aide d'une intégration par parties que :
∫ π

0

u(t) sin(λt) dt −→
λ→+∞

0.4. Soit f : [0, π] → R dé�nie par f(t) =
t2

2π
− t

2 sin t
2

si t ∈]0, π], et f(0) = −1.Montrer que f est de 
lasse C1 sur [0, π].5. (a) Montrer que pour m ∈ N
∗ : m

∑

n=1

1
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=
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6
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2
dt.(b) Justi�er la 
onvergen
e de la série ∑

n>1

1

n2
, et montrer que +∞

∑

n=1

1
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Partie II � Étude d'une fon
tion dé�nie par la somme d'une série 
onvergente1. (a) Montrer que pour tout 
ouple (x, y) ∈ [0, +∞[2, la série ∑

n>1

1

(n + x)(n + y)
et la série ∑

n>1

1

(n + x)2(n + y)
onvergent.(b) Montrer que, pour tout x de [0, +∞[, la série ∑

n>1

(

1

n
−

1

n + x

) 
onverge.On note S l'appli
ation dé�nie, pour tout x de [0, +∞[, par :
S(x) =

+∞
∑

n=1

(

1

n
−

1

n + x

)

.2. Cal
uler S(0) et S(1).3. (a) Établir : ∀(x, y) ∈ [0, +∞[, S(y) − S(x) = (y − x)

+∞
∑

n=1

1

(n + x)(n + y)
.(b) En déduire : ∀(x, y) ∈ [0, +∞[2, |S(y) − S(x)| 6

π2

6
|y − x|.(
) Montrer alors que la fon
tion S est 
ontinue sur [0, +∞[.4. (a) Montrer, pour tout 
ouple (x, y) de [0, +∞[2 tel que x 6= y :
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∑
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n3
.(b) En déduire que la fon
tion S est dérivable sur [0, +∞[, et que :

∀x ∈ [0, +∞[, S′(x) =

+∞
∑

n=1

1

(n + x)2
.(
) Pré
iser les valeurs de S′(0) et S′(1).5. On admet que S est deux fois dérivable sur [0, +∞[ et que :

∀x ∈ [0, +∞[, S′′(x) = −

+∞
∑

n=1

2

(n + x)3
.Montrer que S est 
on
ave.6. Soit x ∈]0, +∞[ �xé. On note ϕ la fon
tion dé�nie sur [1, +∞[ par :

∀t ∈ [1, +∞[, ϕ(t) =
1

t
−

1

t + x
.(a) Montrer que l'intégrale ∫ +∞

1

ϕ(t) dt 
onverge et 
al
uler sa valeur.(b) Montrer que : ∀n ∈ N
∗, ϕ(n + 1) 6

∫ n+1

n

ϕ(t) dt 6 ϕ(n), et en déduire :
∫ +∞

1

ϕ(t) dt 6 S(x) 6 1 +

∫ +∞

1

ϕ(t) dt.(
) Con
lure que S(x) équivaut à lnx en +∞.7. (a) Dresser le tableau de variation de S, en pré
isant la limite de S en +∞.(b) Tra
er l'allure de la 
ourbe représentative de S.2



Problème �On étudie dans 
e problème le temps passé par une personne à la poste lorsqu'un 
ertain nombre de gui
hetssont ouverts et que plusieurs personnes se présentent simultanément.Partie I � Étude d'un exempleOn suppose dans 
ette partie que 2 gui
hets sont ouverts et que trois personnes A1, A2 et A3 se présentent enmême temps à la poste, à un moment où il n'y a pas d'autre 
lient. À l'instant t = 0, A1 et A2 s'adressentrespe
tivement aux gui
hets 1 et 2, et A3 attend qu'un des deux gui
hets se libère (la �le étant 
ommune auxdeux gui
hets). On suppose que la durée de passage au gui
het de 
haque personne Ai, i ∈ [[1, 3]], est une variablealéatoire Xi qui suit la loi uniforme sur [0, 1], et que X1, X2 et X3 sont mutuellement indépendantes.Soit E l'événement : � A3 quitte la poste en dernier �.1. (a) Déterminer la loi suivie par X ′

2 = −X2.(b) Déterminer une densité de probabilité ϕ1 de Y1 = X1 − X2.En déduire la fon
tion de répartition Φ1 de Y1.(
) Cal
uler la fon
tion de répartition Φ2 de la variable Z1 = |Y1|. En déduire une densité de probabilité
ϕ2 de Z1.(d) Justi�er l'indépendan
e de Z1 et −X3. Cal
uler une densité ϕ3 de Z1−X3. En déduire la probabilitéde [Z1 − X3 6 0]. Quelle est la probabilité de E ?2. Soit T3 la variable aléatoire égale au temps total passé à la poste par A3.(a) Exprimer T3 en fon
tion de X1, X2 et X3.(b) Déterminer une densité de probabilité f de inf(X1, X2).(
) Déterminer une densité de probabilité de T3(d) Déterminer l'espéran
e mathématique de T3.Partie II � Cas où les opérations sont de deux types di�érentsLes personnes se présentant à la poste y font soit une opération postale, soit une opération ban
aire, souventplus longue. On suppose qu'une même personne ne vient pas à la fois pour une raison ban
aire et pour uneraison postaleSoit p ∈]0, 1[. On suppose qu'étant donné une personne A se présentant à la poste, 
ette personne A e�e
tueune opération postale ave
 une probabilité égale à p, et e�e
tue une opération ban
aire ave
 une probabilité égaleà 1 − p. Si la personne A e�e
tue une opération postale, la durée X de l'opération suit un loi uniforme sur

[0, 1], et si la personne A e�e
tue une opération ban
aire, la durée X de l'opération suit une loi uniforme sur
[0, 2].1. (a) Déterminer la fon
tion de répartition de X , et véri�er qu'une densité de X est donnée par :

fX(t) =















0 si t 6∈ [0, 2]

1+p

2
si p ∈ [0, 1[

1−p

2
si p ∈ [1, 2].(b) Déterminer l'espéran
e de X2. On suppose que, fa
e à 2 gui
hets libres, 3 personnes A1, A2, et A3 rentrent simultanément et que A1et A2 s'adressent aux gui
hets 1 et 2 respe
tivement. Les temps de passage de A1, A2 et A3 sont notés

X1, X2 et X3. Ce sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes, suivant la même loi que lavariable X de la question pré
édente. 3



(a) En s'inspirant de la partie I, déterminer la probabilité de l'événement E que A3 sorte en dernier dela poste.(b) Déterminer la fon
tion de répartition de inf(X1, X2), et 
al
uler son espéran
e.(
) Déterminer l'espéran
e du temps T3 passé par A3 dans la poste3. On suppose maintenant que le gui
het 1 est réservé aux opérations postales, et que le gui
het 2 est réservéaux opérations ban
aires. Ainsi, 
haque personne se dirige ave
 une probabilité p vers le gui
het 1 et ave
une probabilité 1 − p vers le gui
het 2.(a) On suppose que, dans la même situation que pré
édemment, A3 vient e�e
tuer une opération postale.i. Quelle est la loi de la variable aléatoire N égale au nombre de personnes passant au gui
het 1avant A3 ?ii. Déterminer la fon
tion de répartition de T3, le temps total passé par A3 dans la poste.iii. À quelle 
ondition né
essaire et su�sante sur p est-il en moyenne plus intéressant pour unindividu d'avoir des gui
hets séparés pour les deux types d'opération, si l'individu se présenteen même temps que deux autres, mais en troisième position, dans une poste initialement vide,et qu'il souhaite faire une opération postale.Partie III � Cas d'un nombre plus grand de gui
hetsOn suppose dans 
ette question que n gui
hets sont ouverts au publi
 et que n personnes A1, . . . , An se présententà la mairie à l'instant t = 0 et s'adressent à l'un des gui
hets, les n gui
hets étant ainsi tous o

upés à l'instant
t = 0. On suppose que la durée de passage au gui
het de Ai, i ∈ [[1, n]], est une variable aléatoire Xi qui suit laloi exponentielle de paramètre λ > 0. Les variables Xi, i ∈ [[1, n]], sont mutuellement indépendantes.1. Soit Un la variable aléatoire égale au temps passé au gui
het par la personne qui a, la première, terminésa démar
he administrative. Déterminer la loi de Un. Quelle loi re
onnaît-on ? Donner son espéran
e etsa varian
e.2. Soit Vn la variable aléatoire égale au temps passé au gui
het par la personne qui a, la dernière, terminésa démar
he administrative. Déterminer la fon
tion de répartition de Vn. En déduire une de ses densitésde probabilité et montrer que son espéran
e mathématique est donnée par :

E(Vn) =
1

λ

n−1
∑

k=0

(−1)k

k + 1

(

n

k + 1

)

.3. Soit t un réel stri
tement positif. On désigne par Wt la variable aléatoire égale au nombre de personnesayant terminé leur démar
he administrative à l'instant t. Déterminer la loi de Wt, ainsi que son espéran
emathématique.Indi
ation : on pourra 
onsidérer, pour 
haque personne i, l'épreuve de Bernoulli 
onsistant à 
e que Xiprenne une valeur inférieure ou égale à t. À quoi 
orrespond Wt en terme de 
es épreuves de Bernoulli ?
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