
Ly
ée La Bruyère, Versailles Samedi 30 janvier 2010.ECS 2 � Mathématiques Devoir surveillé no 6 � Sujet � Parisiennes �Les étudiants 
hoisiront une des deux épreuves proposées (Parisienne ou E
ri
ome), et indiqueront 
lairementen début de 
opie le type de l'épreuve 
hoisie.L'épreuve de type � Parisiennes � est imposée à : Pottier, Barbier, Mi
hel, Clerbois, de Mareuil,Tabath. Les autres étudaints ont le 
hoix.La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la réda
tion, la 
larté, la pré
ision et la 
on
ision desraisonnements entreront pour une part importante dans l'appré
iation des 
opies.Les 
andidats sont invités à en
adrer dans la mesure du possible les résultats de leurs 
al
uls.L'usage de tout do
ument et de tout matériel éle
tronique est interdit. Notamment, les téléphones portablesdoivent être éteints et rangés.Si au 
ours de l'épreuve, un 
andidat repère 
e qui lui semble être une erreur d'énon
é, il le signalera sur sa
opie et poursuivra sa 
omposition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendreProblème � (d'après ESSEC 2002 � Math I)Dans la suite, on désigne par n un nombre entier naturel supérieur ou égal à 2 et par Rn[X ] l'espa
e ve
torieldes polyn�mes de degré inférieur ou égal à n. On rappelle qu'un polyn�me non nul est dit unitaire lorsque son
oe�
ient dominant est égal à 1.L'objet du problème est l'étude des extrema d'une fon
tion de plusieurs variables (partie II). À 
et e�et, onétudie auparavant, dans la partie I, une famille de polyn�mes de Rn[X ] et leurs ra
ines. Les deux parties nesont pas indépendantes, mais on pourra admettre les résultats de la partie I pour pouvoir traiter la partie II.Partie I �1. Dé�nition d'un endomorphisme de Rn[X ](a) Établir que l'appli
ation asso
iant à tout polyn�me P de Rn[X ] le polyn�me ϕ(P ) = 2XP ′ − P ′′(où P ′ et P ′′ désignent les dérivées premières et se
ondes de P ) est un endomorphisme de Rn[X ].(b) É
rire sa matri
e dans la base 
anonique (1, X,X2, . . . , Xn) de Rn[X ].2. Éléments propres de l'endomorphisme ϕ(a) Déterminer les valeurs propres λ0, λ1, . . . , λn de ϕ (supposées rangées dans l'ordre 
roissant) etmontrer que ϕ est diagonalisable.(b) Montrer, pour tout nombre entier p tel que 0 6 p 6 n, qu'il existe un et un seul polyn�me unitaire
Hp de Rn[X ] véri�ant :

H ′′
p − 2XH ′

p + 2pHp = 0.1



(
) Montrer, pour tout nombre entier p tel que 0 6 p 6 n, que Hp est né
essairement de degré p.(d) Expli
iter les polyn�mes H0, H1, H2, H3 dans la base 
anonique de Rn[X ] et 
al
uler les 
oe�
ientsde Xp−1 (1 6 p 6 n) et de Xp−2 (2 6 p 6 n) dans l'expression du polyn�me Hp.3. Dé�nition d'un produit s
alaire sur Rn[X ](a) Montrer que l'intégrale é
rite 
i-dessous est dé�nie pour tout 
ouple (P,Q) de Rn[X ] :
〈P,Q〉 =

∫ +∞

−∞

P (x)Q(x)e−x
2

dx.(b) Montrer alors que l'appli
ation (P,Q) ∈ Rn[X ] × Rn[X ] 7→ 〈P,Q〉 ∈ R dé�nit un produit s
alairesur Rn[X ].(
) Exprimer la dérivée de x 7→ P ′(x)e−x2 en fon
tion de ϕ(P )(x)e−x2 , puis prouver que ϕ est unendomorphisme symétrique pour 
e produit s
alaire.(d) En déduire que 〈Hp, Hq〉 = 0 lorsque p et q sont deux nombres entiers distin
ts 
ompris entre 0 et
n, puis que (H0, H1, . . . , Hn) forme une base orthogonale pour 
e produit s
alaire.Montrer en�n que 〈Hp, Q〉 = 0 pour tout polyn�me Q appartenant à Rp−1[X ] (1 6 p 6 n)4. Étude des ra
ines des polyn�mes Hp (1 6 p 6 n)(a) Montrer, en remarquant que 〈Hp, H0〉 = 0, que le polyn�me Hp s'annule au moins une fois sur R en
hangeant de signe.(b) On note a1, a2, . . . , am les ra
ines distin
tes de Hp en lesquelles 
elui-
i s'annule et 
hange de signe(ave
 bien entendu m 6 p), et on pose alors :

Pm(X) = (X − a1) . . . (X − am).Étudier le signe du polyn�me HpPm et déterminer la valeur de l'intégrale 〈Hp, Pm〉 si m < p, puisen déduire que m = p.(
) En déduire que le polyn�me Hp admet p ra
ines simples dans R.5. Relations entre les polyn�mes Hp (2 6 p 6 n)(a) Prouver les égalités suivantes pour tout polyn�me Q appartenant à Rp−3[X ], où 3 6 p 6 n :
〈XHp−1, Q〉 = 0 et 〈Hp −XHp−1, Q〉 = 0.En exprimant le polyn�me Hp −XHp−1 dans la base (H0, . . . , Hn), établir la relation :

2Hp − 2XHp−1 + (p− 1)Hp−2 = 0, (pour 2 6 p 6 n)(b) On se propose de 
al
uler Hp à l'aide d'un programme en Pas
al.i. Expliquer pourquoi une pro
édure ré
ursive, faisant appel, pour le 
al
ul de Hp, à elle-mêmepour obtenir l'expression de Hp−1 et de Hp−2 a�n d'utiliser la relation 
i-dessus, n'est pas unesolution satisfaisanteii. On suppose dé�ni un type polynome, tableau indexé de 0 à Nmax (
onstante su�sammentgrande). Un polyn�me P est alors représenté par un tableau T tel que T [i] soit égal au 
o-e�
ient de X i de P . É
rire une pro
édure prenant en paramètre d'entrée une valeur de n, et
al
ulant dans un paramètre de sortie le polyn�me Hn.(
) Prouver l'égalité 〈

H ′
p, Q

〉

= 0 pour tout polyn�me Q appartenant à Rp−2[X ], où 2 6 p 6 n, puis endéduire la relation :
H ′

p = pHp−1, (pour 1 6 p 6 n)2



Partie II �On 
onsidère dans 
ette partie l'espa
e ve
toriel R
n 
onstitué des n-uplets x = (x1, . . . , xn). On note U lesous-ensemble de R

n 
onstitué des n-uplets x = (x1, . . . , xn) tels que x1 < x2 < · · · < xn.On étudie i
i les extrema de la fon
tion de plusieurs variables F dé�nie sur U par :
F (x) =

n
∑

i=1

x2
i − 2

∑

16i<j6n

ln(xi − xj).Par exemple pour n = 3, on obtient :
F (x) = x2

1 + x2
2 + x2

3 − 2 ln(x2 − x1) − 2 ln(x3 − x2) − 2 ln(x3 − x1).1. Justi�er que U est un sous-ensemble ouvert de R
n.2. Étude du 
as parti
ulier n = 2 (F (x) = x2

1 + x2
2 − 2 ln(x2 − x1))(a) Cal
uler les deux dérivées partielles de F en tout point x = (x1, x2) de U et déterminer l'uniquepoint a de U où 
es dérivées partielles sont nulles ( i.e. l'unique point 
ritique de F dans U)(b) Cal
uler F (a).(
) Déterminer la hessienne ∇2f(x1, x2) en tout point (x1, x2) de U .(d) Déterminer les valeurs propres de ∇2f(x1, x2) en tout point (x1, x2) de U . En déduire le signe de laforme quadratique asso
iée q(x1,x2).(e) En utilisant la formule de Taylor-Lagrange, en déduire que F présente un minimum global au point a,et que 
e minimum n'est atteint qu'au point a.3. Étude du point 
ritique de F dans le 
as généralOn asso
ie, à tout point a = (a1, . . . an) de U le polyn�me

P (X) = (X − a1)(X − a2) . . . (X − an).(a) Établir la relation suivante pour tout nombre réel x distin
t de a1, . . . , an :
P ′(x)

P (x)
=

n
∑

j=1

1

x− aj

.En déduire la limite quand x tend ai de P ′(x)

P (x)
−

1

x− ai

.(b) Déterminer, à l'aide de la formule de Taylor-Young (dont on demande de rappeler i
i l'énon
é), ledéveloppement limité à l'ordre 2 à l'origine des deux fon
tions suivantes :
f(t) = tP ′(ai + t) et g(t) = tP (ai + t).(
) En déduire la limite quand x tend vers ai de P ′(x)

P (x)
−

1

x− ai

(on posera x = ai + t)(d) Utiliser les résultats pré
édents pour établir l'égalité :
n

∑

j=1
j 6=i

1

ai − aj

=
P ′′(ai)

2P ′(ai)
.(e) Exprimer les n dérivées partielles de F en fon
tion de x1, . . . , xn, puis démontrer que si a est point
ritique de F , alors 2XP ′ − P ′′ admet pour ra
ines a1, . . . , an.3



(f) En déduire qu'il existe un nombre réel λ (dont on pré
isera la valeur) tel que 2XP ′−P ′′ = λP , puis
omparer les polyn�mes P et Hn. Établir que F admet un unique point 
ritique a dans U .4. Nature du point 
ritique de F dans le 
as général(a) Montrer, si x, y appartiennent à U , que tx+ (1 − t)y appartient aussi à U , si 0 6 t 6 1.(b) On dit qu'une fon
tion f dé�nie sur l'ouvert U est 
onvexe si :
∀x, y ∈ U, ∀t ∈ [0, 1], f(tx+ (1 − t)y) 6 tf(x) + (1 − t)f(y).i. Montrer que la fon
tion x ∈ R 7→ x2 ∈ R est 
onvexe sur R. En déduire que x 7→ x2

i est 
onvexesur U .ii. Montrer que la fon
tion x ∈]0,+∞[7→ − lnx ∈ R est 
onvexe sur R. En déduire que x 7→

− ln(xj − xi) est 
onvexe sur U .iii. Établir que F est 
onvexe sur U .(
) On désigne par a le point 
ritique de F , et par x un élément de U et on pose, pour 0 6 t 6 1 :
ψ(t) = F (tx+ (1 − t)a).i. Cal
uler la dérivée ψ′(t), et montrer que ψ′(0) = 0.ii. Établir l'inégalité 
i-dessous, puis 
on
lure que F admet un minimum en a :
ψ(t) − ψ(0)

t
6 F (x) − F (a).5. Cal
ul du minimum F (a) de F dans le 
as généralOn note a = (a1, . . . , an).(a) On désigne par y1, . . . , yn−1 les ra
ines de Hn−1 et par z1, . . . , zn−2 les ra
ines de Hn−2 (n > 3).i. Établir, à l'aide de la relation 2Hn − 2XHn−1 + (n− 1)Hn−2 = 0, les relations :
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et évaluer pn =
∏

16i<j6n

(aj −ai) en fon
tion de n
∏

i=1

H ′
n(ai).iii. Établir, à l'aide de la relation H ′

n = nHn−1, l'égalité p2
n = nn
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.iv. En déduire pn en fon
tion de n(b) En remarquant que le polyn�me Hn véri�e l'égalité suivante :
Hn(X) = (X − a1) . . . (X − an)

= Xn −
∑

16i6j

aiX
n−1 +

∑

16i<j6n

aiajX
n−2 − · · · + (−1)na1a2 . . . an,
al
uler les sommes ∑

16i6n

ai, ∑

a6i<j6n

aiaj , puis ∑

16i6n

a2
i .(
) En déduire la valeur F (a) du minimum de F sur U . Véri�er que l'expression obtenue reste valablepour n = 2. 4


