
Lyée La Bruyère, Versailles Samedi 30 janvier 2010.ECS 2 � Mathématiques Devoir surveillé no 6 � sujet � Eriome �La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédation, la larté, la préision et la onision desraisonnements entreront pour une part importante dans l'appréiation des opies.Les andidats sont invités à enadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs aluls.L'usage de tout doument et de tout matériel életronique est interdit. Notamment, les téléphones portablesdoivent être éteints et rangés.Si au ours de l'épreuve, un andidat repère e qui lui semble être une erreur d'énoné, il le signalera sur saopie et poursuivra sa omposition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendreExerie 1 �1. Soient ϕ et θ deux fontions de lasse C2 sur R
∗

+, à valeurs dans R. On dé�nit (dans ette questionuniquement) la fontion f de R
∗

+ dans R
∗

+ par :
∀(x, y) ∈ (R∗

+)2, f(x, y) =
√

xy · ϕ
( y

x

)

+ θ(xy).Montrer que
∀(x, y) ∈ R

∗

+, x2 ∂2f

∂x2
(x, y) − y2 ∂2f

∂y2
(x, y) = 0 (1).2. Soit f une fontion de lasse C2 sur (R∗

+)2, qui véri�e l'équation (1). On dé�nit une fontion g sur (R∗

+)2par :
∀(u, v) ∈ (R∗

+)2, g(u, v) = f

(√

u

v
,
√

uv

)

.Justi�er que g est de lasse C2 sur (R∗

+)2, et montrer que
∀(u, v) ∈ (R∗

2)
2,

∂g

∂x
v(u, v) − 2u

∂2g

∂u∂v
(u, v) = 0 (2).3. On se propose de déterminer l'ensemble des fontions h de lasse C1 sur R

∗

+ qui véri�ent :
∀t ∈ R

∗

+, h′(t) +
a

t
h(t) = 0 (3)(a) Véri�er que la fontion t 7→ 1

ta dé�nie sur R
∗

+ est solution de (3).(b) Soit h une solution de (3). Montrer que la fontion t 7→ tah(t) dé�nie sur R
∗

+ est une fontiononstante.() En déduire l'ensemble des solutions de l'équation (3).4. Soit f une fontion de lasse C2 sur (R∗

+)2, solution de l'équation (1). Justi�er l'existene de deux fontions
θ et ϕ de lasse C2 sur R

∗

+, telles que
∀(x, y) ∈ (R∗

+)2, f(x, y) =
√

xy · ϕ
( y

x

)

+ θ(xy).
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Exerie 2 � (EDHEC 1998)On réalise une suite de laners indépendants d'une pièe équilibrée, haque laner amenant don � Pile � ou� Fae � ave la probabilité 1
2 .On note Pk (resp Fk) l'événement � on obtient Pile (resp. Fae) au k-ième laner �.Pour ne pas surharger l'ériture, on érira par exemple P1F2 à la plae de P1 ∩ F2.On note X la variable aléatoire qui prend la valeur k si l'on obtient, pour la première fois � Pile � puis � Fae �dans et ordre aux laners k − 1 et k (k désignant un entier supérieur ou égal à 2), X prenant la valeur 0 sil'on n'obtient jamais une telle suession.On note Y la variable aléatoire qui prend la valeur k si l'on obtient, pour la première fois � Pile � suivi de� Pile � aux laners k − 1 et k (k désignant un entier supérieur ou égal à 2), Y prenant la valeur 0 si l'onn'obtient jamais une telle suession.L'objet de et exerie est de aluler les espéranes de X et Y et de véri�er que � ontre toute attente �

E(Y ) > E(X)1. Caluler P (X = 2)2. (a) Soit k un entier supérieur ou égal à 3Montrer que si le premier laner est un � Pile �, alors il faut et il su�t que P1P2 . . . Pk−1Fk se réalisepour que X = k se réalise.(b) En déduire que : ∀k > 3, P (X = k) = 1
2P (X = k − 1) + 1

2k .() On pose, pour tout entier k supérieur ou égal à 2, uk = 2kP (X = k).Déterminer uk puis donner la loi de X .3. Montrer que X a une espérane, notée E(X), et la aluler.4. (a) Montrer que (F1, P1P2, P1F1) est un système omplet d'événements.(b) En déduire que, pour tout entier k supérieur ou égal à 4 :
P (Y = k) =

1

2
P (Y = k − 1) +

1

4
P (Y = k − 2). (∗)() On pose, pour tout entier k supérieur ou égal à 2, vk = P (Y = k). Déterminer v2 et v3 puis montrerqu'en posant v0 = 1 et v1 = 0, on a, pour tout entier k > 2, vk = 1

2vk−1 + 1
4vk−2.(d) (question ajoutée) On onsidère la fontion Pasal suivante :funtion v(n:integer):real;beginif n<0 then haltelseif n=0 then v:=1elseif n=1 then v:=0elsev:=v(n-1)/2+v(n-2)/4;end;i. Que alule ette fontion ? On justi�era soigneusement la réponse, notamment le fait que l'al-gorithme s'arrête.ii. Expliquer rapidement pourquoi et algorithme n'est pas bon, et en proposer un autre plus e�aepour les grandes valeurs de n.iii. Déterminer Cn le nombre d'opérations néessaires (+,−, ∗, /) pour le alul de v(n) par l'algo-rithme proposé par l'énoné. (On pourra ommener par former une relation de réurrene)(e) Expliiter la suite (vk)k>0 puis donner la loi de Y .(f) Montrer que Y a une espérane, notée E(Y ), et la aluler.2



Problème � (D'après Exerie 1 - Eriome 2009)Soit n ∈ N ; Mn(R) désigne l'ensemble des matries arrées d'ordre n à oe�ients réels.Pour tout élément A = (ai,j)16i,j6n de Mn(R), on appelle � trae de A �, et on note Tr(A), la somme deséléments diagonaux de A.On admet que Tr est une forme linéaire sur Mn(R) telle que : ∀(A, B) ∈ Mn(R)2, Tr(AB) = Tr(BA).Pour toutes matries M , N de Mn(R), on pose : 〈M, N〉 = Tr( tMN).Soit A une matrie symétrique, on onsidère :
• l'appliation ΦA de Mn(R) dans Mn(R) dé�nie par : ∀M ∈ Mn(R), ΦA(M) = AM − MA,
• les ensembles Sp(A) et Sp(ΦA) formé des valeurs propres de A et de ΦA respetivement,
• l'ensemble Γ = {λ − µ, (λ, µ) ∈ Sp(A)2} formé des di�érenes de deux valeurs propres quelonques de A.Le but de et exerie est d'établir les deux propriétés suivantes :
• ΦA est un endomorphisme diagonalisable,
• les valeurs propres de ΦA forment l'ensemble Γ 'est-à-dire que Sp(ΦA) = Γ.Partie I � Étude d'un as partiulierDans ette partie uniquement, on suppose que n = 2, A =

(

1 1

1 1

) et on admet les trois propriétés suivantes :
• ΦA est un endomorphisme de M2(R),
• la famille (V1, V2, V3, V4) est une base de M2(R), où on a posé :

V1 =

(

1 0

0 0

)

, V2 =

(

0 1

0 0

)

, V3 =

(

0 0

1 0

)

, V4 =

(

0 0

0 1

)

.

• 〈−,−〉 est un produit salaire sur M2(R).1. Justi�er que la matrie T de ΦA dans la base (V1, V2, V3, V4) s'érit : T =











0 −1 1 0

−1 0 0 1

1 0 0 −1

0 1 −1 0









En déduire la diagonalisabilité de T .2. Véri�er que T 3 = 4T . Qu'en déduit-on sur les valeurs propres de T3. Déterminer une base de l'espae propre assoié à 0 de la matrie T .4. Caluler TX1 et TX2, où X1 =











1

−1

1

−1











et X2 =











1

1

−1

−1











.5. Expliiter alors une matrie inversible P et une matrie diagonale D telle que T = PDP−1 (on nedemande pas de aluler P−1, mais on justi�era soigneusement l'obtention de ette égalité)6. (question ajoutée) Expliiter une matrie orthogonale Q telle que T = QD tQ.7. (question ajoutée)(a) Déterminer une base orthonormale de l'image de ΦA.(b) Déterminer la matrie dans la base (V1, V2, V3, V4) de la projetion orthogonale sur l'image de ΦA.() Soit M =

(

1 2

3 4

). Justi�er l'existene et l'uniité d'une matrie N de Im(ΦA) telle que ‖M−N‖ soitminimal (la norme onsidérée étant elle assoiée au produit salaire dé�ni sur Mn(R)). Déterminer
N ainsi que la distane de M à l'espae vetoriel Im(ΦA).(d) Retrouver les résultats de la question préédente à l'aide du théorème des moindres arrés, en remar-quant que l'image de ΦA est aussi égale à l'image d'une ertaine appliation linéaire dont la matrierelativement à un ertain hoix de bases est onstituée des deux premières olonnes de la matrie T .3



Partie II � Rédution de ΦA dans le as généralOn revient désormais au as général, A étant une matrie symétrique quelonque de Mn(R)1. Montrer que ΦA est une endomorphisme de Mn(R).2. Prouver que l'appliation (M, N) ∈ Mn(R)2 7→ 〈M, N〉 est un produit salaire sur Mn(R).3. Établir que, pour toutes matries M , N appartenant à Mn(R), on a :
〈ΦA(M), N〉 = 〈M, ΦA(N)〉 .En déduire que ΦA est un endomorphisme diagonalisable.4. Soient :

• X ∈ Mn,1(R) un veteur propre de A assoié à la valeur propre λ,
• Y ∈ Mn,1(R) un veteur propre de A assoié à la valeur propre µ.On pose alors :

MX,Y = X tY ∈ Mn(R).(a) Justi�er que MX,Y 6= 0, puis que tY A = µ tY(b) Établir que ΦA(MX,Y ) = (λ − µ)MX,Y , puis que Γ ⊂ Sp(ΦA).5. Soit M ∈ Mn(R) un veteur propre de ΦA assoié à la valeur propre α.(a) On suppose que pour tout veteur propre Z de A, on a MZ = 0.Montrer alors que M = 0.En déduire qu'il existe au moins un veteur propre Z0 de A tel que MZ0 6= 0.On note µ la valeur propre assoiée à Z0.(b) En revenant à l'expression de ΦA(M), justi�er que MZ0 est un veteur propre de A pour une valeurpropre dont on préisera l'expression à l'aide de α et µ.() ConlurePartie III � Étude du rang de ΦAToute ette partie n'est pas présente dans le sujet Eriome. Elle utilise des résultats de la partie préédente.1. Soient (X1, . . . , Xk) et (Y1, . . . , Yℓ) deux familles libres de Mn,1(R).Montrer que la famille (MX1,Yj
= Xi

tYj)(i,j)∈[[1,k]]×[[1,ℓ]] est une famille libre de Mn(R).2. (a) Soient X, X ′, Y, Y ′ des veteurs de Mn,1(R), tels que X⊥X ′ ou Y ⊥Y ′ (pour le produit salaireanonique de Mn,1(R)). Montrer que MX,Y ⊥MX′,Y ′ pour le produit salaire dé�ni sur Mn(R) dansl'introdution du problème.(b) Soit X et Y dans Mn,1(R), tels que ‖X‖ = ‖Y ‖ = 1. Montrer que ‖MX,Y ‖ = 1 (pour la normeassoiée au produit salaire dé�nie sur Mn(R)).() En déduire que si (X1, . . . , Xk) et (Y1, . . . , Yℓ) sont deux familles orthonormales de Mn,1(R), alorsla famille (MXi,Yj
= Xi

tYj)(i,j)∈[[1,k]]×[[1,ℓ]] est une famille orthonormale de Mn(R).3. Soit λ une valeur propre de A, et soit nλ la dimension du sous-espae propre Eλ de A assoié à la valeurpropre λ. Soit (X1, . . . , Xnλ
) une base orthonormale de Eλ.(a) Montrer que (Xi

tXj)16i,j6nλ
est une famille orthonormale de Ker(ΦA). On note Fλ le sous-espaede Ker(ΦA) engendré par es veteurs.(b) Déterminer la dimension de Fλ.4. Soit λ et µ deux valeur propres distintes de A. Montrer que Fλ⊥Fµ5. (a) Justi�er que Ker(ΦA) =

⊕

λ∈Sp(A)

Fλ(b) En déduire que rg(ΦA) = n2 −
∑

λ∈Sp(A)

n2
λ.() Quel est le rang de ΦA lorsque A est de rang 1 ? lorsque A possède n valeurs propres distintes ?4


