
Lyée La Bruyère, Versailles Samedi 27 mars 2010.ECS 2 � Mathématiques Devoir Surveillé no 8 � 4 heuresÉpreuve de type � Eriome �Exerie 1 � (Eriome 2006)On onsidère l'espae vetoriel eulidien R
3 muni de son produit salaire anonique, et on note B = (i, j, k) labase anonique de R

3.Pour tout (x, y) ∈ R
3×R

3, on a don : 〈x, y〉 = tXY, où X et Y désignent les matries olonnes des oordonnéesde x et y dans la base B.Si F est un sous-espae vetoriel de R
3, F⊥ désigne le supplémentaire orthogonal de F dans R

3.On note L(R3) l'ensemble des endomorphismes de R
3 et Id l'appliation identité de R

3.Pour f endormorphisme de R
3, de matrie M dans la base anonique, on note f∗ l'endomorphisme de R

3 dontla matrie dans la base anonique est tM .A. Quelques propriétés de f∗Dans ette question f est un endomorphisme de R
3.1. Montrer que : ∀(x, y) ∈ (R3)2, 〈f(x), y〉 = 〈x, f∗(y)〉.2. Montrer que f∗ est le seul endomorphisme g de R

3 véri�ant : ∀(x, y) ∈ (R3)2, 〈f(x), y〉 = 〈x, g(y)〉 .3. Soit F un sous-espae vetoriel de R
3 stable par f ('est-à-dire tel que f(F ) ⊂ F ).(a) Pour x ∈ F et y ∈ F⊥, aluler 〈x, f∗(y)〉.(b) En déduire que F⊥ est stable par f∗.B. Rédution des matries d'un ensemble EOn désigne par E l'ensemble des endormophismes fu de R

3 dont la matrie dans la base B est de la forme
Mu =





a b c

c a b

b c a



 ,où (a, b, c) ∈ R
3.1. Montrer que E est un sous-espae vetoriel de L(R3)2. Montrer que pour tout u ∈ R

3, f∗
u appartient à E .3. On note e1 = 1√

3
(i + j + k), e2 = 1√

2
(i − j), e3 = 1√

6
(i + j − 2k) et D la droite de veteur direteur e1.(a) Montrer que e1 est un veteur propre ommun aux éléments fu de E .(b) En déduire que pour tout u ∈ R

3, D est stable par fu.() Déduire des questions préédentes que, pour tout u ∈ R
3, D⊥ est stable par fu.(d) Déterminer une équation de D⊥.(e) Montrer que (e2, e3) est une base orthonormale de D⊥ et que B′ = (e1, e2, e3) est une base orthonor-male de R

3.(f) Justi�er alors que la matrie de fu dans la base B′ est de la forme
Nu =





e 0 0

0 f g

0 h ℓ



 ,où e, f, g, h, ℓ sont des réels. 1



Exerie 2 � (Eriome 2009)Le but de l'exerie est l'étude de la fontion dé�nie par la formule suivante :
f(x) =

∫ +∞

0

e−2t
√

1 + x2e2t dt.1. Domaine de dé�nition de f(a) Justi�er que pour tout réel a > 0, l'intégrale ∫ +∞

0

e−at dt est onvergente, et donner sa valeur.(b) Soit x un réel �xé. Établir la onvergene de l'intégrale ∫ +∞

0

e−2t
√

1 + x2e2t dt.Par onséquent, f est dé�nie sur R et elle est lairement paire. On va don l'étudier sur [0, +∞[.2. Branhe in�nie de la ourbe représentative de f(a) Véri�er l'enadrement suivant, pour tout réel x stritement positif et tout réel t positif ou nul :
xet

6

√

1 + x2e2t 6 xet + e−t2x.(b) Prouver que, pour tout réel x stritement positif, on a : x 6 f(x) 6 x +
1

6x
.() Préiser alors la nature de la branhe in�nie de la ourbe représentative de f au voisinage de +∞.3. Dérivabilité et monotonie de f(a) À l'aide du hangement de variable u = xet, que l'on justi�era, prouver la formule suivante lorsque

x est un réel stritement positif :
f(x) = x2

∫ +∞

x

√
1 + u2

u3
du.(b) Montrer que la fontion f est de lasse C1 sur ]0, +∞[, et que sa dérivée est donnée, pour tout réel

x stritement positif, par :
f ′(x) =

2f(x) −
√

1 + x2

x
.() Justi�er, pour tout réel x stritement positif, l'égalité suivante :

2f(x) =
√

1 + x2 + x2

∫ +∞

x

du

u
√

1 + u2
.En déduire que f est stritement roissante sur ]0, +∞[.4. Étude loale de f et f ′ en 0(a) Justi�er que la formule suivante est valable pour tout réel x stritement positif :

∫ +∞

x

du

u
√

1 + u2
= − ln(x)√

1 + x2
+

∫ +∞

x

u ln(u)

(1 + u2)
3
2

du,et que l'intégrale ∫ +∞

0

u ln(u)

(1 + u2)
3
2

du est onvergente(b) À l'aide des questions préédentes, démontrer alors que l'on a :
f ′(x) ∼

x→0+
−x ln(x) et f(x) − 1

2
∼

x→0+
−x2 ln(x)

2
.() En déduire que f est une fontion de lasse C1 sur [0, +∞[, et préiser la valeur de f ′(0).2



Problème � (Eriome 2007) � Le préliminaire, les parties I et II sont indépendants.PréliminaireOn onsidère deux variables aléatoires à densité X et Y dé�nies sur un même espae probabilisé, admettant desespéranes E(X) et E(Y ) et des varianes V (X) et V (Y ). On suppose V (X) > 0. On dé�nit la ovariane de
X et Y par :

cov(X, Y ) = E((X − E(X))(Y − E(Y ))) = E(XY ) − E(X)E(Y ).1. Montrer que pour tout nombre réel λ, V (λX + Y ) = λ2V (X) + 2λcov(X, Y ) + V (Y ).2. (a) En étudiant le signe du trin�me préédent, montrer que : (cov(X, Y ))2 6 V (X)V (Y ).(b) À quelle ondition néessaire et su�sante a-t-on l'égalité (cov(X, Y ))2 = V (X)V (Y )?Partie I � Étude d'une fontion de deux variables
n désigne un entier non nul, A et S deux réels positifs ou nuls véri�ant S > nA.On dé�nit sur [0, +∞[×]0, +∞[ la fontion Ln par :

Ln(a, b) =

{

1
bn e−

1
b
(−na+S) si 0 6 a 6 A

0 si a > A.1. Justi�er que Ln est de lasse C1 sur l'ouvert ]0, A[×]0, +∞[.Montrer que Ln n'admet pas d'extremum sur et ouvert.2. Montrer que : ∀a ∈ [0, A[, ∀b ∈]0, +∞[, Ln(a, b) < Ln(A, b).Montrer que e résultat est enore vrai pour tout a de ]A, +∞[.3. Soit g la fontion dé�nie sur ]0, +∞[ par g(b) = Ln(A, b).Montrer que g admet un maximum absolu sur ]0, +∞[, atteint en un point b0 que l'on exprimera enfontion de A, S et n.4. Déduire de e qui préède que Ln admet sur [0, +∞[×]0, +∞[ un maximum absolu atteint en un uniquepoint (a0, b0) que l'on préisera.Partie II � Étude d'une loiSoit a > 0 et b > 0. On onsidère la fontion fa,b dé�nie sur R par :
fa,b(x) =

{

1
b
e−

x−a

b si x > a

0 sinon.1. Véri�er que fa,b est bien une densité de variable aléatoire. On note E(a, b) la loi assoiée.On onsidère désormais une variable aléatoire X de loi E(a, b).2. Déterminer la fontion de répartition de X .3. On pose Y = X − a. Déterminer la loi de Y et la reonnaître.En déduire E(X) et V (X).4. Soit p ∈ N. Montrer que X admet un moment d'ordre p, E(Xp), et pour p > 0, déterminer une relationliant E(Xp) et E(Xp−1).5. Simulation de la loi E(a, b).(a) Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1[.Montrer que la variable aléatoire −b ln(1 − U) + a suit une loi E(a, b).(b) On rappelle qu'en langage Pasal, la fontion random permet de simuler une variable aléatoire de loiuniforme sur [0, 1[.Érire, en langage Pasal, une fontion tirage, de paramètres a et b simulant une variable aléatoirede loi E(a, b). 3



Partie III � Estimation des paramètres a et b

a et b désignent toujours deux réels tels que a > 0 et b > 0. On onsidère désormais une suite de variablesaléatoires (Xi)i>1 indépendantes identiquement distribuées de loi E(a, b).Pour n entier supérieur ou égal à 2, on onsidère les variables aléatoires Sn et Yn dé�nies par Sn = X1 + X2 +

· · · + Xn et Yn = min(X1, X2, . . . , Xn).Le but de ette partie est de déterminer des estimateurs de a et b.1. La fontion tirage, ainsi que les variables informatiques a,b,X,S,Y de type real et i,n de type integerétant supposées dé�nies, ompléter le orps du programme prinipal suivant, de manière à e qu'il simule
Sn et Yn (les valeurs étant stokées respetivement dans S et Y ).beginrandomize;readln(a,b,n);X:=tirage(a,b);S:=... ;Y:=... ;for i:=2 to n do ........................end.2. Déterminer l'espérane et la variane de Sn.3. Quelle est la loi suivie par la variable aléatoire (X1 − a) + (X2 − a) + · · · + (Xn − a) ?En déduire une densité de Sn.4. Déterminer la fontion de répartition de Yn.En déduire que Yn suit une loi E(an, bn) (on préisera an et bn).Donner les valeurs de E(Yn) et V (Yn).5. (a) Caluler le biais ainsi que le risque quadratique de Yn en tant qu'estimateur de a.(b) Rappeler l'inégalité de Markov pour une variable aléatoire admettant un moment d'ordre 2.À l'aide de e qui préède, prouver que (Yn) est une suite d'estimateurs de a asymptotiquement sansbiais, onvergente.6. On pose Zn = Sn

n
− Yn.(a) Caluler le biais de Zn en tant qu'estimateur de b.(b) On note rZn
(b) le risque quadratique de Zn. Montrer que

rZn
(b) =

2b2

n2
+

b2

n
− 2

n
cov(Sn, Yn).() À l'aide du préliminaire, montrer que

lim
n→+∞

rZn
(b) = 0et en déduire que (Zn) est une suite d'estimteurs de b asymptotiquement sans biais, onvergente.7. Pour un éhantillon donné (x1, . . . , xn), ave min{x1, . . . , xn} 6= max{x1, . . . , xn}, orrespondant à uneréalisation des n variables aléatoires X1, . . . , Xn, on dé�nit la fontion L sur [0, +∞[×]0, +∞[ par :

L(a, b) =
n

∏

i=1

fa,b(xi).(a) Montrer que L est la fontion Ln dé�nie dans la partie I, pour des valeurs de A et S que l'on préiseraen fontion des xi.(b) Comparer les estimateurs de a et b obtenues sur l'éhantillon (x1, . . . , xn) à partir de Yn et Zn aveles valeurs a0 et b0 obtenues dans la partie I.4


