
Lyée La Bruyère, Versailles Samedi 27 mars 2010.ECS 2 � Mathématiques Devoir Surveillé no 8 �4 heuresxÉpreuve de type � Parisiennes �
Les élèves ont le hoix entre l'épreuve de type � Parisiennes � et l'épreuve de type � Eriome �. Ils ne devronttraiter qu'une des deux épreuves.La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédation, la larté, la préision et la onision desraisonnements entreront pour une part importante dans l'appréiation des opies.Les andidats sont invités à enadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs aluls.L'usage de tout doument et de tout matériel életronique est interdit. Notamment, les téléphones portablesdoivent être éteints et rangés.Si au ours de l'épreuve, un andidat repère e qui lui semble être une erreur d'énoné, il le signalera sur saopie et poursuivra sa omposition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendreProblème � (HEC-ESSEC-EAP 2009, Maths 2)Dans tout le problème, N désigne un entier supérieur ou égal à 1.On note E(X) et V (X) respetivement, l'espérane et la variane, lorsqu'elles existent, de toute variable aléa-toire réelle X dé�nie sur un espae probabilisé.Soit (Un)n>1 une suite de variables aléatoires dé�nies sur un espae probabilisé (Ω,A, P ), mutuellement indé-pendantes, de même loi uniforme disrète sur [[1, N ]].On pose, pour tout n de N

∗ : Tn = sup(U1, U2, . . . , Un) et Zn = inf(U1, U2, . . . , Un). On admet que Tn et Znsont des variables aléatoires dé�nies sur (Ω, T , P ). Ainsi, pour tout ω de Ω, on a :
Tn(ω) = max(U1(ω), U2(ω), . . . , Un(ω)) et Zn(ω) = min(U1(ω), U2(ω), . . . , Un(ω)).On rappelle que si C désigne un élément de A, on note 1C la variable aléatoire indiatrie de l'événement C,dé�nie sur (Ω,A, P ) par :

1C(ω) =







1 si ω ∈ C

0 si ω 6∈ C.On pose, pour tout n de N
∗ : dn(N) =











N−1
∑

k=1

(

k
N

)n si N > 2

0 si N = 1.
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PréliminaireSoit Y une variable aléatoire dé�nie sur (Ω,A, P ), à valeurs dans [[1, N ]]. Établir les deux relations suivantes :
E(Y ) =

N−1
∑

k=1

P ([Y > k]) et E(Y 2) =

N−1
∑

k=0

(2k + 1)P ([Y > k]).Partie I � Inf et Sup1. Rappeler, sans démonstration, les valeurs respetives de E(U1) et de V (U1).2. (a) Caluler, pour tout k de [[1, N ]], P ([Tn 6 k]).(b) En déduire la loi de probabilité de Tn.3. (a) Montrer que la suite (dn(N))n>1 est onvergente et aluler sa limite.(b) Exprimer E(Tn) en fontion de N et dn(N). En déduire la valeur de lim
n→+∞

E(Tn).() Établir la formule suivante : V (Tn) = (2N − 1)dn(N) − 2Ndn+1(N) − d2
n(N).En déduire la valeur de lim

n→+∞

V (Tn).(d) Montrer que si N > 2, on a : lim
n→+∞

dn+1(N)

dn(N)
= 1 −

1

N
;En déduire que, lorsque n tend vers +∞, on a : V (Tn) ∼
+∞

dn(N).4. Déterminer la loi de Zn. Caluler E(Zn) et V (Zn).5. On rappelle que la fontion Pasal random(N) permet de simuler une variable aléatoire suivant la loiuniforme sur [[0, N−1]]. Érire une fontion Pasal d'en-tête simulmax(n :integer) :integer qui simulela variable aléatoire Tn.Partie II � Couple (Inf , Sup)1. On pose, pour tout n de N
∗ et pour tout ouple (k, ℓ) de N

2 :
ϕn(k, ℓ) = P ([Tn 6 k] ∩ [Zn 6 ℓ]).(a) Montrer, pour tout (k, ℓ) de [[1, N ]]2, la relation suivante :
ϕn(k, ℓ) =







(

k
N

)n si k 6 ℓ
(

k
N

)n
−
(

k−ℓ
N

)n si k > ℓ(b) Établir, pour tout (k, ℓ) de [[1, N ]]2, la formule suivante :
P ([Tn = k] ∩ [Zn = ℓ]) = ϕn(k, ℓ) + ϕn(k − 1, ℓ− 1) − ϕn(k − 1, ℓ) − ϕn(k, ℓ− 1).() En déduire, en distinguant les trois as k < ℓ, k = ℓ et k > ℓ, l'expression de P ([Tn = k] ∩ [Zn = ℓ])en fontion de k et ℓ.2. On donne, pour tout ouple (m,n) de (N∗)2, les deux relations suivantes :(i) m

∑

j=1

[(j + 1)n − 2jn + (j − 1)n] = (m+ 1)n −mn − 1 ;(ii) m
∑

j=1

j[(j + 1)n − 2jn + (j − 1)n] = m(m+ 1)n − (m+ 1)mn.(a) En déduire, pour tout n de N
∗, la formule suivante : E(TnZn) = N(1 + dn+1(N)).2



(b) On note, pour tout n de N
∗, ρn le oe�ient de orrélation linéaire entre Tn et Zn.Caluler lim

n→+∞

ρn lorsque N > 2.3. (a) Pour tout n de N
∗, et pour tout ouple (k, ℓ) de [[1, N ]]2, aluler la probabilité onditionnelle

P[Tn=k]([Zn = ℓ]).(b) En déduire, pour tout n de N
∗ et pour tout k de [[1, N ]], l'expression de l'espérane onditionnelle

E(Zn | [Tn = k]) de Zn sahant [Tn = k].Partie III � PrévisionPour n entier de N
∗, on dispose d'un (n+1)-éhantillon indépendant identiquement distribué (i.i.d.) (U1, U2, . . . , Un+1)de la loi uniforme sur [[1, N ]].On pose : Tn = sup(U1, U2, . . . , Un) et Tn+1 = sup(U1, . . . , Un, Un+1) = sup(Tn, Un+1).Pour tout t = (t1, t2, . . . , tN ) de R

N , on pose Wt(Tn) =
N
∑

k=1

tk × 1[Tn=k].Dans ette partie, on se propose de déterminer la valeur de t pour laquelle les deux onditions suivantes sontvéri�ées :(i) E(Wt(Tn)) = E(Tn+1)(ii) E[(Tn+1 −Wt(Tn))2] est minimale.1. Montrer, pour tout k de [[1, N ]], la relation : P ([Wt(Tn) = tk]) = P ([Tk = k]).2. Établir, pour tout k de [[1, N ]], la formule suivante :
E(Tn+1 × 1[Tn=k]) = E(Tn+1 | [Tn = k]) × P ([Tn = k]).3. (a) Caluler, pour tout ouple (k, j) de [[1, N ]]2, P ([Tn = k] ∩ [Tn+1 = j]).(b) En déduire, pour tout ouple (k, j) de [[1, N ]]2, la probabilité onditionnelle P[Tn=k]([Tn+1 = j]).() Déterminer, pour tout k de [[1, N ]], l'expression de l'espérane onditionnelle E(Tn+1 | [Tn = k]) de

Tn+1 sahant [Tn = k].(d) En appliquant la formule de l'espérane totale, déduire de la question préédente la relation suivante :
E(Tn+1) =

N + 1

2
+

1

2N
(E(T 2

n) − E(Tn)).4. Établir l'égalité suivante : (Wt(Tn))2 =
N
∑

k=1

t2k × 1[Tn=k].5. Soit g la fontion dé�nie sur R
N à valeurs réelles par :
g(t1, t2, . . . , tN) = E[(Tn+1 −Wt(Tn))2].(a) À l'aide des résultats des questions III-2,3,4, expliiter g en fontion des variables t1, t2, . . . , tN .(b) Montrer que g admet un minimum global sur R

N atteint en un point θ = (θ1, θ2, . . . , θN ) que l'ondéterminera en fontion de E(Tn+1 | [Tn = 1]), E(Tn+1 | [Tn = 2]), . . . , E(Tn+1 | [Tn = N ]).6. Établir les deux relations suivantes :
E(Wθ(Tn)) = E(Tn+1) et V (Wθ(Tn)) 6 V (Tn+1).7. (a) Établir, pour tout i de N

∗, l'égalité suivante : N
∑

k=1

ki × 1[Tn=k] = (Tn)i.(b) En déduire la relation suivante : Wθ(Tn) = N+1
2 + 1

2N
(T 2

n − Tn).3



Partie IV � EstimationSoit U une variable aléatoire dé�nie sur un espae probabilisé (Ω,A, P ), de loi uniforme disrète sur [[1, N ]].On suppose que le paramètre N est inonnu.Cette partie a pour objet la détermination d'un estimateur pontuel de N , sans biais et de variane minimale.Pour n entier supérieur ou égal à 1, soit (U1, U2, . . . , Un) un n-éhantillon i.i.d. de la loi de U .1. Soit ε un réel stritement positif. On pose :
An(ε) = [|Tn −N | > ε] et Bn(ε) = [|Tn − E(Tn)| + |dn(N)| > ε].(a) Peut-on dire que Tn + dn(N) est un estimateur sans biais de N ?(b) Montrer que la suite (Tn)n>1 est une suite d'estimateurs asymptotiquement sans biais du para-mètre N() Montrer que An(ε) ⊂ Bn(ε) et qu'il existe un entier naturel n0 tel que, pour tout n > n0, on a :

Bn(ε) ⊂
[

|Tn − E(Tn)| >
ε

2

]

.(d) En déduire que la suite d'estimateurs (Tn)n>1 est onvergente.2. (a) Caluler, pour tout n-uplet (u1, u2, . . . , un) de [[1, N ]]2, P ( n
⋂

i=1

[Ui = ui]

).(b) En déduire que, pour tout k de [[1, N ]], la loi onditionnelle du veteur aléatoire (U1, U2, . . . , Un)sahant [Tn = k] est donnée par :
P[Tn=k]

(

n
⋂

i=1

[Ui = ui]

)

=







1

kn − (k − 1)n
si pour tout i de [[1, n]], 1 6 ui 6 N et max

16i6n
(ui) = k

0 sinon.On remarquera que ette loi onditionnelle ne dépend pas du paramètre N .3. On pose, pour n entier de N
∗ : Sn = Tn + Zn − 1, et, pour tout k de [[1, N ]] :

ψn(k) =
kn+1 − (k − 1)n+1

kn − (k − 1)n
.(a) Montrer que Sn est un estimateur sans biais de N .(b) Établir, pour tout k de [[1, N ]], l'égalité ψn(k) = E(Sn | [Tn = k]).() En déduire que ψn(Tn) est un estimateur sans biais de N .(d) On pose, pour tout k de [[1, n]] : ϕn(k) = E(S2

n | [Tn = k]).Établir, pour tout k de [[1, N ]], l'inégalité : ψ2
n(k) 6 ϕn(k).(On pourra utiliser la fontion dé�nie sur R par λ 7→ E((Sn − λ)2 | [Tn = k]))En déduire que V (ψn(Tn)) 6 V (Sn).(e) Caluler V (Sn). En déduire que ψn(Tn) est un estimateur onvergent de N .4. Soit, pour n entier de N

∗, un estimateur sans biais Rn du paramètre N .On pose, pour tout k de [[1, N ]] : fn(k) = E(Rn | [Tn = k])(a) En utilisant une méthode analogue à elle de la question IV 3(d), montrer que : V (fn(Tn)) 6 V (Rn).(b) Soit F une fontion réelle. Montrer que, pour n �xé dans N
∗, la ondition � pour tout N de N

∗,
E(F (Tn)) = N � est véri�ée, si et seulement si, pour tout k de [[1, N ]], on a : F (k) = ψn(k).() En déduire que dans l'ensemble des estimateurs sans biais de N , l'estimateur ψn(Tn) est optimal,dans le sens où V (ψn(Tn)) est minimale.La partie IV onsitue une démonstration du théorème de Lehmann-She�é dans le as partiulier d'une loiuniforme sur [[1, N ]], ave N inonnu. 4


