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ée La Bruyère, Versailles 2009/2010ECS 2 � Informatique Informatique � TP no 3 � Quelques algorithmes de triNous avons déjà vu 
omment trier un tableau par insertion (voir TP no 1). Voi
i trois autres méthodes pourtrier un tableau.Exer
i
e 1 � Le tri à bullesOn 
onsidère un tableau T 
onstitué de n 
ases. Le tri à bulles 
onsiste à par
ourir l'ensemble des indi
es
i ∈ [[1, n − 1]], du tableau, et, à 
haque étape, à 
omparer T [i] et T [i + 1] : s'ils sont dans le bon ordre, on nefait rien, sinon on les é
hange, puis on passe à l'indi
e suivant.1. (a) E�e
tuer étape par étape (à la main) 
et algorithme sur le tableau (5, 1, 2, 3, 4).(b) Même question sur le tableau (5, 4, 3, 2, 1).(
) Après un par
ours du tableau, le tableau obtenu est-il trié ?(d) Montrer qu'après avoir par
ouru le tableau, l'élément maximal se retrouve en bout de tableau.2. (a) Justi�er qu'en par
ourant n − 1 fois le tableau de la façon pré
édente, le tableau obtenu est trié.Justi�er que si n est la taille du tableau, lors du j-ième par
ours, on peut se 
ontenter d'allerseulement jusqu'à l'indi
e n − j.(b) É
rire une pro
édure prenant en paramètre un tableau de taille n non trié, e�e
tuant sur 
e tableaules opérations dé
rites 
i-dessus, et renvoyant le tableau trié.3. On note Cn le nombre d'opérations e�e
tuées lors d'une exé
ution de 
et algorithme (a�e
tation ou testde 
omparaison)(a) Donner un en
adrement de Cn.(b) Justi�er que Cn = O(n2).(
) Justi�er qu'il n'existe pas de réel α < 2 tel que Cn = O(nα).4. Proposer des améliorations à 
et algorithme.Exer
i
e 2 � Le tri rapideLe tri rapide est un algorithme ré
ursif. Soit T un tableau de taille n.Si le tableau est de taille 0 ou de taille 1, on ne fait rienOn 
ommen
e par 
hoisir dans un premier temps un élément x = T [i] au hasard dans le tableau. Dans unautre tableau de même taille, on regroupe en début de tableau toutes les valeurs du tableau (dans un ordrequel
onque) stri
tement plus petites que x, et on regroupe en �n de tableau toutes les valeurs stri
tement plusgrandes que x. Ces valeurs sont séparées en milieu de tableau par la valeur x, éventuellement répétée autantde fois que x apparaît dans le tableau initial.On applique ensuite ré
ursivement l'algorithme de tri au sous-tableau 
onstitué des éléments stri
tement pluspetits que x, et au sous-tableau des éléments stri
tement plus grands que x.Pour pouvoir appliquer l'algorithme de tri à un sous-tableau 
ontitué des éléments d'indi
e a à b, on passeraen paramètre la tableau entier, ainsi, que l'indi
e initial a et l'indi
e �nal b de l'ensemble des éléments à trier.Ainsi, les 
onditions initiales (tableaux de taille 0 ou 1) sont traduites par l'égalité b = a (taille 1) ou l'inégalité
b < a (taille 0).1. Justi�er que quel que soit le tableau initial T , l'algorithme s'arrête et renvoie le tableau trié. On pré
iserasoigneusement l'opportunité de la 
ondition d'arrêt donnée pour les tableaux de taille 0.2. É
rire en Pas
al une pro
édure utilisant 
et algorithme pour trier un tableau passé en paramètre.3. On note Cn le nombre d'opérations e�e
tuées pour trié un tableau T donné par 
et algorithme.4. On suppose que les entrées du tableau sont deux à deux distin
tes.(a) On suppose qu'à 
haque appel ré
ursif de la pro
édure, le 
hoix aléatoire de x donne le plus petitélément du tableau. Soit Mn le nombre d'opérations né
essaire (a�e
tation ou 
omparaison) pourtrier le tableau dans 
e 
as. Montrer qu'il existe α > 0 tel que Mn = αn(n + 1).1



(b) Soit Cn le nombre d'opérations e�e
tuées pour trier le tableau T . Montrer par ré
urren
e forte sur
n que Cn 6 Mn. En déduire que Cn = O(n2).5. On suppose toujours que les entrées du tableau sont deux à deux distin
tes, et on suppose qu'il existe ktel que n = 2k

− 1.(a) On suppose que dans la première étape, on 
hoisit x égal à la médiane des éléments du tableau.Justi�er qu'on est ramené au tri de deux tableaux de taille 2k−1
− 1.(b) On suppose qu'à 
haque appel ré
ursif, le réel x est la médiane des éléments à trier. Cal
uler dans
e 
as le nombre d'opérations e�e
tuées pour trier le tableau.On peut montrer que 
e
i est le meilleur des 
as.Exer
i
e 3 � Tri-fusionIl s'agit aussi d'un algorithme ré
ursif. Cette fois, on 
ommen
e par 
ouper le tableau T de taille n en 2 partségales (ou presque) :

• si n est pair, n = 2k, on 
oupe en deux tableaux de taille k, l'un 
ontitué des indi
es de 1 à k, l'autre desindi
es de k + 1 à n ;
• si n est impair, n = 2k + 1, on 
onsidère un premier tableau de taille k 
onstitué des indi
es de 1 à k, et undeuxième tableau de taille k + 1, 
onstitué des indi
es de k à n.On trie 
ha
un de 
es deux tableaux, grâ
e à un appel ré
ursif de la pro
édure. On obtient don
 deux tableauxtriés, qu'il faut ensuite fusionner.1. Expliquer 
omment faire la fusion de deux tableaux triés en un seul tableau trié, en par
ourant simulta-nément les deux tableaux.2. É
rire en Pas
al une pro
édure triant un tableau à l'aide de 
et algorithme. On utilisera un tableauauxiliaire dé
laré globalement pour faire la fusion.3. On suppose qu'il existe k tel que n = 2k. On note Cn le nombre d'a�e
tations ou de tests e�e
tués lorsdu tri d'un tableau T donné. Justi�er qu'il existe des réels stri
tement positifs α et β tels que α < β et :

C′

2k−1 + C′′

2k−1 + α2k
6 C2k = Cn 6 C′

2k−1 + C′′

2k−1 + β2k,où C′

2k−1 , C′′

2k−1 , sont les nombres d'opérations e�e
tuées respe
tivement lors du tri de deux tableaux detaille 2k−1.En déduire que :
α(k + 1)n 6 Cn 6 β(k + 1)n.En déduire que Cn = O(n ln n), et qu'on ne peut pas trouver (a, b) ∈ R

2 tel que a < 1 ou tel que a = 1et b < 1, véri�ant :
Cn = O(na lnb n).
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