
Lyée La Bruyère, Versailles 2009/2010ECS 2 � Mathématiques Probabilités 4 � EstimationExerie 1 � On veut estimer les paramètres a et b de la loi uniforme sur [a, b] à l'aide d'unéhantillon (X1, . . . , Xn) de variables aléatoires indépendantes suivant ette loi.1. (a) Soit Sn la variable à densité dé�nie par Sn = sup(X1, . . . , Xn).Déterminer la fontion de répartition puis une densité de Sn et son espérane.(b) Montrer que la variane de Sn est égale à n(b−a)2

(n+2)(n+1)2(on pourra faire intervenir la variable Un de densité x 7→ nxn−1 sur [0, 1] et nulleailleurs, ainsi que la variable a + (b − a)Un)() Sn est-il un estimateur sans biais de b ? asymptotiquement sans biais ? Convergent ?2. On pose In = inf(X1, . . . , Xn). Déterminer l'espérane de In et sa limite lorsque n tendvers +∞. On admettra que V (In) = V (Sn).3. Exprimer a et b en fontion de E(In) et E(Sn), en déduire des estimateurs sans biais de aet b.Exerie 2 �1. Soit T une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de paramètre λ. Pour i ∈ N
∗, onnote mi le moment d'ordre i de ette variable. Déterminer mi pour i = 1, 2, 3.2. Soit T1, T2, . . . , Tn des variables aléatoires indépendantes de même loi que T ; on herheà estimer le paramètre inonnu λ.(a) Montrer que Mn = 1

n

n
∑

k=1

Tk est un estimateur sans biais de λ.(b) Préiser E(T 2
k ), E(M2

n) et E(TkMn), pour k ∈ [[1, n]].() On pose Vn = 1
n

n
∑

k=1

(Tk − Mn)2. Est-e que Vn est un estimteur sans biais de λ ?Proposer un estimateur sans biais de λ obtenu à l'aide de Vn.3. On admet que la variane de Wn est égale à n
(n−1)2

λ(1 + 2λ). Quel est, entre Mn et Wn, lemeilleur estimateur ?Exerie 3 � Soit (Ω, T , P ) un espae probabilisé. On dit qu'une variable aléatoire X dé�niesur Ω suit la loi de Pasal de paramètres n et p si X(Ω) = [[n, +∞[[, et si pour tout k > n,
P (X = k) =

(

k−1
n−1

)

pnqk−n, où q = 1 − p.Soient T1, . . . , Tn des variables aléatoires indépendantes suivant la même loi géométrique deparamètre p. Pour tout k ∈ [[1, n]], on pose Sk = T1 + · · ·+ Tk.1. Montrer par réurrene sur k que Sk suit une loi de Pasal de paramètres k et p.2. Déterminer P (Tn = 1) et pour tout s > n > 2, P (Tn = 1 | Sn = S).3. Montrer que : ∀n ∈ N,
+∞
∑

s=n

(

s

n

)

qs−n = 1
(1−q)n+1 .4. On suppose p inonnu, montrer que Pn = n−1

Sn−1

est un estimateur sans biais de p.5. Caluler, pour n > 3, l'espérane de la variable (n−1)2

(Sn−1)(Sn−2)

, et en déduire que Pn est unestimateur onvergent. 1

Exerie 4 � On admet que la mesure d'une grandeur physique, dont la valeur exate est m,suit une loi normale N (

m, m2

100

), d'espérane m et d'éart-type m
10

.On e�etue une série de n mesures indépendantes et l'on note Yn la moyenne des résultatsobtenus.1. Montrer que Yn est une estimateur sans biais et onvergent de m.2. Combien faut-il e�etuer de mesures pour que l'erreur relative ommise sur m soit inférieureà 1%, ave une probabilité supérieure à 0.9 ?Exerie 5 � Soit α un réel stritement positif. On note f la fontion dé�nie sur R par f(x) =
α

xα+1 si x > 1, et 0 sinon.1. Soit X la variable aléatoire qui admet f pour densité. Quelle est la loi de la variable ln(X) ?2. On onsidère un éhantillon (X1, . . . , Xn) de variables aléatoires indépendantes suivant lamême loi que X, et l'on pose Yn = ln(X1) + · · ·+ ln(Xn).(a) Quelle est la loi de Yn ?(b) Caluler l'espérane de Yn.3. (a) Déduire de e qui préède un estimateur sans biais de 1
α

.(b) Quelle est la variane de et estimteur ? Conlure.Exerie 6 � (Con�dentialité, d'après EDHEC 2000)Un sondage onsiste à proposer l'a�rmation A à ertaines personnes d'une population donnée.Le sujet abordé étant déliat, le stratagème suivant est mis en plae a�n de mettre en on�aneles personnes sondées pour qu'elles ne mentent pas. L'enquêteur dispose d'un paquet de 20 artes,numérotées de 1 à 20, qu'il remet à la personne sondée. Celle-i tire une arte au hasard, et nela montre pas à l'enquêteur. La règle est alors la suivante :

• Si la arte porte le numéro 1, la personne sondée répond � vrai � si elle est d'aord avel'a�rmation A, et � faux � sinon.
• Si la arte porte un autre numéro, la personne sondée répond � faux � si elle est d'aord avel'a�rmation A et � vrai � sinon.Le but de l'enquête est d'évaluer la proportion p de gens de la population qui sont réellementd'aord ave l'a�rmation A.1. On interroge une personne selon e proédé, et l'on onsidère l'événement suivant, noté

V : la personne répond � vrai �. On note θ = P (V ).Exprimer θ en fontion de p, puis déduire p en fontion de θ.2. On onsidère un éhantillon aléatoire, de taille n, extrait de la population onsidérée, etl'on note Sn le nombre de réponses � vrai � obtenues. On suppose n assez grand pourpouvoir onsidérer que et éhantillonnage est assimilable à un tirage ave remise.(a) Donner la loi de Sn, ainsi que son espérane et sa variane.(b) Montrer que Sn

n

est un estimateur sans biais et onvergent de θ.3. Dans ette question, on suppose que l'on a réalisé un éhantillon de 100 personnes, et l'ononstate que 23 personnes ont répondu � vrai �.(a) Donner une estimation pontuelle de θ et de p.(b) Donner un intervalle de on�ane à 95% de θ, puis de p.2



Exerie 7 � (Estimation par apture-reapture, oral ESCP)On herhe à évaluer le nombre N de poissons dans un étang. On prélève dans l'étang unéhantillon de m poissons, que l'on marque et que l'on remet dans l'étang.On propose deux méthodes di�érentes pour estimer N .Méthode 1Soit n un entier non nul inférieur ou égal à m. On prélève des poissons dans l'étang au hasardet ave remise, et l'on note Xn la variable aléatoire égale au nombre de poissons qu'il a éténéessaire (et su�sant) de pêher pour obtenir n poissons marqués.Pour tout entier i de [[2, n]], on pose Di = Xi − Xi−1. On pose de plus D1 = X1, et on supposeque les Di sont des variables aléatoires indépendantes.1. (a) Pour tout i ∈ [[2, n]], déterminer la loi de Di, son espérane et sa variane.(b) En déduire l'espérane et la variane de Xn.() On pose An = m
n
Xn. Montrer que An est un estimateur sans biais de N .2. (a) Pour n assez grand, par quelle loi peut-on approher la loi de la variable Xn = Xn

n

?(b) On a marqué 200 poissons, puis e�etué 450 prélèvements pour obtenir 50 poissonsmarqués.On note σ l'éart-type de An. On a pu prouver par ailleurs que σ 6 100. Déterminerun intervalle de on�ane de niveau 0.9 pour N .Méthode 2On prélève suessivement et ave remise n poissons. Soit Yn le nombre de poissons marquésainsi reueillis.3. (a) Montrer que 1
nm

Yn est un estimateur sans biais de 1
N

.(b) Pour quelle raison ne peut-on pas prendre nm
Yn

omme estimateur de N ?4. (a) On pose Bn = m(n+1)
Yn+1

. Caluler l'espérane de Bn.(b) Bn est-il un estimateur sans biais de N ? Est-il asymptotiquement sans biais ? Est-ilonvergent ?Exerie 8 � Soit θ un réel positif non nul. On onsidère un éhantillon iid (X1, . . . , Xn) de loiparente la loi uniforme sur [0, θ]. Soit X une variable aléatoire uniforme sur [0, θ].1. (a) Caluler E(X). En déduire un estimateur sans biais Sn de θ.(b) Cet estimateur est-il onvergent ?2. (a) Caluler E(ln X). En déduire un estimateur sans biais Tn de ln θ− 1, puis un estima-teur S ′

n de θ.(b) Prouver que S ′

n est un estimateur onvergent de θ.() Peut-on onlure que S ′

n est un estimateur sans biais de θ ?3. (a) Soit S ′′

n = max(X1, . . .Xn) un autre estimateur de θ. Montrer que et estimateur estbiaisé, aluler son biais et son risque quadratique.(b) L'estimateur S ′′

n est-il onvergent ?() Déduire de S ′′

n un estimateur S ′′′

n sans biais de θ. Dire pourquoi il est onvergent.

3

Exerie 9 � (Vraisemblane) Soient θ une variable aléatoire réelle disrète dépendant d'unparamètre θ, et (X1, . . . , Xn) un éhantillon iid de variables suivant la même loi que Xθ. Pourtoute réalisation (x1, . . . , xn) de et éhantillon, la probabilité P (X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn)dépend de (x1, . . . , xn), et aussi de θ. On la note :

L(x1, . . . , xn, θ) = Pθ(X1 = x1, . . . , Xn = xn).La fontion L est la fontion de vraisemblane (Likelihood).1. (a) Que représente L(x1, . . . , xn, θ) ?(b) Exprimer L(x1, . . . , xn, θ) sous forme d'un produit.2. Exprimer la fontion de vraisemblane des lois suivantes :(a) La loi de Bernoulli de paramètre p.(b) Pour k donné, loi binomiale B(k, p) pour le paramètre p.() Loi géométrique de paramètre p.3. Lorsqu'on estime le paramètre θ à partir d'une réalisation (x1, . . . , xn) de l'éhantillon

(X1, . . . , Xn), il est naturel d'essayer de déterminer la valeur de θ qui rend maximale laprobabilité d'observer la réalisation (x1, . . . , xn).Montrer que reherher le ou les éventuels maximums L pour un (x1, . . . , xn) donné équi-vaut à reherher la ou les éventuels maximums de lnL.4. Le maximum θ̂ éventuellement déterminé i-dessus dépend de la réalisation (x1, . . . , xn). Onappelle estimateur du maximum de vraisemblane de θ l'estimateur obtenu en remplaçant

(x1, . . . , xn) par (X1, . . . , Xn) dans l'expression de e maximum.(a) Montrer que l'estimateur du maximum de vraisemblane du paramètre p d'une va-riable de Bernoulli est la fréquene empirique.(b) Déteminer l'estimateur du maximum de vraisemblane du paramètre p d'une variablebinomiale B(k, p) dont le paramètre k est onnu.() Déterminer l'estimateur du maximum de vraisemblane du paramètre p d'une loigéométrique.
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