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I — Algébre et combinatoire

1) Ensembles, applications

Liohjectif est d'acquérir le vocabulaire démentalre sur les cnsembles et les applications, mais toot exposé
thdorigue st exclu. En ce qui concerne Jes notatlons, on s'cfforcers de conserver e langage naturel (il exdste,
quel que soit, ...) et on n'introduirs qu'en situation les notations 3, TT, 1L [ .-

a) Ensemblea, parties d’un ensemble
Appartenance. Inclusion. Ensemble P(E) des par-
ties de F; union, inbersection, complémentaire,
Produit carbésien de deux ensembiles,

b) Applications

Définition. Composée de deux applications.
Restrliction et prolonpement d'une application.
Equations. Applications injectives, surjectives, hi-
ectives.

]
Fonctlon indicatrice d'une partie d'un ensemble,

Opérations gur les parties et sur leurs Fonections in-
dicatrices.

2) Combinatoire

On montrera le lien entre Fanssmble des solotions
dune équation ef les propriétéa de application as-
EoCide.

Naotation La.

On fera le lien entre les opérations cosemblistes of
les conmecteurs logiques uspels.

Ifl’-;rhjcc:hl"ea_er d_’ag:-pre.ndm & organiser quelques donndes combinatoires de base (listes, AITAlgEmeTts, Perimila-
tions, combinaisons) et & exploiter les régles de dénombrement qui en résultent par I'éfude d'cxemples, fesws

motamment du calen! de probabilites,

Dénombrement des ensembles snivants
— parties d'un ensemble & n éléments ;

— parties & p éléments d*on ensemble & n édéments,
notation C:);fnlmllll}du bindme de Mewrton ;

— prlistes d'un cosemble & n Eéments, occurrences
d'un élément dans une p-liste;

— plistes d'éléments distinets dun emsemble & n
éléments, permutations dun ensemble & n Sléments,

3) Nombres complexes, polyndmes
Rappel des propriétés fondamentales de C.

Motation exponentielle, formules d'Enler ef de
Modvre, Racines n-idmes de "onits,

Ensemble K[X] des polynimes i cocfficients dans K
(ot K dé&slgne exclusivement R ou C).

Opérations alpébriques, degré.,
Division svclidienmne.

Triangle de Pascal.
rascon (3) = (522) + (%)
On pourra utiliser la représentation arborescente

d'un ensemble de p-listes dans les problémes de
dénombrement,

La construetion de € est hors programme.

L'étude de C est 'oceasion d'une brive révision de
la tripomométrle.

Formules d'addition et de duplication, emploi da e,

La construction des polyndmes formels n'est pas
au prografmme; oo pourra ideotifier polyndimes ot
fonctions polynomiales.

I"ar convention deg({() = —oq.
Multiples et divizeurs,
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Racines, ordre de multiplicité d'une racine.
Théoréme de d'Alembert-Gauss.

II — Algeébre linéaire
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Cas du trindme.

Résultat admis.

Exemples simples de factorisation dans C[X] et
R[X]. Les méthodes devront étre indiguées.

Le programme se place dans le cadre des espaces vectoriels sur K, ot K =R ou C.

Les notions d’algébre et de groupe sont hors programme.

L'objet de ce chapitre est de mettre en place 'outil vectoriel et l'outil matriciel. Il convient de mener conjoin-
tement I'étude des applications linéaires et celle des matrices, et de mettre en valeur les interactions entre ces

deux aspects.

1) Espaces vectoriels et applications linéaires

a) Espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels.

Structure d’espace vectoriel.
Sous-espaces vectoriels.

Combinaisons linéaires,

Sous-espace engendré,

Familles libres, familles génératrices, bases.

Somme de sous-espaces, somme directe de deux
sOUS-espaces, sous-espaces supplémentaires.

b) Applications linéaires.

Noyau et image d'une application linéaire.
Isomorphismes, endomorphismes, automorphismes.
Composée de deux applications linéaires.
Isomorphisme réciproque d'un isomorphisme.
Espace vectoriel L(E, F) des applications linéaires
d'un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F.
Espace vectoriel L(E) des endomorphismes de E.
Ensemble GL(E) des automorphismes de E.

2) Espaces vectoriels de dimension finie

Espaces admettant une famille génératrice finie.
Existence de bases.

Si L est libre et si G est génératrice, le nombre
d'éléments de L est inférieur ou égal au nombre
d’'éléments de G.

Dimension d'un espace vectoriel.

Théoréme de la base incompléte.

Dimension d'un sous-espace vectoriel.

Existence et dimension d'un supplémentaire.

Rang d'un famille finie de vecteurs, rang d'une ap-
plication linéaire.

Cette étude doit &tre accompagnée de nombreux
exemples issus de I'algébre (espaces K", espaces de
polynomes) et de 'analyse (espaces de suites, de
fonctions).

On ne considérera que des combinaisons linéaires de
familles finies.

Base canonique de K",

Cas des projecteurs et des symétries.

Un K-espace vectoriel est de dimension n si et seule-
ment si il est isomorphe & K™,

Dans un espace de dimension n, une famille libre
(resp génératrice) formée de n vecteurs est une base.

Droites, plans et hyperplans vectoriels.

Si F et G sont supplémentaires,
dim F 4+ dim & = dim F
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Formule du rang : étant donnés des espaces vecto-
ricle E ot F et une application lindaire u de E dans
F, dim E = dim{Ker «) 4+ dim{Im ).

3) Matrices et calcul matriciel

Espace vectoriel M, (K) des matrices a n lignes et
p eolonnes & coefficients dans K.

Matrice dune famille finic de wecteurs dans une
Matrice d'une application liwaire dans des bases.

Produit dune matrice ot d'une matrice colonne.

Produit mastriciel

Rang d'wme matrice.

Matrices inwersibles, inverse d’one matrice,
Ensemhle (7L, (K). Inverse d'un produit.

Caleul de Pinverse d"ume matsies.

Transposée d'une maebrice, mabrices symetrignes.

4) Systemes linéaires

Définition des systimes linaires.

Ecriture matricielle d'un systéme linéaire,

Bysltme homogdne.

Structure de Pensemble des solutions d'un systéme
lnéaire.

Syslime de Cramer.

Hesolation par e méthode du pivot de Gauss,
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Application & la carsctérisation des isomorphismes.
Formes lindaires et hyperplans.

Isomorphisme ave: L{E, F.

Matrices lignes et formes lindaires.

Lien aver I'image dun vecteur par une application
lindaire.

Lien aver la composition des applications linéaires.
Formile du bindme loraque AF = A,

Figallté des rangs d'une application lindaire et de s
matrice dans des bases.

Lien ave: les momorphismes et evec GLIE).
Caraclérization des matrices trianpulaires imver-
sibles.

On présentera, sur des exemples, différentes
méthodes, Inversion des matrices (2, 2).
Transpoaition dun produit, de iowerse,

Lien avec les noveonx.

Lix méthode sera présentée & aide d'exemples.
Cin adopbera les nodathons sulvantes pour le codage
des opérations Sémentaires sur les lgnes -

Ly — Li+al; , Ly —alg (a#0), Ly — L
Exemples de problémes s ramenant & la résolotion
de systémes lindaines.

5) Réduction des endomorphizmes et des matrices carmées

Les espaces veclorlels constdérds dans ce chapitre sont de dimension fnie.
Il 8°agit de familiariser les dléves svec la notion de valeur propre ef de vecteur propre d'un codomorphisme,
Les motions seront clairement définiess mais les exemples proposes sermnt slmples.

a) Réduction des endomorphismes

Valenrs propres, Vectenrs Propres, So0s-eapaces
propees d'un endormorphizme de B

Endomorphisme dingonslisable,

b} Réduction des matrices carrées
Matrice d'un endomorphisme dans une base,
Chanpement de base, matrice de passage.

Un endomaorphisme est diagonalisable &l existe une
base de vecteors propres.
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Formules de changement de base.
Matrices semblables.

Valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces
propres d'une matrice carrée,

Matrices diagonalisables, diagonalisation d'une ma-
trice carrée,
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X =PX', A'=P'AP

IITI — Nombres réels - Suites et séries

1) R et la convergence des suites réelles - Théorémes fondamentaux

Dans la continuité des programmes de terminale, il est conseillé de faire appel 4 des procédés constructifs tels

ceux utilisant les suites adjacentes et la dichotomie.

Aucune démonstration concernant les résultats de ce paragraphe n’'est exigible des candidats.

Limite d'une suite, suites convergentes.

On dit que (u,) converge vers £ si tout intervalle
ouvert contenant £ contient les u, pour tous les n,
sauf un nombre fini.

Unicité de la limite.

Opérations algébriques sur les suites convergentes,
compatibilité du passage & la limite avec la relation
d'ordre.

Existence d'une limite par encadrement.

Suites monotones, suites adjacentes.

Deux suites adjacentes convergent et ont méme li-
mite.

Toute partie non vide et majorée de R admet un
plus petit majorant.

Borne supérieure (resp inférieure) d'un ensemble
non vide majoré (resp minoré.)

Théoréme de limite monotone : toute suite crois-
sante majorée converge,

Partie entigre d'un réel.

Suite tendant vers +o00, vers —oco.

Notation R. Limite d’une suite dans R.
Une suite croissante non majorée tend vers +oo.

Si f est une fonction définie sur un intervalle I ad-
mettant une limite b en un point a, et si (uy) est une
suite d'éléments de I tendant vers a, alors la suite
(f(un)) tend vers b.

2) Exemples de suites

Les ca.nﬁda.tandni‘m]%t l:l;:l:IIL#l"tm les formules don-
nant : zkle‘Eka‘Z q"
k=1 k=l k=1 k=0
Suites arithmético-géométriques :
Upyy = atiy, + b, a #£ 0.

On donnera une définition quantifiée de la limite £
{traduction en £,np) sans en faire une utilisation
systématique.
Aucune compétence concernant les quantificateurs
n'est exigible.

Ce résultat, admis, sera pris comme caractérisation
de R.

Construction de suites adjacentes par dichotomie.
Tout réel est limite d'une suite de rationnels.

Notation [z] ou Ent(x).

a et b dans R.

On se raménera i des suites géométrigues.
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Suites werifiant une relation néaire de récormence
d'ordre 2 :
Un iz = Byl T biig

Suites définics par une relatbon de réeurrence de type
Ut = [l
8i {1y ) converge vors £ ek sl f est continue en £ alors

flf) =4

1) Etude asymptotigue des suites

Suite négligeable devant une autre suite,
Buites Aqulvalentes.

Competibilité de 1'équivalence avee le produit et e
quuotient-

4) Séries numériques

Série de terme péméral vy

Comvergenoe o one série, somme ef peste d'une série
COmveTgente.

Comparaison des sfries i termes positife dans lea cas
unﬁlﬁmﬂﬂ—ﬂ{lfﬁ_:lﬂunh:rn.

Diéfinition de la convergence absolue.
La oomvergence absolue implique la comvergance.

Convergence des séries de Riemann.

Formules de sommatlon des sfries ghométriqnes et
de leurs dérivées quoresslves.

Serie exponentielle.
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Equation caractéristigue.

(n pourra, dans oo ces eb unlgnement dans ce cas,
Etre amend & utiliser des suites complexes mais on
ne eonltvera avcune difficulté & e sujet.

On ne travaillera que sur des cxemples.

£ et un polnt fise de f.
Aueun sutre résultat n'est exigible.

Motation i, = ot}

Notation iy ~ Uy

B By = Uy = T+ o).

On sensibilisers, 3 alde dexemples, les étudiants &
le motion de vibese de convergencs,

On soulipners 'intérét de la série de terme gémnéral
tpgq — Up pour Pétude de Lo suite (g ).

On remerquers que toube série absolument conver-
pente ost Lo différence de deux séries & termes posltifz
exemple @

CONVCIECOLCE, PBr
= (ot ful) — o] = maec{as, 0) — maoe{—u, 0))

En vue des probabilités, on pourrs démontrer Lo for-
mule du bindme néga.hf

i ] = 1, E() = fl—:ﬂ}""l
EE:EF

Cle péanltat ponrra étre rlénmntré A l'aide de la for-
muiale de Taylor.
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IV —Fonctions réelles d’une variable réelle - Généralités
En analyse, on évitera la recherche d’hypothéses minimales, tant dans les théorémes que dans les exercices et
problémes, préférant des méthodes efficaces pour un ensemble assez large de fonctions usuelles.

Pour les résultats du cours, on se limite aux fonctions définies sur un intervalle de R. Les candidats doivent
savoir étudier les situations qui 'y raménent simplement.

Aucune démonstration n'est exigible des candidats.

1) Limite et continuité d'une fonction d'une variable en un point

Définition de la limite et de la continnité d'une fone-
tion d'une variable en un point.

Unicité de la limite.

Développement limité & 'ordre 0 en un point.
Limites & droite et & gauche.

Extension au cas ol f est définie sur I\ {zo}.
Extension de la notion de limite aux cas x5 = 400,
Ty = —oo et aux cas des limites infinies.
Caractérisation séquentielle de la limite.
Opérations algébriques sur les limites.
Compatibilité avec la relation d'ordre.

Existence d’une limite par encadrement.

Limite d'une fonction composée.

On adoptera la définition suivante : f étant une fonc-
tion définie sur I, xg étant un élément de I ou une
extrémité de I, et £ un élément de R, on dit que
f admet ¢ pour limite en xp si, pour tout nombre
g > 0, il existe un nombre o > 0 tel que pour tout
élément r de I N[xo —a,zp + af, |f(z)— £ < &;
ainsi, lorsque xo appartient & I, f est continue en
T, sinon f se prolonge en une fonction continue en
I

2) Comparaison des fonctions d'une variable au voisinage d'un point

Fonction négligeable devant une autre au voisinage
d'un point de R.

Fonctions équivalentes au voisinage d'un point de R.

Compatibilité de 'équivalence avec le produit et le
quotient.

Comparaison des fonctions exponentielles, puis-
sances et logarithmes au voisinage de l'infini, des
fonctions puissances et logarithmes en 0.

Notation f = o(g) et régles élémentaires de calcul
sur les petits o.

Notation f ~g. f~g+= f=g+olg)

3) Etude globale des fonctions d'une variable sur un intervalle

Fonctions paires, impaires, périodigues.

Fonctions majorées, minorées, bornées, monotones.
Théoréme de limite monotone : toute fonction mo-
notone sur |a, b{C R admet en tout point des limites
A droite et & gauche.

Fonctions continues sur un intervalle, opérations
algébriques, composition.

Théoréme des valeurs intermédiaires.

Image d'un segment par une fonction continue.
Théoréme de la bijection.

Comportement en a et b.

i et mi
Notations g/ i/
Tout fonction continue et strictement monotone sur
un intervalle I définit une bijection de I sur l'inter-
valle f(I). Sa réciproque est elle-méme continue et
a le méme sens de variation.
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V— Fonctions réelles de deux variables réelles - Généralités

L'objoctif cst d'initier les éldves aux fonctions de deux varisblos en priviléglant les aspects géométriques 4 parti
d'un minimum doutils théoriques. On identifiors R® au plan euclidien usmel.

Avcune démonstration n'est exigible des candidaiz.

1) Rappels sur le plan - Eléments de topologie
Droite d4yr passant par A ct de vecteur direcleur
L.

Segment [, O]

Produit scalaire usuel dans RY.

Inégalite de Cauchy-Schwarz.

Morme: ot distunce euclidienne.
Boules, ensambles ouverts.

Enzembles fermes.
Parties bornées, parties convexes de R”.

2) Fonctions définies sur R

Graphe d'une fonction définie sur une partie de R
Cas des fonctions affines de deux variables.

Contitnitd dune application définie sur un ouvert
de R? & valeurs dans R.

Opérations sur les fonctions continues,
Composition & gauche par une fonction continue
d*une variable,

Si f est définie et continue sur RY, 'image réciproque
de tout intervalle ouvert (resp ferme) est un ouvert
{resp ferme) de RY,

Une Fonction continue sur une partie fermee bornge
est borme of elle wtteint ses bornes,

VI— Fonctions réelles d'une variable
Apcone démonstration n'est exigible des candidata.

1) Dérivation

Drérivde en un polng, développement, limild & Pordre
1 et approcimation affine an volsinage d'un poind.

Dérivees & gauche ot & droite,
Operations slgebrigques, composition.
dérivee,

Diérivation des fonctions réciprogques.

Théoréme de Rolle,
Egalité et inégalités des accroissements finis.

Paramétrisation : f+— A}, 2R

s A+HEBE-A)=[1-8At8, t=[0,1]
Simple rappel. Motation <, >

Intersection finie, unkon d orverts.
Tn fermeé est le complémentaire dans R® d'un ouvert.
Aupcune difficulid théarigue ne saea soulevée,

Om g limitera 4 des exemples simples gqu'on pourra
Mustrer & 'aide de logiciels graphiqoes.
Exemples de conrbes de nivean.

Avcune difficulte théorique ne sera soulevés:,

Resultat adimis.

- Calcul différentiel et intégral

) Y
MNotations [ et e
Definition et dériwtion de ls fonction Arctan.
Létude de cette fonction se limitera strictement &
e deux points,

Blasbctms ff o M, alors
mib - a} = f(b) - fla)} = M{b—a).
Bi [f] = Kk alors |f(b) — fla)| = kb - al.
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Caractérisation des fonctions constantes, des fone-
tions monotones dérivables.
Si f' > 0 sur I, f est strictement croissante sur I.

2) Dérivées successives

Fonction p fois dérivable en un point.

Fonctions de classe DP, de classe CP, de classe O™
sur un intervalle.

Opérations algébriques, formule de Leibniz.
Théoréme de composition.

3) Fonctions convexes

Définition des fonctions convexes.
Fonetions concaves, points d'inflexion.

Caractérisation des fonctions convexes de classe C2,

4) Intégration sur un segment

a) Intégrale des fonctions positives.
Intégrale des fonctions en escalier positives,
Intégrale des fonctions continues positives.

Notation f ' F(t)dt.

b) Intégrale des fonctions continues.

Linéarité, relation de Chasles, positivité et crois-
Sance.

Sommes de Riemann.

Intégrale des fonctions continues par morceaux.
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Les éléves devront savoir que si f est de classe C!
les propositions suivantes sont équivalentes :

f' est croissante ;

C'y est au-dessus des tangentes;

Cy est an-dessous des cordes.

On admettra que la borne inférieure de 'ensemble
des intégrales des fonctions en escalier majorant f
est égale & la borne supérieure de 'ensemble des
intégrales des fonctions en escalier minorant f.

Interprétation en terme d'aire, de valeur moyenne et
de sommation.
Si f est continue sur [a,b] et a < b,
b b
[ et < [ 15@ide < 6 o) max I10)
a a teE(a,b]

lim E'_—ﬂif(a+kb;ﬂ) =f:f{=}cu

ne4o0 T
k=1

¢) Intégrale fonction de sa borne supérieure - Primitivation et intégration.

Primitive d*une fonction sur un intervalle,
Si f est continue sur_un intervalle I, Papplication

zel — Fiz) = f(t)dt est 'unique primitive
de f s'annulant en acl
Equation différentielle f'(z) = f(z)g(z).

Prolongement des fonctions de classe CP,

Les solutions sont de la forme f(z) = K exp(G(z))
oil G est une primitive de g, K € R,

Si f est de classe CP sur [a,b] et si f®) admet une
limite finie en b, alors f admet un prolongement de
classe CP sur [a, b].
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Intdgration par parties.
Changement de variable.

5) Formules de Taylor

Formule de Taylor avec reste intégral.

Egalité et Indgalitd de Taylor-Lagrange.

Formmle de Taylor-Young & 'ordre n pour une fome-
tion de classs O™,

6) Dévcloppements limités,

Dhéfimitbon.
Somame, produit et compoaition de développements
Hmitds.

Application Jde la Formule Jde Thylor-Young au
développement limité de fonctions wsaelles (expo-
nentielle, logarithme, bindme, sinus et cosinus).
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Les changements de variable non affines devront &tre
indicguis,

Ces formules scront données & 'ordre n pour une
fonction de classe O,

La recherche de développements limitds est. nn oatil
poue Pétde locale des fonctions ; elle ne constitue
pas une fin en sol, of on se gardera de tout exchs de
techoicite dans or domaine.

L'étuwde du  comportement  asympbobigue  de
certaines  fonctions pout mettre eo jeu  des
developpements de fype plus géndéral; on s li-
miters & des exemples simples, ot ks indications
necessaires seront fournies, L'¢tade geéncrale des
développements asympbobiques est hors programime,

VII — Fonctions de deux variables - Calcul différentiel

Appraximation locale par une fonction affine,
Développement limité d'ordre 1 co un point d'une
Tt son de deux wriables,

Gradient en A.

Fonctions de classe ' aur un onvert.

Existence d'un développement, limité d'ordre 1 en
tout point pour une fonctlon de classe O sur un
carvert.

Deriviée d'une fosction de la forme £ — flulf), o))
Cas particulier de £ flA -+ 87} avec U7 unitaire.
Dérivées directionnelles en A.

[nterpreétation du pradient en terme de varlation de
Iy fsnction.

VIII — Statistique descriptive

. af af
On fera le rapprochement avec les fonctlons d'une
wvariable.

Motation ¥V f{A) ou ¥fa

Risultat admis.
flA H) = flA)+ < Vfa, H > +o(|H|)
Flan tangent,

On montrers que la dérivée dane la direction [7 eat
o W fa, U
rmlient ot courbes de nivesn,

La plupart de ces notions ont étd cfudides dans les classes antérienres. T1 &'agit & oo nivean de prociser e

vocahitdaire, de rappeler quelgues technignes de description atatistique, de montrer sur des coomples et en
linlson aver les autres disciplines, 1'intérdt ot les limites des résumeds statistiques introduits,

Notiens de popolation et d'individus, d*échantillon
ohaervé.

Un échantillon est une liste d'individus de la popo-
lation. 51 'échantillon est la liste cxhaustive de tous
les individus, on 'identific & la popualation.
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Caractére. Caractire qualitatif, quantitatif.

Série statistique associée & un échantillon.
Description d'une série statistique : effectifs,
fréquences, fréquences cumulées.

Représentations graphiques.

Caractéristiques de position (moyenne, médiane,
modes(s)).

Caractéristiques de dispersion (variance et écart-
type empiriques, quartiles, déciles).

IX — Probabilités

%OGRAMMES DES CPGE MATHEMATIQUES ET
INFORMATIQUE VOIE ECONOMIQUE ET COMMERCIALE
OPTION SCIENTIFIQUE : PREMIERE ANNEE

Un caractire est encore appelé variable ou variable
statistique.

Diagrammes en batons, histogrammes.

On notera bien que les paramétres empiriques sont
calculés & partir de 'échantillon observé.

L'objectif est de mettre en place un cadre dans lequel on puisse énoncer des résultats généraux et mener des
calculs de probabilités sans difficulté théorique majeure.

(est pourquoi le vocabulaire général des probabilités est adopté (en particulier le vocabulaire « espace proba-
bilisé » et la notation ({1, A, P) ), mais aucune difficulté ne sera soulevée sur ce cadre.

Les notions devront étre introduites de fagon progressive et motivée, en rapport avec les situations étudiées.

Dans la continuité du programme de terminale, 'étude préalable du cas fini permettra de consolider les acquis
et de mettre en place, dans des situations simples, les concepts de base, en ne faisant appel qu'aux opérations
logiques et arithmétiques de base,

On étendra les notions au cas infini 4 partir de situations simples telles une suite infinie de Pile ou Face et en

lisison avec 'étude de procédés de sommation plus élabores.

1) Espaces probabilisés

a) Observation d’une expérience aléatoire - Evénements

Expérience aléatoire. Univers des résultats ob-
servables, événements, événements élémentaires,
Opérations sur les événements, événements incom-
patibles.

Algébre d'événements.

Algébre engendrée par une famille d'événements.
Tribu ou o-algébre d'événements.

o-algébre engendrée par une famille d’événements.

Systéme complet d’événements.

Espace probabilisable (1, 4).

b) Probabilité

Une probabilité est une application o-additive P

définie sur une g-algébre, vérifiant P(01) = 1.
Espace probabilisé (02, .4, P).

On dégagera ces concepts & partir de "étude de
quelques situations simples.

On fera le lien entre ces opérations et les connecteurs
logiques.

On pourra, dans le cas infini, montrer I'insuffisance
de la notion d’algébre et donner quelques exemples
significatifs d'événements de la forme :

oo +oo
A=A & A=[]4,
n=( nm=()
Aucune difficulté théorique ne sera soulevée sur ce
point.
o-algébre engendrée par un systéme complet.

5i 0 est fini, on prendra le plus souvent 4 = P(0).
Cas de I'équiprobabilité.

Les hypothéses probabilistes portant sur une famille
d'événements doivent permettent de définir une pro-
babilité sur la tribu engendrée.
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Propriétés de limite monotons :
— pour loute suite crolssante (A,) d*événements,

(U Aﬁ) = lim P{Ax)
— pour tmrbe:srum:d&:mman:tc [Ag) d'eviénements,
TR
Ensemble négligeable, propriété wraie presque
Ellrensemnt.
Formulbe de Poincaré ou duo crible.
8 A £ 0, FANL) = PlA)Pa(5).
Formule des probabilités composéas.

Formube des probabilites totales,
Formule de Bayes,
Indépendance en probabilité de deux événements.

r-alpibres indépendantes.

Indépendance mutuelle de » événements.
Indépendance muntuelle  d'one  soite Infinie
dévénementa,

Maodélisation de situations aléatoires, construction
de lois de probabilité.

2) Variables aléatoires réelles discristes

3 0. 11261
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Un déduira de le propriéte de limite monotons qise
pour toute suite (A, ) d'"@wnements,

) nr G
(§4)- (e

Motation ps. Ces propriétés dépendent de .

Motation Fa. (§F, A, P} est un espace probabilise,

£ (ﬁ .1'1;') = P{.l'!.l::lPA. [-'q-i_] wa --P.-l.1n.ﬂ:.r1...r1.ﬂ,._. [,Au]
=1

On donnera de pombreus exemples d'utilsstion de
o formubes,

Si P{A) #£0, A et B sont indépendants i et seule-
ment zi Pyl B} = P(E).

On admettra que i les [A,) sont indépendants des
{By), les o-algthres engendrées le sont ansal.

Les candidats devront savoir mettre en évidence les
hypothéses servant & construire les modéles utilisés,
Aueune difficults théorique ne sera soulewée,

I e=f revommande dintroduire ls potion de varishle alatoire d'abord dans fe css des univers fnle

Definition Q'une wariable aléstoire réelle discréte
definie sur (51,.4).

Varialbles dicrites finics, variables discrétes infinies.
Systéme complet et o-alghbre asaochis i une varighle

Lod de probebilité d'une variable aldéatoire dizscréte
definie sur (51,4, F).

Fonction de répartition d'une variable aléatoire
discrete X ; Fxlx) = FUX £ z).

Variable aléatoire ¥ = g{X), ol g est définie sur
X (). Btude de la boi de ¥ = g{X).

Liensemble des wvaleurs prises par ces varlables
alfatoires sera indexé par une partie de N oy Z,
On adoptera les notations habituelles telles que

[X =], [X = x| et

L tribu Ax des événements liés & X est la tribo
engendrée par le systéme complet (X = 2])pe xqm-

Dans certaing ¢as (temps datteote..), on pourra
étre conduit & parler de wariables & valours dans R,
presaue sdirement i vileurs réelles,

Caractérlzation de la ki d'uoe variable sléatoire
discrébe & Paide de sa fonction de répartition.

On remarguers que Ay © Ax.

O g limibera & des s simples, tels que

glx) = ax + b, glx) =
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Espérance d’une variable aléatoire discréte.

Théoréme de transfert : on admet que, sous réserve
de convergence absolue,

E(g(X)) =3 _ 9(z:)P[X =z,
Moment et moment centré d'ordre r (r € N).

Variance, écart-type d'une variable aléatoire
discrite.

Calcul de la variance.

Variables centrées, centrées réduites.

Inégalité de Bienaymé - Tchebychev.

3) Couples de variables aléatoires réelles discrétes

Systéme complet et o-algtbre Ay y) associés an
couple (X,Y).

Loi d’un couple, lois marginales, lois conditionnelles.
Indépendance de deux variables discrétes.

Loi d'une variable Z = g{X,Y) ol g est une fonction
définie sur I'ensemble des valeurs prises par le couple
(X,Y).

Espérance de Z = g(X,Y) dans le cas o1 X et ¥
sont des variables discrétes finies.

Linéarité et croissance de espérance.

Covariance de deux variables discréttes finies.

Variance de la somme de deux variables discrites
finies. Cas de |'indépendance.

Indépendance mutuelle d'une suite finie ou infinie de
variables aléatoires réelles discrétes.

4) Lois usuelles

a) Lois discriétes finies
Loi de Bernoulli, espérance et variance.

Loi des tirages avec remise ou loi binomiale,
espérance et variance.
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Si Q fini et A =P(Q), E(X) = Y _ X(w)P({w}).
wefl

Quand X (f) est infini, X admet une espérance si

la série Z:mP[X = 1] est absolument convergente.
i

On admettra qu'on ne modifie ni la nature ni la

somme d'une série absolument convergente en mo-

difiant 'ordre de ses termes et on pourra adopter la

notation E(X) = z aP[X = x).

2EX(0)
Notation E(g(X)) = Y g(z)p[X =a].
zEX(M)

me(X) = B(X"), pe(X) = E((X - E(X))")
(Sous réserve d'existence)

Formule de Huygens : V(X) = E(X?) - E*(X)
V(aX 4 b) = a®V(X).

Cette inégalité confirme l'intérét de 1'écart-type
comme mesure de la dispersion.

On remarquera que Ax et Ay sont contenues dans
Ax,y)-

On remarquera que Az C A(x y)-
On se limitera & des cas simples tels que
min(X,Y), max(X,Y), X +Y.

EZ)= Y  g=yP(X=an[Y =y)
(=) E(X, YY)
Si 02 est fini et .4 = P(f2), alors
E(Z) = ¢(X(w),Y(@)p({w}).
well
Résultat immédiat quand 0 est fini et A = P(Q).
On le démontrera pour les variables discrétes finies.
Le cas général sera étudié en seconde année.

Variance de la somme de n variables réelles discrites
finies mutuellement indépendantes.

Variable indicatrice d'un événement ou variable de
Bernoulli.
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Loi hypergfonsétrique on des tirages sans remisc,
espiTRnICE.

Loi uniforme sur [1,n], cspérance, varisnce,

b) Lola discrétes infinies

Lod géométrique o lod du tempe d’attents d'un pre-
mier succks dans on processns sans mémoire.
Espérance et varlance.

Lo de Poisson ¢ définition, espérance, variance,

4) Convergence et approximations

a) Loi faible des grands nombres pour une suite de
variables de Bernonlli indépendantes et de méme pa-
rameétre.

b} Approsimaetion d'uoe loi bypergéométrique par
une loi binomiale.

Approximation dune loi binomisle Bin,p/n) par
une loi de Poisson P{p).

X — Eléments d’algorithmique

28 AOUT
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O efectuera be caleul de la variance mais ke résultst
n'est pus excigible.

La loi hypergéométrioque pourra étre I'occasion de
manipuler des variables de Bernoulli dépendantes.
Application, & Pétude de la loi uniforme sur [o, b,
oi {a,b) & Z2.

La propricté carsctéristique de la lol géomeétrioque,
temps d'sttente discret, sers mise en évidence. 5
cet événement a pour probabilite p, slors pour Bout
nombre enticr naturel non wl E,

P(X = k) =p(1 — p)*?

La loi faible des grands nombres permet une justifi-
cation partiells, a posteriori, de la notion de proba-
bilité d'on Svénement, introdoite intuitivement.

Do justifiers ces apprmcimations,

Toutes indications devront étre fournics aux candi-
dats quant aux critéres précie d'approxdimation.

On pourra, par des calouls, ou par des simulations
informatiques, imtroduire la loi de Poissom TA)
comms loi limite d'une suite de variables suivant la
loi binomisle fin, A/m).

L'objectif cst d‘initier les dtndiants & Falgorfthmigquee au frovers de thémes emprimtés an programme de mathd-
matiques, Dés gu'un calew] numérique est envizags, dés qu'un probléme incite & tester expérimentalement un
resultat, dis qu'une situation aldatodre pent &ire modélisée avee les outils informatiques, e recours & un algo-
rithme est une démarche rendue naturelle et ndeessaire grice & ls puissance of & la souplesse des nombrenx

outils logiciels disponibles.

Lé langage retenu pour s programmation eat mn sots-ensemble du lngage PASCAL, langame congu dés son
arigine comme un outil d'cnscignement et parmettant une adaplation rapide & tous les covironnements récents

de programimal o,

La mise en cenvre aur machine des algorithmes étudids se fait dans e cadre horaire préve (horire d ‘interrogation
orale), mais les Sludes des algorithmes se font en continnité totale avec le cours de mathématiques.
Seules les notions de Pascal indiquées dans lo programme sont exigibles.

1) L'environnement Pascal

Les étimliants devront sewoir utiliser Menvironnensent,
de programmation Pascal : créer, moditier, sanvegar.
der et rappeler un fichicr programme, le compller &1,
lemfenter en mémoire,

Les seuls éléments cxigibles du langage Pascal sont,
les anlvanls -
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a) Variables et types

Les étudiants devront maitriser la notion de va-
riable an sens informatigque (différence avec la notion
mathématique), la notion de type et connaitre les
types suivants : integer, real, boolean, array.

b) Opérations élémentaires

Les opérations suivantes doivent étre connues des
étudiants :

Affectation ( :=), conditions d'utilisation.
Comparaison (= , > , €, »>= , <= , <),
Opérations arithmétiques (+ , - , * , /).
Opérations booléennes ( and , or , not).

c) Opérations et fonctions usuelles

Doivent &tre connus des étudiants :

la division entitre (div), le reste entier (mod) et les
fonctions usuelles (1n, exp, trunc, abs, sqrt,
sin, cos).

d) Structures de base

En plus de la connaissance de la structure générale
d’un programme, les structures suivantes seront uti-
lisées :

Structure séquentielle : instructions simples, instruc-
tions composées (begin ...end).

Structure conditionnelle : if ...then ...[ else
e P

Structures répétitives : for ...to ...do ..., for
...downte ...do ...,while ...do ...

repeat ...until ....

e) Procédures et fonctions

Déclaration de procédures et de fonctions, structure,
passage de paramétres en valeur et en variable.
Notion de variables locales et globales.

Les procédures d’entrée-sortie pour le clavier et
I'écran sont readln, write, writeln.

2) Listes de savoir-faire exigibles en premiére année :

Calculs de sommes et de produits.

Caleul des termes d'une suite récurrente.

Calculs de valeurs approchées de la limite d'une

suite.

Calculs de valeurs approchées de la somme d’une
série.

Calcul approché de la racine d'une équation du type
f(z) =0.
Mise en ceuvre de algorithme de dichotomie.

Pour commencer 4 évaluer les performances des al-
gorithmes, on habituera les étudiants a dénombrer
les opérations élémentaires mises en ceuvre dans
'exécution d’un programme (ou d'une fonction ou
d’une procédure).

b n
k 1
E}tﬂmp]EE:de,H(l—'"_)q Z —
k=1 k=1 365 1gi<ign {!. + J}
On utilisera des suites récurrentes sur une ou plu-

sieurs générations.

On utilisera des structures répétitives et condition-
nelles en exploitant 'étude mathématique.

La détermination du rang d’arrét du calcul résultera
directement de 'étude mathématique ou d'un algo-
rithme qui en découle.

On utilisera différentes méthodes dont certaines
résulteront d'une étude mathématique (suites
récurrentes, encadrements, ...).
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Ecriture et utilisation de fonctions servant pour des
dépombrements classiques ; n¥, nl, (:)

Calenl de la walewr d'un polyodoee de et degre,
Prinecips: ot mise co oouvre de algorithmes: de Hirmer,
Comparaison de Pefficacite de cot algorithme & e
utilizant lo puissance,

ilization du peéoérateur  aléstoire random,
randomi{n) ot de Piostruction randemize pour
simuler des phénoméncs aléatoires.
Ecriture de fonctions PASCAL simulant des va-
[, m2], une boi de Bernoulli de paramétre p et une
lni binomiale de paramétres n et p.
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On montrers sur ces cxemples I danger de Muti-
lisation de données de type integer (risque de
débordement de 'intervalle de validite),

Exemples - Salx) = E — o Salr) = E}E-

On éerirs des fonctions PASCAL dont intitubé sera
du type :

function eval 3(n ;imteger ;x ;real) :Teal;
On pourrs utiliser une simulstion pour comparcr
expérimentalement une lof binomiale Bln, =) (n
prand) aver la loi de Poizson.
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