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Algébre 1 — Algébre linéaire (révisions)
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Exercice 1 - Soit E un espace vectoriel sur R, et p et ¢ deux projecteurs de E. Montrer que p+ ¢ est un projecteur
si et seulement si pog=gqop=0.

Exercice 2 — Soit E un espace vectoriel sur R, p un projecteur de E, et f € L(E). Montrer que po f = fopsiet
seulement si Ker(p) et Im(p) sont stables par f.

Exercice 3 — Soit F un R-espace vectoriel.

1. Soit f € L(E), et g un projecteur de E. Montrer que :

Ker(f og) = Ker(g) ® (Ker f NImg).

2. Soit f un projecteur de F, et g € L(E). Montrer que :

3. Soit g un projecteur, alors id — g est un projecteur et Ker g = Im(id — g), et Im(g) = Ker(id — g).

4. Soit f et g deux projecteurs de E. Montrer que f o g est un projecteur si et seulement si :

Exercice 4 — Soit n € N*, et soient x1, ..

Im(f o g) =Im(f) N (Ker f +Img).

Im(f) N (Ker(f) +Im(g)) C Im(g) ® (Ker f N Kerg).

P(X)= ] (X—a).

1<k<n

Pour tout entier j tel que 1 < 5 < n, on pose :

P(X)

B0 = =) Py

. Montrer que cette expression définit un polynéme P; de degré n — 1.

., T des nombres complexes distincts. On considére le polynéme

n
Calculer Pj(xy), pour 1 < k < n, et montrer que pour tout polynome F, le polynéme Ly = ZF(xj)Pj

prend la méme valeur que F' en tous les points x1,...,x,.

n
Montrer que Z P; = 1. Plus généralement, que vaut Ly si deg ' <n —17

j=1
Les polynomes (P;)i1<j<n forment-ils une base de R,,—1[X]?
n—1
- . 1
On écrit : Pj(X) = ; b; ;X*. Montrer que b,_; ; = W

n
Déterminer la valeur de E
k=1

(z1)!
'(

— P {Ek)
n
X —ap)" !
En déduire que Z % est un polynoéme constant que ’on déterminera.
o D)

. Indication : on pourra considérer F(X) = X7.

j=1

Exercice 5 — (HEC) — Soit E 1’espace vectoriel des applications de R dans R. On définit les fonctions fi, k € N,

par :

folx) =1 et Vk € N*, fr(z) = cos®(z),

et les fonctions ¢y, k € N, par : Vn € N, p(z) = cos(kz).



1. Soit n € N. Calculer / or(x)pn(x) dz, pour tout (h,k) € [1,n]>.

En déduire que la famille 7, = (ox)refo,n] est libre.
2. On désigne par F,, le sev de F constitué des combinaisons linéaires de @;, i € [0,n].
(a) Quelle est la dimension de F,, 7

b) Soit p un entier inférieur ou égal a& n. Montrer que f, € F,, et déterminer ses composantes dans F,,.
g P
s

(¢) En déduire la valeur de / cosP(x) cos(kx) dz, pour k € [1,n].

—T

3. Etudier I'appartenance de la fonction x ~ sin?(x) a F,.

Exercice 6 — Soit E un R-ev de dimension finie, et soit u € L(F).

1. Montrer que la suite de sous-espaces vectoriels (Ker u*)pecn est croissante pour Iinclusion, et la suite
(Im u*)en est décroissante.

2. Montrer que s'il existe p € N tel que Ker(u?) = Ker(uP*1), alors Ker(u*) = Ker(u?) pour tout k > p. Qu’en
est-il de Tm(u*)?

3. Montrer que pour une telle valeur de p, Ker(uP) et Im(u?) sont supplémentaires dans E.

4. Montrer que la suite (dim Ker u?™ — dim Ker u?) ey est décroissante. En d’autres termes, les sauts de dimen-
sion sont de plus en plus petits.
Indication : Ecrire Ker uP*t! = Keru? @ S, et montrer que u se restreint en une injection de S dans Ker u?
dont I'image est en somme directe avec Ker uP~!.

5. On suppose que u est nilpotent et que dim(Keru) = 1. Montrer que pour tout k < dim(FE), dim(Ker(u*)) = k.

Exercice 7 — On considére F un K-ev de dimension (p+ 1)n, n et p étant des entiers non nuls, avec p > 2. Soit f
un endomorphisme de E, vérifiant : f3 = 0 et rg(f) = pn. Montrer que rg(f?) = n.

Exercice 8 — Soit F un espace vectoriel de dimension finie, et soit f € L(F)- Montrer qu'il existe un automorphisme
g et un projecteur p tels que f = gop.

Exercice 9 — Soit E un espace de dimension 3, et f € L(E) tel que f # 0 et f o f = 0. Montrer que le rang de f
est 1.

Exercice 10 - Soit f : R, [X] — R, [X] définie par f(P) = P + P’. Montrer que f est un automorphisme.

Exercice 11 —

3

1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u un endomorphisme de F tel que : u®> — u = 0. Montrer

que E =Ker u @ Im u?.
2. Reprendre la question précédente sans I’hypothése de finitude de la dimension.

3. Soient E un ev de dimension finie, m € N supérieur ou égal & 2, f un endomorphisme de F, et a1, as,...an
des réels tels que @ f™ + a1 fm 1+ -+ asf? +arf =0, avec a; # 0. Montrer que E = Ker f@®Im f.

Exercice 12 — Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie d, et soit u € L(FE) un endomorphisme nilpotent
(c’est-a-dire u™ = 0 pour n assez grand). On note n I'indice de nilpotence de u (c’est-a-dire u™ = 0 et u™~1 # 0.

1. Montrer qu’il existe z € E tel que la famille (z,u(z),...,u" 1 (x)) soit libre.
2. Comparer n et d. 0 1 0 O
3. Si n =d, justifier 'existence d’une base dans laquelle la matrice de u est 0
: o1
0 ;- -+ 0
Exercice 13 — Soit A = (a;,;) € M, (K). On définit la trace de A par : tr(A) = Zam. Montrer les assertions

i=1
sulvantes.

1. tr est une forme linéaire sur M, (K).
2. VA, B € M, (K)?, tr(AB) = tr(BA).

3. Deux matrices semblables ont méme trace.



Justifier qu’on peut ainsi définir la notion de trace d’'un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie.

Exercice 14 — temps idéal : 1h
Soit n € N. Soit E ’ensemble des applications de R dans R telles qu’il existe un polynéme P € R, [X] tel que :

Ve e R, f(zx)=P(x)

(z)e”.
On note, pour tout i € [0,n], b; la fonction définie sur R par b;(x) = z'e®.
1. Montrer que E est un espace vectoriel, et que B = (by, . .., b,) en est une base. Quelle est la dimension de E 7
2. (a) Montrer que D : f — f’ est un endomorphisme de E.
(b) Déterminer la matrice A de D relativement a la base B

(¢) L’endomorphisme D est-il un isomorphisme ? Est-il diagonalisable ? Déterminer ses valeurs propres et
les sous-espaces propres correspondants.

3. Soit B =A— I,41, ot I,41 est la matrice identité de M, 11(R), et soit f l’endomorphisme associé a la
matrice B relativement a la base B.

(a) Déterminer en fonction des b; 'expression de f(b;), j € [0,n].

(b) En déduire I'expression de f*(b;), pour tout j € [0,n] et tout k € N.
Déterminer B, pour tout k € N

En déduire A, pour tout k € N.

Déterminer a l'aide de la question précédente, pour tout k € N, la dérivée k-iéme de la fonction b,.
Retrouver ce résultat directement a ’aide d’une formule du cours.

4. Dans cette question, et uniquement dans cette question, on suppose que n = 5.
(a) Déterminer A~L.

(b) En déduire une primitive de la fonction bs.
0
(¢) En déduire la convergence et la valeur de / z°e” dz. Quel résultat classique retrouve-t-on ?
— 00

5. Montrer qu’il existe une base C de R, [X] dans laquelle la matrice de D est :

1 1 o --- 0

0 1 :
Mate(D)=19 o . "-. 0
1 1

0 0 1

Exercice 15 — (Oral ESCP 2009) On note M3(R) ’ensemble des matrices carrées d’ordre 3 & coefficients réels.
On appelle carré magique d’ordre 3, toute matrice M € M3(R) telle que les sommes des coefficients de chacune
des trois lignes, de chacune des trois colonnes et de chacune des deux diagonales soient égales. Cette somme est
notée s(M).

On note C le sous-ensemble des carrés magiques de M3(R).

1 1 1
OnnoteJ=(1 1 1
1 1 1

1. Montrer que C est un sous-espace vectoriel de M3(R). Montrer que I'application s définie sur C, qui a tout
M de C associe le réel s(M), est linéaire et que :

C = Vect(J) @ Ker s
2. On note S lensemble des matrices symétriques de M3(R) et A I'ensemble des matrices antisymétriques de
M;3(R).

(a) Montrer que :
Kers = (SNKers)® (ANC).

(b) Déterminer ANC et S N Kers. En déduire une base de C.

(c) Déterminer un vecteur propre commun & tous les carrés magiques. En déduire tous les carrés magiques
M pour lesquels M? est un carré magique.



Exercice 16 — (ESCP 2010)
Soit m un entier supérieur ou égal & 3. On considére R™ muni de sa structure euclidienne canonique et rapporté a
sa base canonique B = (eq,...,ep).

n
On note v7 le vecteur v = > e;.
=1

i=
Soit f ’endomorphisme de R™ dont la matrice dans la base B est M avec :

o 1 - 1
1 1
Tn-—1 U
1 1 0

(les coefficients diagonaux valent 0 et les autres valent ﬁ)
On note I la matrice identité de M,,(R) et Id 'endomorphisme identité de R™.
1. (a) La matrice M — I est-elle diagonalisable ?
(b) Montrer que R™ = Ker(f — Id) @ Im(f — Id).
. Soit p le projecteur sur Ker(f — Id) parallélement a Im(f — Id).
(a) Déterminer p(v1), puis p(e1),...,p(en).
(b) Expliciter la matrice P de p dans la base 5.
3. Soit ¢ le projecteur sur Im(f — Id) parallelement a Ker(f — Id). Expliciter la matrice ) de ¢ dans la base B.

[\}

4. Exprimer M comme combinaison linéaire de P et Q. En déduire M* pour tout entier naturel & non nul.

Déterminer . lim MP* (la limite s’entendant coefficient par coefficient).
—+0o0

5. Justifier que M est inversible et exprimer M~ ainsi que M ~*, pour tout entier naturel non nul &, en fonction
de P et Q.

Exercice 17 — (QC ESCP 2009) Soit n € NN* , A un élément non nul de M, (R) et T définie sur E = M,,(R)
par :
T(M)=M —tr(M)A,
ou tr(M) est la somme des éléments diagonaux de M.
1. Montrer que T est un endomorphisme de FE.
2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur tr(A) pour que T soit bijective.

3. Caractériser T lorsque T n’est pas bijective.

Exercice 18 — (QC ESCP 2007)

Soit A une matrice non nulle de Mo (R) vérifiant A% + A = 0. Montrer que A est semblable & la matrice <? 01> .

Exercice 19 —

1 1 0
1. Soit A= 0 1 1 |.Calculer A"
0 01
2 00
2. Méme question avec B=| 0 3 1
0 0 3
1 - 1
Exercice 20 — Soit A € M,,(R) la matrice constituée uniquement de 1 : A= | : :
1 - 1

Soit a et b deux réels et B = al,, + bA. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que B soit
inversible. Calculer BP. Montrer que la formule se généralise pour p négatif.

0 1
Exercice 21 — Soit A = 0 3 |. Trouver a,b,c € R tels que A% + aA? + bA + cl3 = 0. En déduire que A
1 0

PO = O

est inversible, et calculer A~*.



