LycEE LA BRUYERE, VERSAILLES 2011/2012
ECS 2 — Mathématiques

Algébre 3 — Formes biliénaires, produits scalaires

Exercice 1 — Les applications ci-dessous sont-elles des formes bilinéaires 7 Si oui, sont-elles symétriques 7 définies ? positives 7

1. E l'espace vectoriel des séries convergentes a coefficients réels, ¢ : £ x E — R définie par :

- (£ 5

2. De méme si E est ’espace vectoriel des séries convergentes & termes positifs
3. E=Mp;, ,(R), X e M,,1,V(M,N) €E, ®(M,N) = X 'MNX.
4. E=R¥Y(f,g) € E?, ¢(f,9) = fog(0).

Exercice 2 — Dans tous les cas suivants, déterminer si ¢ est une forme bilinéaire sur E. Le cas échéant déterminer si elle
est symétrique, définie, positive, et exprimer sa matrice dans la base canonique, puis dans la base C, par deux méthodes.
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Exercice 3 — Soit C, considéré comme espace vectoriel sur R. Prouver que lapplication (u,v) — Re(ut) est un produit
scalaire sur C. Quelle est sa norme euclidienne associée ?

Exercice 4 — Soit n € N, n > 2, et soit E l’ensemble des polynomes P de R, [X] tels que P(0) = P(1) = 0. Soit ¢
1
l'application de F x E dans R définie par ¢(P, Q) = —/ P(x)Q"(z) du.
0

1. Montrer que F est un espace vectoriel.

2. Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur E. Expliciter la norme euclidienne associée.

Exercice 5 — Soit n € N, E = R, [X], et (z;)o<i<n une famille de réels deux a deux distincts. Pour tout ¢ € [0,n], on pose

Q=] 2=4.

T — 1
ogjgn Y
j#i

1. (a) Vérifier que pour tout couple (4, j) d’entiers de [0, n],

Qi(xj):{1 sij=i

0 sinon.

(b) En déduire que (Qi)o<ign est une base de E.



2. Démontrer que I'application ¢ de F x FE dans R définie par

n

0(A,B) =Y A(zi)B(x:)

=0

est un produit scalaire sur E, et que (Q;)o<i<n €st une base orthonormale de E pour .

3. Quelles sont les coordonnées d’'un polynéme P quelconque de E dans cette base?

Exercice 6 — (Oral ESCP) Soit (a,b) € R?, avec a < b.
1. Soient aq,...,a, des entiers naturels deux a deux distincts. Démontrer que la famille des applications fi de [a, b] dans
R, définies par
fr(x) = €7,
pour k € [1,n], est libre dans P'espace C°([a, b], R).
2. Soit f une application élément de C%([a, b], R), strictement positive. On pose, pour tout (4, j) € [1,n]?,

b
(2%} :/ e(iJrj)tf(t) dt.

On note A = (a; ;j)1<i,j<n, €t on considére I’application ¢ de R™ x R™ dans R définie par
plx,y) = XAY,

ot X et Y sont les matrices de coordonnées respectives de x et y dans la base canonique de R™. Prouver que ¢ est un
produit scalaire sur R”.

Exercice 7 — Soit E l’ensemble des suites réelles définies sur N. On note #2 I’ensemble des suites réelles u = (un)nen telles
que la série de terme général u? converge.

1. Démontrer que si (un)nen et (vn)nen sont des suites appartenant a £2, la série de terme général |u,v,| converge.

2. Démontrer que £? est un espace vectoriel sur R.
—+o0

3. Pour toutes suites u = (un)nen et v = (v,)nen appartenant a £2, on note ¢(u,v) = Z Uy Uy, -
n=0

Démontrer que I'application ¢ : £2 x 2 — R ainsi définie est un produit scalaire sur ¢2.

4. Démontrer que pour toutes suites (un)nen et (vn)nen de £2

+oo
E UnUn
n=0

—+oo —+oo +oo
< E [unvn| < E u? g v2.
n=0 n=0 n=0

Exercice 8 — Montrer que les applications N ci-dessous définissent des normes sur E. Ces normes sont-elles euclidiennes ?
X n
LE=R"VX=|:|cE NX)=)_ |l
i=1

In

2. E = R,[X], ¥P € R, [X], N(X) = iPQ(k).
k=0

Exercice 9 — Soit n € N* un entier strictement positif.

2
1. Montrer que n? < <§ \/;> < w
i=1

2
2. Montrer que pour tout k € N,

s
Il
-



Exercice 10 — Soit f une application de [0, 1] vers R, continue et strictement positive sur [0, 1]. Démontrer que
/1 dt 1
—t Z
o ft) / £(t) dt
0
Donner une condition nécéssaire et suffisante pour que l'inégalité précédente soit une égalité. Exercice 11 — Les formes

bilinéaires sur R™ dont les matrices M; dans la base canonique de R™ sont-elles des produits scalaires ?

1 -10
L o 6. Mg=|-1 2 1
1. My = (2 7) 0 1 2
L 3 4 -2 4
2. My = (3 9) 7. My = —42 54 —84
1 2
1 -1 2 8 Ms=1_41 1 o 4
4. My = —21 01 —41 2 -3 -1 7
1 -1 0 0 1
1 1 -1 -1 2 0 -1 -2
5 Ms=|1 5 1 9. My=]0 0 1 -1 0
-1 1 2 0 -1 -1 3 3
1 -2 0 3 7

Exercice 12 — Montrer que les applications suivantes définissent des normes. Sont-elles euclidiennes 7 Si oui, déterminer le
produit scalaire associé.

1. E=R", ®(X) = |x1|+ - + |zn]-
2. E=R3 &(X) = \/x2+5y2+422—2zy+2zz+2yz

3. E=R",peRY, ®(X) = {/|z1[P + - + [2,]? (on pourra admettre I'inégalité triangulaire, provenant de I'inégalité de
Holder).

4. E=R,[X],a € R, ®(P) = \/P(a)2 + P'(a)2 + -+ P (a)Z.

5. B = ([0, 7)), B(f) = </07r F2(t)sint dt)é

6. B = ([0, 7)), B(f) = (/OW FA(#)sint dt) :

Exercice 13 — Soit (; les formes bilinéaires canoniquement associées aux matrices M; suivantes. Justifier que X — /(X X)
définit une norme euclidienne, et déterminer le produit scalaire associé.

1 -3
(1)

4 -3 1
2. My=1-1 5 0

3 2 4

1 0 3 1
3. My — -2 2 =5 =5

Exercice 14 — (Extrait de ESCP 1999)

Tous les polynomes de ce probléeme sont & coefficients réels.

Pour tout entier naturel k, on note Ej, Uespace vectoriel des polynomes de degré au plus k. A tout entier naturel n non nul
et a toute suite (8o, S1,...,82,) de 2n+ 1 réel, on associe les applications ®,, et Sy, définies de la maniére suivante :

o pour tout élément (A, B) de E,, X E,, avec :

n

A= Zn:aixi et B= ijXj,
1=0

Jj=0



on pose : D, (A, B) = iiaibjsiﬂ = Z a;bjsits;

i=0 j=0 0<i,j<n
2n 2n
e pour tout polynéme C élément de Es,,, avec C' = Z ¢iX*, on pose : S,(C) = Z C;iSi.
i=0 i=0

1. (a) Vérifier que, pour tout entier naturel n, ®,, est une forme bilinéaire symétrique sur E,, X E,.

(b) Vérifier que, pour tout entier naturel n, S, est une forme linéaire sur Es,, et, pour tout élément (A, B) € E,, x E,,
prouver l'égalité : ®,,(A, B) = S, (AB).
(On commencera par considérer le cas o A = X" et B= X7, avec 0 < i,j < n).

2. Deux cas particuliers

(a) Dans cette sous-question, on suppose que n = 1 et so = 1, s1 et s2 étant quelconques. Pour tout élément (a,b) de

R2, vérifier I’égalité :
1 (aX +b,aX +b) = (b+as;)? +a(sy — s3).

En déduire une condition nécessaire portant sur les réels s; et so, pour que 'application ®; soit un produit scalaire
sur El X El.

(b) Dans cette sous-question, on suppose que n = 2, so = 1, et 57 = s3 = 0, s9 et s4 étant quelconques. Prouver que
Papplication ®9, associée a un tel choix de (s, $1, $2, 83, 84) est un produit scalaire sur Eo x Es si et seulement si
les réels s et s4 vérifient les conditions suivantes : s3 > 0 et s4 — sg > 0.

Exercice 15 — Montrer que pour tout f € C°[0,1],

"V ()
o 1482

] ([ )

Déterminer dans chacun des deux cas quelles sont les fonctions pour lesquelles I'inégalité est une égalité.
(Indication globale : on pourra introduire un produit scalaire)

2 1412

V22 < / () dt>%
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Exercice 16 — (ESCP 2008)
1. Soit (A, B) € (GL,(R))? tel que A — B € GL,,(R). Montrer que A=! — B~! appartient & GL,(R) et que

(At =B ) '=B(B-A)'A

2. Montrer que si C € M, (R) est la matrice d’un produit scalaire sur R”, il en est de méme pour C' 1.
3. On suppose que A et B sont les matrices de deux produits scalaires sur R™ telles que B — A soit aussi la matrice d’un
produit scalaire sur R™.
(a) Montrer que B(B — A)™'A= A+ A(B — A)~'A.
(b) Montrer que (A=t — B71)~! est la matrice d’un produit scalaire sur R™.
En déduire que A~! — B! est la matrice d’un produit scalaire sur R”.

Exercice 17 — (QC ESCP 2009)
Soit n > 2, E un espace euclidien de dimension n. Soit (e1,...,e,), n vecteurs unitaires de E tels que pour tout i # j,
lle; — e;]| = 1. Montrer que (eq,...,ey) est une base de E.

Exercice 18 — (QC ESCP 2010)
Soit E un espace euclidien de dimension n, avec n > 2. On suppose qu’il existe n + 1 vecteurs ey, ea, ..., e, 41 tels que pour
tout ¢ # j, (e;,e;) <O0.

n n
1. Montrer, en utilisant la norme de u, que si u = Z Arer = 0, alors Z [Axlex = 0.
k=1 k=1
2. Montrer que n quelconques de ces vecteurs forment une base de E.



