LycEE LA BRUYERE, VERSAILLES 2011/2012
ECS 2 — Mathématiques

Algébre 5 — Orthogonalité

Exercice 1 — Les familles suivantes sont-elles des bases orthogonales de R? (muni du produit scalaire usuel) ? Sont-elles
orthonormales ?

1 1 1 0 0 1
L], [=2].[o0 ol lt],[-1],[1
1 1 —1 1 1 0

Exercice 2 — Déterminer une base de I'orthogonal de F' dans E dans les cas suivants :

1 1
3 : . 1 1
1. B =R" ps canonique, I = Vect 2 ; 3. E =R®, ps canonique, F = Vect 21,12
0 0 2
1 2 1 2
2. E = R3, ps canonique, F' = Vect 11,1 1 1
1 -1 4. E =Rs[X], (P,Q) = / P(t)Q(t) dt, F = Vect(X, X? +1).
0

Exercice 3 —

. . . 1 1
1. Déterminer un produit scalaire ¢ sur R? tel que (1) 1 (

0) pour ce produit scalaire. On pourra exprimer la matrice

de ¢ dans la base canonique de R2.

0

2. On demande de plus que <%> il (1

>. Déterminer un produit scalaire convenable.

0

3. On demande en plus de 'hypothése de la question 1 que <_12> il (1

>. Peut-on trouver un tel produit scalaire ?

Exercice 4 —

1 -1 2
1. Soit B la base canonique de R3, et C = 11,101,111 . Montrer qu’il existe un unique produit scalaire ¢ sur
0 1 0

R3 dont on exprimera la matrice dans la base canonique B, tel que C soit une base orthonormale de R?.

2. Plus généralement, soit E un espace vectoriel de dimension finie, et soit B une base de E. Justifier qu’il existe un
unique produit scalaire sur E tel que B soit une base orthonormale pour ce produit scalaire.

Exercice 5 — Déterminer une base orthonormale du sous-espace F' de E dans les cas suivants :

1 1 0

AT ol [1] |1

1. E =R3, ps canonique, F = Vect 01,12 2. E =TR*, ps canonique, F = Vect ol |1
1/ A\ 1) \o) \o

1
3. E =R3[X], muni de (P, Q) :/ Pt)Q(t) dt, F = Vect(1, X, X?).
-1

1 -1 0 1
. . 4 1sc 1 1 1 . 2 ) . .
Exercice 6 — Soit, F' le sev de R* défini par F = Vect ol 1110 . Soit X = Nk Déterminer le projeté
0 0 1 4

orthogonal Y de X sur F.
Exercice 7 — Soient n € N*, et ag, a1, ..., a, des réels.

1. Montrer que 'application (P, Q) — Z P®) (a)Q™ (ay,) définit un produit scalaire sur R,,[X].
k=0
2. On suppose dans cette question que n =2, ag = 1, a1 = 2 et as = 3. Déterminer une base orthonormale de Ro[X].



Exercice 8 — Soit Q 'application définie sur R? par : VX = (;) eR? Q(X)=2x?+ 5y — 2xy.

1. Justifier que pour tout X € R?, Q(X) > 0.
2. On définit, pour tout X € R?, N(X) = 1/Q(X). Montrer que N est une norme euclidienne sur R2.

3. Déterminer une base orthonormale de R? pour le produit scalaire associé & IN.

Exercice 9 — Soit E un espace vectoriel sur R, muni d’un produit scalaire (-,-). Soient F' et G des sous-espaces vectoriels
de E.

1. Montrer que si F C G, alors G+ ¢ F+.
2. Montrer que (F +G)* = F+ nG+.

Exercice 10 — Soit £ = R[X]. On pose, pour tout n € N, P, = (X2 —1)" et Q,, = pim (polynomes de Legendre).
1. Vérifier que Papplication ¢ : E2 — R définie pour tout (P,Q) € E? par

#(P.Q) = [ POQ() dr

est un produit scalaire sur E.

On suppose désormais E muni de ce produit scalaire, et on note (P, Q) = (P, Q).
Calculer Qo, Ql; QQ.

Déterminer les éventuelles racines de P,, ainsi que leur ordre de multiplicité.

Déterminer le degré de @), et son coefficient dominant.

G

Prouver, par récurrence sur k, que, pour tout entier k € [0, n], P,gk) admet au moins k racines réelles distinctes dans
] - 15 1[

6. A l'aide d’intégrations par parties, prouver que pour tout couple (n,m) € N? tel que n > m,
1
(@i Qu) = (-1 [ PP a.
-1

En déduire que (Qn)nen est une famille orthogonale.

7. Calculer, pour tout n € N, ||@Qy]|-

8. Soit n € N. On pose, pour tout entier k € [0,n], Wy, = Démontrer que (W, ..., W,,) est une base orthonormale

Qu
Qx|
du sev R, [X] de R[X], et que cette base est Porthonormalisée de Schmidt de la base canonique (1, X,..., X™).

Exercice 11 — Trouver une base orthonormale de F;- dans les cas suivants :

1
1. =R |2 1 2
3 4 Fy=veet | | 1], ]Y
1 9 0 1
2. Fy=vVeet | [2],[1 1/ \0
1 0 5. Fy plan d’équation z — 2y + z = 0 dans R?
1 6. Fp sev d’équations o —y — 2z 4+t =0 et 22 — z + 3t = 0 dans R*
3 1
3. Fy=Vect [ |, dans R* 7. Fr = Vect(X, X?) dans R3[X] muni du ps (P, Q) — / Pt)Q(t) dt.
] 0
Exercice 12 — Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F; :
1 1 1 0
2 1 5. F5 = Vect L 0 L
1. { =R 3. F3=R s E e o2 o
1 2
1 1 1
3 1
1 2
2. hb=R |1 1 1 0 1
2 4. Fy = Vect 21,11 6. Fg = Vect 21710
1 0 1 1




7. Fy hyperplan d’équation 2z — y — z + 2t = 0 dans R*
8. Fg sev d’équations ¢ — 2y —t —u =0 et 2z — 2+t = 0 dans R>.

1
9. Fy = Vect(X — 1) dans Rz[X] muni du ps (P, Q) — / P#)Q(¢) dt.
0
1
10. Fyg = Vect(X, X?) dans Ry[X] muni du ps (P, Q) — / Pt)Q(t) dt.
0

Exercice 13 — Soit E un espace euclidien, et B une base quelconque de E. Montrer qu’il existe une matrice P inversible
telle que la matrice du produit scalaire dans la base B soit égale & P - P. En déduire que la matrice d'un produit scalaire
dans une base quelconque est toujours inversible.

Exercice 14 —
Soit E I’ensemble des suites réelles définies sur N. On note ¢2 'ensemble des suites réelles u = (un)nen telles que la série de

terme général u2 , n € N converge.

On rappelle (voir feuille 3) que le produit terme & terme de deux suites de £2 est encore dans £2, que £? est un espace vectoriel
sur R, et que l'on définit un produit scalaire sur ¢2 par :

—+o0
Y(u,v) € 2, (u,v) = Z U Upy
n=0

Soit F' I’ensemble des suites de F nulles & partir d’un certain rang.
1. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de £2.

2. Pour tout entier naturel i, on désigne par e; la suite de ' dont tous les termes sont égaux a 0 sauf le terme d’indice i
qui est égal a 1. Vérifier que pour tout ¢ € N, e; appartient & F' et en déduire que F' n’est pas de dimension finie.

3. Démontrer que toute suite appartenant & F est combinaison linéaire d’un nombre fini de suites de la famille (e;);en.
4. Déterminer I'orthogonal F'+ de F dans (2 et vérifier que F' @ F* est distinct de ¢2. Déterminer (F4)L.

—+o0
Exercice 15 — Soit E l’ensemble des fonctions f continues sur [0, 400, et telles que / f(t)? dt converge absolument.
0

—+o0
1. Montrer que si f et g sont dans F, alors / f(t)g(t) dt converge absolument.
0

Indication : on pourra utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz sur [0, A], et faire tendre A vers +oo.
2. En déduire que E est un espace vectoriel, et que (f, g) — 0+00 f()g(t) dt définit un produit scalaire sur E.
3. Soit pour tout k € N*, fi : t > e~ définie sur R,. Montrer que pour tout k € N*, f; est élément de E.

4. Déterminer une base orthonormale de Vect(f1, fo, f3)

Exercice 16 — On rappelle que (4, B) — (A, B) = Tr( 'AB) définit un produit scalaire sur M, (R). Déterminer une base
orthonormale, pour ce produit scalaire, de espace engendré par la famille (M7, Ms, M3) définie par :

1 0 1 1 11 0 1 1
Mi=|0 2 —2|, Mo={(2 1 1|, Ms=[2 2 o0
0 2 2 0 0 3 -2 -1 1
On pourra a cet effet expliciter (A4, B) a 'aide des coefficients de A et de B.

Exercice 17 — (Polynémes de Tchebychev)

1. Soit P € R[X]. Montrer que l'intégrale dt converge.

/1 P(t)

VI
1

2. Soit n € N*. On pose, pour tout (P,Q) € R,[X]* : (P,Q) = / \/];(t)ﬁ
1 —

dt. Montrer que cette application est un

produit scalaire sur R,,[X].
3. On définit la suite de polynomes (Tj)ren par :
Ty =1

Th=X
VkeN, Tyio=2XTyy1 — Tk.

Montrer que pour tout k € N, tout « € R, Ti(cos z) = cos(kx)



4. Montrer que la famille (Ty, T4, ..., Ty,) est une famille orthogonale de R, [X].
5. Calculer || Tg|| pour tout k € [0, n].

Exercice 18 — (Polynémes de Jacobi)

1
Soit n € N. Soit E = R, [X]. Pour tout P,Q de E, on pose (P, Q) = / 1 P(#)Q(t) 1—3 dt.
1. (a) Justifier la convergence de l'intégrale ci-dessus.
(b) Montrer que (P, Q) — (P, Q) est un produit scalaire sur E.
2. Soit ¢ définie sur E par ¢(P) = (X2 —-1)P" + (2X +1)P".
Montrer que ¢ est un endomorphisme symétrique de E.
3. Déterminer les valeurs propres de ¢, notées \g, A1,..., A,, ordonnées par ordre croissant. Soit P, un vecteur propre

associé a Ay ; déterminer le degré de P, Montrer que les sous-espaces propres sont deux & deux orthogonaux.
4. Soit k > 1. Montrer que Pj, posséde au moins une racine d’ordre impair dans | — 1, 1].
T
Soit a, ..., . les racines d’ordre impair de Py sur | —1,1[ et S = [[ (X — ).

=1
Du calcul de (S, Py), déduire que Py posséde k racines simples toutes dans | — 1, 1].

Exercice 19 —

2 X1

Soit A € R et soit My la matrice de M3(R) égale a | A 3 X |. On assimile les vecteurs de R® a des vecteurs colonnes, et
1 A 2

on note ®y lapplication de R? x R? définie par : ®5(X,Y) = ‘X M,Y.

1. Montrer que @) est une forme bilinéaire.
2. Ecrire, pour X € R3, le réel ®)(X, X) comme combinaison linéaire de 3 carrés.

3. En déduire que @, est un produit scalaire si et seulement si A €] — %, %[

Soit A une valeur telle que @y soit un produit scalaire. On note || — || la norme euclidienne associée & ce produit scalaire.
4. Déterminer |le1]], |lez] et |les]|.

5. Déterminer une base orthonormale (b1, bs,b3) de R3, au sens du produit scalaire ®y, en orthonormalisant la base
canonique (e, e2, e3) de R3 par le procédé de Schmidt.

6. Déterminer le projeté orthogonal (au sens de @) de e3 sur Vect(ey, e3).

7. En déduire la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale (au sens de ®y) sur Vect(ey, ea).

Exercice 20 - (EDHEC 2003)

Pour toute matrice A de M3(R), on note ‘A la matrice transposée de A, et tr(A) la trace de A, c’est-a-dire la somme des
éléments diagonauz de A. On note I la matrice unité de M3(R) et on considere la matrice J, élément de M3(R) définie
par :

J =

o O O
OO =

0
1
0
A tout couple (A, B) de M3(R) x M3(R), on associe le réel (A, B) = tr( ‘AB).

1. Montrer que on définit ainsi un produit scalaire sur M3(R).
Dans toute la suite, on se place dans Uespace euclidien M3(R) muni de ce produit scalaire.

2. Montrer que (I, .J, J?) est une famille orthogonale.

3. On note E le sous-espace vectoriel de M3(R) engendré par (I,J, J?).

(a) Déterminer une base orthonormale de E, notée (Ko, K1, K2), telle que, pour tout i € {0,1,2}, K; soit proportion-
nelle a J* (avec bien str J° = TI).

(b) Soit A une matrice quelconque de M3(R) dont le terme situé a lintersection de la i-éme ligne et de la j-éme
colonne est noté a; ;.

Pour tout ¢ de {0, 1,2}, déterminer (K;, A) en fonction de certains des éléments de A.

(¢) On note p la projection orthogonale sur E. Exprimer p(A) en fonction de Ky, K1, Ko et de certains éléments de

A.
(d) En déduire une base de Kerp.



