
Lyée La Bruyère, Versailles 2011/2012ECS 2 � Mathématiques Analyse 1 � Suites numériques : RévisionsExerie 1 � Étudier la onvergene des suites dé�nies par les réurrenes i-dessous :(a) u0 >
−3

2
, un+1 =

√
2un + 3 (b) u0 > 0, un+1 =

2

u2
n

() u0 6= 1, un+1 =
1 + un

1 − un(d) u0 ∈ R, un+1 =
1

3
(4 − u2

n) (e) u0 6= −5, un+1 =
4un + 2

un + 5
(f) u0 ∈ R, un+1 = cos(un).Exerie 2 � Pour tout n ∈ N

∗, on dé�nit le polyn�me Pn par : ∀x ∈ R, Pn(x) = −1 +

n
∑

k=1

xk.1. Soit n ∈ N∗. Montrer que l'équation Pn(x) = 0 admet une unique solution xn dans R∗
+, et que 0 < xn 6 1.2. Montrer que (xn)n∈N∗ onverge. On note ℓ sa limite.3. Montrer que lim

n→+∞
(xn)n+1 = 0, puis que ℓ =

1

2
.4. Montrer que xn − 1

2
∼

n→+∞

(

1

2

)n+2.Exerie 3 � (EDHEC 95)0. Préliminaire : on rappelle que si (un) est une suite réelle, lim
n→+∞

un = a signi�e que pour tout réel ε > 0, ilexiste un entier naturel n0 tel que pour tout n supérieur ou égal à n0 : |un − a| 6 ε. En déduire que si (un)est une suite réelle onvergente de limite a, stritement positive, alors il existe un entier naturel n0 tel que,pour tout n supérieur ou égal à n0 : un >
a
2 . Ce résultat pourra être admis dans la suite de l'exerie.On onsidère la fontion f dé�nie pour tout réel x par : f(x) = x(1 − x), et la suite (un)n∈N dé�nie par la donnéede u0 élément de ]0, 1[ et la relation de réurrene : un+1 = f(un) pour tout entier naturel n.1. Étudier les variations de f .2. (a) Montrer que pour tout entier naturel n : 0 < un <

1

n + 1
et en déduire la limite de la suite (un)n∈N.(b) Pour tout entier naturel n, on pose : vn = nun. Montrer que la suite (vn)n∈N est roissante. En déduirequ'elle onverge et que sa limite L appartient à ]0, 1].() Pour tout entier naturel n, on pose : wn = n(vn+1 − vn). Montrer que la suite (wn)n∈N onverge et quesa limite vaut L(1 − L).3. On suppose L 6= 1, montrer en utilisant le préliminaire qu'il existe un entier naturel n0 tel que

∀n > n0, vn+1 − vn >
L(1 − L)

2n
.En déduire que lim

n→+∞
vn = +∞.4. Montrer à l'aide de la question 2(b) que : un ∼+∞

1

n
.Exerie 4 � (Algorithme de Héron) Soit a > 0, et (un)n∈N la suite dé�nie par u0 > 0 et

∀n ∈ N, un+1 =
1

2

(

un +
a

un

)

.1. Montrer que (un) onverge, et déterminer sa limite.2. Montrer que pour tout n ∈ N∗, ∣

∣un+1 −
√

a
∣

∣ 6
(un −√

a)2

2
√

a
.3. En déduire une majoration de |un −√

a| en fontion de a, u1 et n.4. Donner une ondition pour que ette majoration puisse s'exprimer en fontion de a, u0 et n. Quelle majorationobtient-on ? 1



5. On prend u0 = 2. Déterminer une valeur de n aussi petite que possible pour laquelle un donne une valeurapprohée de √
2 à 10−100 près. Reprendre la question à l'aide ette fois d'une majoration de |un − √

a| enfontion de a, u1 et n.Exerie 5 � Soit, pour tout n ∈ N∗, Sn =

n
∑

k=1

1√
k
, et un =

Sn√
n
, et vn = Sn − 2

√
n.1. Montrer que pour tout n > 0, Sn 6

√
n +

√
n − 1.2. Montrer que pour tout n > 0, 2

√
n + 1 − 2 6 Sn.3. En déduire que (un)n∈N∗ et (vn)n∈N∗ onvergent. Déterminer la limite de (un)n∈N∗ , et justi�er que la onver-gene est en O

(

1√
n

).4. En déduire un équivalent simple de (Sn)n∈N∗ en +∞, puis une expression de Sn à o(1) près en fontion de lalimite α de (vn)n∈N∗ .Exerie 6 � Soit (un)n∈N une suite donnée par ses deux termes initiaux u0 et u1, et la relation de réurrenesuivante : ∀n ∈ N, un+2 = aun+1 + bun, où a et b sont deux réels �xés.1. On suppose que l'équation x2 − ax − b admet deux raines distintes r et s dans C.(a) Montrer que pour tous omplexes λ et µ, la suite omplexe (λrn + µsn)n∈N véri�e la même relation deréurrene que (un)n∈N.(b) Montrer qu'il existe un et un seul ouple (λ, µ) de nombres omplexes tels que λ+µ = u0 et λr+µs = u1.Montrer qu'alors, pour tout n > 0, un = λrn + µsn.() Soit (un)su dé�nie par u0 = 2, u1 = 3 et ∀n > 0, un+2 = 3un+1 − 2un. Expliiter, pour tout n ∈ N, unen fontion de n.(d) Même question ave u0 = 0, u1 = 1, et ∀n ∈ N, un+2 = un+1 + un (suite de Fibonai).(e) Même question ave u0 = 1, u1 = 1, et ∀n ∈ N, un+2 = 2un+1 − 2un.2. On suppose que l'équation x2 − ax − b admet une raine double r 6= 0.(a) Montrer que pour tous omplexes λ et µ, la suite omplexe ((λ + µn)rn)n∈N véri�e la même relation deréurrene que (un)n∈N.(b) Montrer qu'il existe un et un seul ouple (λ, µ) de nombres omplexes tels que λ = u0 et (λ + µ)r = u1.Montrer qu'alors, pour tout n > 0, un = (λ + µn)rn.() Soit (un)n∈N dé�nie par u0 = 2, u1 = 3 et ∀n ∈ N, un+2 = 2un+1 − un. Expliiter, pour tout n ∈ N, unen fontion de n.(d) Même question ave u0 = 1, u1 = 4 et ∀n ∈ N, un+2 = 4un+1 − 4un.Exerie 7 � Soit (Fn)n∈N dé�nie par F0 = 0, F1 = 1 et pour tout n > 0, Fn+2 = Fn+1 + Fn. Montrer que pourtout n ∈ N, Fn est pair si et seulement si n est multiple de 3.Exerie 8 � (d'après Eriome 2005)On dé�nit une suite réelle (un)n∈N par :
u0 > 0 et, pour n > 1, un =

√

n + un−1.1. Montrer que pour tout entier n, un >
√

n.2. (a) Montrer que :
∀x ∈ R

+,
√

x 6
1

2
(1 + x).(b) En déduire que pour tout entier n, un 6 n +

u0

2n
, puis que la suite (un−1

n2

)

n>1
onverge vers 0.() Montrer que la suite (un

n

)

n>1
onverge vers 0, puis, en remarquant que, pour tout entier n non nul,

1 6
un√

n
6

√

1 +
un−1

n
,en déduire un équivalent de un en +∞ 2



3. On pose wn = un − √
n. À l'aide d'un développement limité en 0 de √

1 + x, montrer que la suite (wn)n∈Nadmet une limite L que l'on préisera.4. Caluler lim
n→+∞

(
√

n −
√

n − 1), puis lim
n→+∞

(un − un−1).Justi�er alors qu'il existe un entier naturel N0 tel que pour tout entier n, si n > N0, alors un > un−1 − 1
2 .Montrer que un+1 − un est du signe de 1 + un − un−1, puis que la suite (un) est roissante à partir d'unertain rang.5. Érire en langage PASCAL une fontion ayant pour nom suite qui alule le terme d'indie n de la suitelorsque u0 = 1.6. (Question ajoutée)(a) Quelle est, selon la valeur de α ∈ R, la nature de la série de terme général uα

n ?(b) Quelle est, selon la valeur de α ∈ R, la nature de la série de terme général (−1)nuα
n ? On préisera lesas de onvergene absolue et de semi-onvergene.Exerie 9 � (Étude d'une suite dé�nie impliitement)Pour tout n ∈ N∗, on dé�nit la fontion fn sur R par fn(x) = sin x

n
− x2.1. Dé�nition de (αn)n∈N∗ et (βn)n∈N∗ .(a) Montrer que fn ne s'annule pas sur R \ [−1, 1].(b) Déterminer f ′

n, et justi�er que f ′
n s'annule sur R en une unique valeur αn.Justi�er que 0 < αn < 1.() Justi�er que fn s'annule sur [−1, 1] \ {0} en une unique valeur βn, et que βn > αn.2. Étude de (βn)n∈N∗(a) Déterminer le signe de fn(βn+1), et en déduire que (βn) est monotone.(b) (βn) est-elle onvergente ? Déterminer sa limite.() En utilisant un équivalent du sinus, déterminer un équivalent simple de βn.3. Étude de (αn)n∈N∗(a) Quelle est la limite de (αn

n

) ? Justi�er que αn ∼
+∞

1

2n
.(b) Justi�er que 2αn − 1

n
∼

+∞
− 1

8n5
. En déduire un développement limité à l'ordre 5 de αn.() En utilisant un développement limité du osinus, en déduire un développement limité à l'ordre 7 de αn.(d) En déduire en�n que αn =

1

2n
− 1

16n5
+

13

768n9
+ o

(

1

n9

).(e) Justi�er rapidement qu'en itérant ette méthode, on pourrait déterminer le développement limité à toutordre de αn, et que e développement limité ne ontient que des termes d'ordre 4k + 1, k ∈ N.4. Étude de quelques séries dé�nies à l'aide de αn et βn.(a) Déterminer, suivant la valeur de γ ∈ R, la nature de la série de terme général αγ
n et de la série de termegénéral βγ

n.(b) Soit (Sn) la somme partielle de la série de terme général (−1)nβn. En utilisant les variations de (βn),montrer que (S2n) et (S2n+1) sont adjaentes, et en déduire que ∑

(−1)nβn onverge.() En étudiant la onvergene des séries ∑ (−1)n

n
et ∑ (−1)n

n5
, et en utilisant le développement limité de

αn, montrer, sans déterminer les variations de αn, que ∑

(−1)nαn est onvergente.(d) Déterminer la nature de la série ∑

(−1)nαγ
n, γ ∈ R∗

+.Exerie 10 � (ESCP 2010)1. On onsidère une suite réelle (an)n∈N de limite ℓ ∈ R.(a) Érire la dé�nition mathématique de la onvergene de la suite (an) vers ℓ/3



(b) Montrer que pour tout ε > 0, il existe n0 ∈ N∗ tel que pour tout n > n0, on a :
∣

∣

∣

∣

∣

1

n

n−1
∑

k=0

ak − ℓ

∣

∣

∣

∣

∣

6

∣

∣

∣

∣

∣

1

n

n0−1
∑

k=0

(ak − ℓ)

∣

∣

∣

∣

∣

+
ε

2
.() En déduire la limite de la suite (vn)n dé�nie pour tout n ∈ N∗ par :

vn =
1

n

n−1
∑

k=0

ak.2. Dans ette question, on onsidère la suite (un)n>0 dé�nie par :
u0 =

π

4
et ∀n > 1, un+1 = sin(un).(a) Montrer que la suite (un)n onverge et donner sa limite.(b) Montrer qu'il existe un réel α tel que lim

n→+∞

(

1

uα
n+1

− 1

uα
n

) existe et est un réel non nul.() Quelle est la nature de la série de terme général un ?Exerie 11 � (ESCP 2010)Pour n ∈ N∗, on note dn le nombre des involutions de [[1, n]]On rappelle qu'un appliation σ : [[1, n]] → [[1, n]] est une involution si et seulement si σ ◦ σ = id.1. On pose d0 = 1.(a) Caluler d1, d2, d3.(b) Montrer que : pour tout n > 2, dn = dn−1 + (n − 1)dn−2.() Érire en Pasal une fontion dont l'en-tête est Funtion D(n :integer) :integer; permettant dealuler dn.2. On pose, pour tout réel x : f(x) = ex+x
2

2 .(a) Prouver l'existene d'un développement limité pour f à tout ordre n au voisinage de 0.On peut don dé�nir une suite (an)n∈N telle que an soit le oe�ient de xn dans le développement limité, àun ordre au moins égal à n, de f . On a ainsi, pour tout n de N, au voisinage de 0 :
f(x) =

n
∑

k=0

akxk + o(xn).(b) Montrer que : ∀n ∈ N, an =
∑

p+2q=n

(p,q)∈N
2

1

p!
× 1

2qq!
.() Montrer que la dérivée f ′ de f admet à tout ordre n un développement limité au voisinage de 0 et ledéterminer à l'aide des oe�ients ak.(d) Déterminer une relation entre f ′(x) et f(x). En déduire que :

∀n ∈ N, dn = ann!.Exerie 12 � (QC HEC 2009) Soit (xn)n∈N la suite réelle déterminée par x0 > 0 et ∀n ∈ N∗, xn = xn−1 + 1
xn−1

.1. Étudier la monotonie et la limite éventuelle de (xn)n∈N.2. Montrer que : ∀n ∈ N∗, x2
n = 2n + x2

0 +
n−1
∑

k=0

1

x2
k

.3. En déduire un équivalent de xn lorsque n tend vers +∞.On pourra admettre que : n
∑

k=1

1

n
∼

+∞
ln(n).
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