LycEE LA BRUYERE, VERSAILLES 2011/2012
ECS 2 — Mathématiques

Analyse 1 — Suites numériques : Révisions

Exercice 1 — Etudier la convergence des suites définies par les récurrences ci-dessous :

-3 2 1+ u,
(a) up = —, Uny1 = V2u, +3 (b) uo >0, upy1 = — (c) up # 1, tpy1 =
2 uZ 1—uy,
1 4, + 2
(d) uo €R, upt1 = 5(4 —u?) (e) up # =B, Upy1 = P (f) uo € R, upt1 = cos(uy).

Exercice 2 — Pour tout n € N*, on définit le polynome P, par : Vo € R, P,(z) = -1+ Zxk
k=1

—_

. Soit n € N*. Montrer que ’équation P,(z) = 0 admet une unique solution z,, dans R* , et que 0 < z,, < 1.

[\

. Montrer que (2, )nen+ converge. On note £ sa limite.
1

3. Montrer que lim (z,)"*' =0, puis que £ = —.

n—-+o0o 2

1 1 n+2
. Montrer que x, — = ~ (—) .

e~

2 n—+4oo \ 2

Exercice 3 — (EDHEC 95)

0. Préliminaire : on rappelle que si (u,) est une suite réelle, liIJIrl U, = a signifie que pour tout réel ¢ > 0, il
n—-—+oo

existe un entier naturel ng tel que pour tout n supérieur ou égal a ng : |u, — a| < . En déduire que si (u,)
est une suite réelle convergente de limite a, strictement positive, alors il existe un entier naturel ng tel que,
pour tout n supérieur ou égal & ng : u, > 5. Ce résultat pourra étre admis dans la suite de I’exercice.

On consideére la fonction f définie pour tout réel = par : f(x) = z(1 — x), et la suite (u,)nen définie par la donnée
de ug élément de ]0,1[ et la relation de récurrence : u,1 = f(u,) pour tout entier naturel n.

1. Etudier les variations de f.

2. (a) Montrer que pour tout entier naturel n : 0 < uy, < et en déduire la limite de la suite (uy)nen.

(b) Pour tout entier naturel n, on pose : v, = nu,. Montrer que la suite (v, )nen est croissante. En déduire
qu’elle converge et que sa limite L appartient a ]0, 1].

(c) Pour tout entier naturel n, on pose : w, = n(v,+1 — vy). Montrer que la suite (wy,)nen converge et que
sa limite vaut L(1 — L).
3. On suppose L # 1, montrer en utilisant le préliminaire qu’il existe un entier naturel ng tel que
L(1—-L
Vn = ng, Unt1 — Un = g
2n
En déduire que lim v, = +o0.
n—-4o0o

1
4. Montrer a 'aide de la question 2(b) que : uy, ~4o00 —-
n

Exercice 4 — (Algorithme de Héron) Soit a > 0, et (un)nen la suite définie par ug > 0 et

1
Vn €N, un+1—§<un—|—i>.

n

1. Montrer que (u,) converge, et déterminer sa limite.
(un — va)?
2ya

3. En déduire une majoration de |u, — v/a| en fonction de a, uj et n.

2. Montrer que pour tout n € N*, ‘un+1 — \/E’ <

4. Donner une condition pour que cette majoration puisse s’exprimer en fonction de a, ug et n. Quelle majoration
obtient-on ?



5. On prend ug = 2. Déterminer une valeur de n aussi petite que possible pour laquelle u,, donne une valeur
approchée de /2 a 10719 prés. Reprendre la question & l’aide cette fois d’une majoration de |u,, — v/a| en
fonction de a, uy et n.

n — 2.

. . !
Exercice 5 — Soit, pour tout n € N*, S, = kz::l ﬁ,
1. Montrer que pour tout n > 0, S, < v/n ++v/n — 1.

2. Montrer que pour tout n >0, 2v/n+1—2 < S,.
3. En déduire que (uy)nen+ €t (vn)nen+ convergent. Déterminer la limite de (uy,)nen+, et justifier que la conver-

gence est en O (%)

et up =

Sn et
— Uy, =
\/— 9 n

4. En déduire un équivalent simple de (S, )nen+ en +00, puis une expression de S, & o(1) prés en fonction de la
limite v de (vp,)nen=.

Exercice 6 — Soit (u,)nen une suite donnée par ses deux termes initiaux ug et ug, et la relation de récurrence
suivante : Vn € N, up19 = auy41 + bu,, o a et b sont deux réels fixés.

1. On suppose que I’équation 22 — ax — b admet deux racines distinctes r et s dans C.

(a) Montrer que pour tous complexes A et pu, la suite complexe (Ar™ + pus™),en vérifie la méme relation de
récurrence que (Up )neN-

(b) Montrer qu’il existe un et un seul couple (A, 1) de nombres complexes tels que A\+p = ug et Ar+pus = uq.
Montrer qu’alors, pour tout n > 0, u, = Ar™ + us™.

(c) Soit (un)su définie par up =2, u1 =3 et Yn = 0, upt2 = 3unt1 — 2u,. Expliciter, pour tout n € N, u,
en fonction de n.

(d) Meéme question avec ug =0, u1 =1, et ¥n € N, w,19 = upt1 + up (suite de Fibonacci).
(e) Méme question avec up =1, u; =1, et Vn € N, wupq0 = 2upt1 — 2up.
2. On suppose que I’équation z? — ax — b admet une racine double r # 0.

(a) Montrer que pour tous complexes A et u, la suite complexe (A + pn)r™),en vérifie la méme relation de
récurrence que (Up )neN-

(b) Montrer qu'il existe un et un seul couple (A, 1) de nombres complexes tels que A = ug et (A + p)r = uq.
Montrer qu’alors, pour tout n > 0, u, = (A + un)r".

(c) Soit (tn)nen définie par ug = 2, u1 = 3 et ¥n € N, w,q2 = 2up41 — uy,. Expliciter, pour tout n € N, u,
en fonction de n.

(d) Méme question avec ug =1, u1 =4 et Vn € N, upio = 4wy — 4uy,.

Exercice 7 — Soit (F},)nen définie par Fy = 0, F; = 1 et pour tout n > 0, Fy, 42 = F,41 + F,. Montrer que pour
tout n € N, F), est pair si et seulement si n est multiple de 3.

Exercice 8 — (d’aprés Ecricome 2005)
On définit une suite réelle (uy,)nen par :
ug = 0et,pourn =1, u,=+/N4+uUp_1.

1. Montrer que pour tout entier n, u, > \/n.
2. (a) Mountrer que :
1
Ve e RT, x < 5(1 + ).

U Up,—
(b) En déduire que pour tout entier n, u, < n+ 2—2, puis que la suite ( "2 1) converge vers 0.
n n>1

(c) Montrer que la suite ( — converge vers 0, puis, en remarquant que, pour tout entier n non nul,
n 1

n>

en déduire un équivalent de u, en +oo



3. On pose w, = u, — +/n. A I'aide d’'un développement limité en 0 de /T + z, montrer que la suite (wy,)nen
admet une limite L que ’on précisera.

4. Calculer lim (vn —+/n—1), puis lim (up — up_1).
n—-4o0o n—+oo
Justifier alors qu’il existe un entier naturel Ny tel que pour tout entier n, si n > Ny, alors u, = up—1 — %

Montrer que u,41 — uy, est du signe de 1+ w, — u,—1, puis que la suite (u,) est croissante a partir d’un
certain rang.

5. Ecrire en langage PASCAL une fonction ayant pour nom suite qui calcule le terme d’indice n de la suite
lorsque ug = 1.

6. (Question ajoutée)
(a) Quelle est, selon la valeur de o € R, la nature de la série de terme général ug ?

(b) Quelle est, selon la valeur de o € R, la nature de la série de terme général (—1)"u% ? On précisera les
cas de convergence absolue et de semi-convergence.

Exercice 9 — (Etude d’une suite définie implicitement)

Pour tout n € N*, on définit la fonction f, sur R par f,(z) = sin £ — 2.

1. Définition de (an)neN* et (6n)n€N*-
(a) Montrer que f,, ne s’annule pas sur R\ [-1, 1].

(b) Déterminer f, et justifier que f; s’annule sur R en une unique valeur a,.
Justifier que 0 < ay, < 1.

(c) Justifier que f,, s’annule sur [—1,1]\ {0} en une unique valeur §,, et que 3, > a,.

2. Etude de (3,)nen-
(a) Déterminer le signe de f,,(8n+1), et en déduire que (3,,) est monotone.
(b) (B.) est-elle convergente 7 Déterminer sa limite.

(c) En utilisant un équivalent du sinus, déterminer un équivalent simple de g,,.

3. Etude de (o,)nen

n . 1
(a) Quelle est la limite de (a_) ? Justifier que o, ~ —.
n +o0 2n
1 1
(b) Justifier que 2w, — — ~ ———. En déduire un développement limité & 'ordre 5 de .

n +oo  8nd’

c) En utilisant un développement limité du cosinus, en déduire un développement limité & ’ordre 7 de a,.

)
(c)
1 1 13 1
d) En dédui fi - - 42 ).
(d) En déduire enfin que ay, o~ T6m8 + 76800 +o (ng)
(e) Justifier rapidement qu’en itérant cette méthode, on pourrait déterminer le développement limité a tout
ordre de av,, et que ce développement limité ne contient que des termes d’ordre 4k + 1, k € N.

4. Etude de quelques séries définies a 1’aide de ay, et (.
(a) Déterminer, suivant la valeur de v € R, la nature de la série de terme général o) et de la série de terme
général 37.
(b) Soit (Sy) la somme partielle de la série de terme général (—1)"5,. En utilisant les variations de (3,),
montrer que (Sa,) et (S2,+1) sont adjacentes, et en déduire que Y (—1)"3, converge.

(CD" (D)
t

n et 2 nd

oy, montrer, sans déterminer les variations de ay,, que Y (—1)"ay, est convergente.

(d) Déterminer la nature de la série ) (—1)"a;, v € R}.

, et en utilisant le développement limité de

(c¢) En étudiant la convergence des séries Y

Exercice 10 — (ESCP 2010)

1. On considére une suite réelle (a,)nen de limite £ € R.

(a) Ecrire la définition mathématique de la convergence de la suite (a,,) vers £/



(b) Montrer que pour tout € > 0, il existe ng € N* tel que pour tout n > ng, on a :

1 n—1 1 no—1 c
k=0 k=0

(c) En déduire la limite de la suite (v, ), définie pour tout n € N* par :

2. Dans cette question, on considére la suite (uy)n>o définie par :

™
uo = et Vn 21, upg1 =sin(uy).
(a) Montrer que la suite (u, ), converge et donner sa limite.
1 1
ontrer qu’il existe un réel o tel que lim — — ) existe et est un réel non nul.
b) Mont il exist éel o tel li - iste et est éel 1
ntoo \ugyy  ug

(c) Quelle est la nature de la série de terme général u,, ?

Exercice 11 — (ESCP 2010)
Pour n € N*, on note d,, le nombre des involutions de [1,n]
On rappelle qu’un application o : [1,n] — [1,n] est une involution si et seulement si o oo = id.
1. On pose dy = 1.
(a) Calculer dy, da, ds.
(b) Montrer que : pour tout n > 2, d, =dn—1+ (n — 1)dp—2.
(c) Ecrire en Pascal une fonction dont I’en-téte est Function D(n :integer) :integer; permettant de
calculer d,,.
m2
2. On pose, pour tout réel x : f(r) =e*T 7.
(a) Prouver existence d’un développement limité pour f & tout ordre n au voisinage de 0.

On peut donc définir une suite (a,)nen telle que a,, soit le coefficient de 2™ dans le développement limité, a
un ordre au moins égal & n, de f. On a ainsi, pour tout n de N, au voisinage de 0 :

f(z) = Z arz® + o(z™).
k=0

1 1
(b) Montrer que : Vn € N, a, = Z — X 5
pizaen P! 244!
(p,q)EN?

(c) Montrer que la dérivée f’ de f admet & tout ordre n un développement limité au voisinage de 0 et le
déterminer a ’aide des coefficients ay,.

(d) Déterminer une relation entre f/(x) et f(z). En déduire que :

vneN, d,=a,n!

1
Trn—1"

Exercice 12 - (QC HEC 2009) Soit (2, )nen la suite réelle déterminée par xo > 0 et Vn € N*| x,, = xp,_1 +
1. Etudier la monotonie et la limite éventuelle de (2, )nen-

n—1
1
2. Montrer que : Vn € N*, 22 = 2n + 22 + Z .
=0 Tk

3. En déduire un équivalent de x,, lorsque n tend vers +oo.

n
1
0) dmett : — ~1 .
n pourra admettre que ,;_1 iod n(n)



