
Lyée La Bruyère, Versailles 2011/2012ECS 2 � Mathématiques Analyse 1bis � Plus d'exeries sur les suitesExerie 1 � Soit (un)n∈N une suite à termes dans R
∗

+. On suppose que (

un+1

un

)

n∈N

onverge vers un réel ℓ.1. Montrer que si ℓ < 1, alors (un)n∈N onverge vers 0.2. Montrer que si ℓ > 1, alors (un)n∈N onverge vers +∞.3. Soit a, b ∈ R
+. Montrer que (

an

nb

)

n∈N∗

onverge vers 0 si a < 1 ; vers +∞ si a > 1. Cas a = 1 ?4. Soit a ∈ R. Montrer que (

an

n!

)

n∈N

onverge vers 0.Exerie 2 � Soit (un)n∈N une suite réelle.1. On suppose que (un)n∈N tend vers +∞. Montrer que {un, n ∈ N} admet un plus petit élément.2. On suppose que (un)n∈N onverge vers un réel �ni ℓ. Montrer que {un, n ∈ N} admet un plus petit ou unplus grand élément. Dérire les suites onvergentes (un)n∈N pour lesquelles {un, n ∈ N} n'admet pas à la foisun plus petit et un plus grand élément.3. On suppose que (un)n∈N est à termes positifs, et qu'elle tend vers 0. Montrer qu'il existe une in�nité d'entiers
p ∈ N tels que pour tout n > p, un 6 up.Exerie 3 � On onsidère la fontion f dé�nie sur l'intervalle [0, +∞[ par f(x) =

√
1 + x, et la fontion g dé�niesur ]1, +∞[ par g(x) =

1

x − 1
.L'objet de l'exerie est l'étude de la suite (un)n∈N de nombres réels déterminée par la ondition initiale u0 = 1 etles relations de réurrene, valables pour tout n ∈ N :

u2n+1 = f(u2n) et u2n+2 = g(u2n+1).1. Justi�er l'existene de (un)n∈N, et montrer que pour tout n ∈ N, u2n+1 > 1 et u2n+2 > 0.2. Étudier le sens de variation de g ◦ f sur son domaine de dé�nition.3. En déduire que (u4n)n∈N est monotone, et déterminer son sens de variation.4. Montrer que (u4n)n∈N admet une limite �nie, et déterminer ette limite ℓ.5. Véri�er que ℓ est un point �xe de f et de g.6. Exprimer (u4n+1)n∈N, (u4n+2)n∈N et (u4n+3)n∈N en fontion de (u4n)n∈N, f et g. En déduire que es troissuites onvergent vers des limites que l'on déterminera. Préiser l'éventuelle monotonie de es suites.7. En déduire que (un)n∈N onverge. Quelle est sa limite ?Exerie 4 � Soit a ∈]1, +∞[, et soit pour tout n ∈ N
∗, Sn = 1 +

1

2a
+

1

3a
+ · · · + 1

na
.1. Montrer que (Sn)n∈N∗ est roissante.2. Soit pour tout n ∈ N, vn = S2n . Montrer que pour tout n ∈ N, vn+1 − vn 6

1

2n(a−1)
.En déduire que (vn)n∈N onverge, puis que (Sn)n∈N onverge. Soit ℓ la limite de (Sn)n∈N.3. Montrer que la onvergene est en O

(

1
na−1

), 'est-à-dire : |Sn − ℓ| = O
(

1
na−1

).Exerie 5 � Soit (un)n∈N la suite dé�nie par u0 = 1 et pour tout n ∈ N, un+1 = un +
1

un

.1. Montrer que pour tout n ∈ N, un > 1.2. Étudier les variations de (un)n∈N.3. Montrer que pour tout n ∈ N
∗, on a les deux enadrements suivants :

2 6 u2
n − u2

n−1 6 2 + un − un−1 puis 2n 6 u2
n − 1 6 2n + un − 1.4. Déterminer la limite de (un)n∈N. 1



5. Montrer que pour tout n ∈ N, 1 − 1

un

6
2n

u2
n

6 1 − 1

u2
n

.6. En déduire un équivalent de (un)n∈N.Exerie 6 � (Oral HEC 1991) � Soit n un entier supérieur ou égal à 3. Soit fn : [0, +∞[→ R l'appliation dé�niepour tout x ∈ [0, +∞[ par fn(x) = xn − nx + 1.1. Prouver l'existene de deux raines αn et βn de fn telles que 0 < αn < 1 < βn.2. Montrer que (αn)n>3 onverge et aluler sa limite.3. Montrer que αn ∼
+∞

1

n
.4. (a) Montrer que pour tout n > 3, fn

(

1 +
2√
n

)

> n.(b) En déduire un enadrement de (βn)n>3 et sa limite ℓ.() En remarquant que pour tout n > 3, n ln(βn) = ln(nβn − 1), trouver un équivalent de ln(βn), et endéduire que βn − ℓ ∼
+∞

lnn

n
.Exerie 7 � Autour de la suite de Fibonai.On dé�nit la suite de Fibonai (Fn) par :

F0 = 0, F1 = 1, ∀n > 2, Fn = Fn−1 + Fn−2.1. Caluler les 10 premiers termes de la suite de Fibonai.2. Montrer que Fn est roissante, et que pour tout n, Fn > n − 1. Quelle est la limite de Fn ?3. Montrer par réurrene les relations suivantes :(a) ∀n > 1,

n
∑

k=1

F 2
k = FnFn+1.(b) ∀n > 1, Fn(Fn−1 + Fn+1) = F2n et F 2

n + F 2
n+1 = F2n+1 (démontrer les deux relations dans la mêmeréurrene).() ∀n > 0, ∀p > 0,

p
∑

k=0

(

p

k

)

Fn+k = Fn+2p. Expliiter la relation obtenue pour p = 2.(d) ∀n > 1, F 2
n = Fn−1Fn+1 + (−1)n+1.4. (*** dur dur ***) Montrer que pour tout n, F 3

n+2 +F 3
n+1−F 3

n est un nombre de Fibonai (on alulera etteexpression pour des petites valeurs de n, et on omparera ave les valeurs de la question 1, a�n de trouverune onjeture, qu'on démontrera ensuite par réurrene).5. Montrer que tout entier n > 0 s'érit de manière unique omme une somme de nombres de Fibonai distintset non onséutifs (réurrene sur n ; onsidérer n−Fk, où Fk est le plus grand nombre de Fibonai inférieurà n ; on justi�era soigneusement l'existene d'un tel k). Ce résultat est onnu sous le nom de théorème deZekendorf. La déomposition de n obtenue est appelée déomposition de n dans la base de Fibonai.6. (*** dur ***) Appliation : un jeu d'allumettes.Deux joueurs tirent à tour de r�le des allumettes d'une boîte, ave les règles suivantes :
• Chaque joueur tire à haque fois au moins une allumette.
• Le premier joueur ne retire pas la totalité des allumettes au premier tour.
• Un joueur tire au plus deux fois le nombre d'allumettes tirées par le joueur préédent.
• Le joueur qui retire la dernière allumette a gagné.Montrer que le premier joueur a une stratégie gagnante si le nombre initial d'allumettes n'est pas un nombrede Fibonai, et que ette stratégie onsiste à tirer à haque étape le plus petit terme de la déompositiondans la base de Fibonai (véri�er qu'à haque étape, le joueur 2 ne peut pas gagner, et que le joueur 1 seraà haque étape en mesure de tirer de la sorte).Que dire du as où le nombre initial d'allumettes est un nombre de Fibonai ?Exerie 8 � Soit (un)n∈N une suite onvergeant vers ℓ (�ni ou in�ni) , et f : N → N une bijetion. Montrer que

vn = uf(n) onverge vers la même limite que (un)n∈N.Exerie 9 � Soit, pour n ∈ N
∗ :
un =

n
∏

k=1

2k − 1

2k
vn =

n
∏

k=1

2k

2k + 1
wn =

un

vn

.2



1. Montrer que les suites (un)n∈N∗ et (vn)n∈N∗ sont déroissantes et minorées par 0.2. (a) Montrer que pour tout t ∈] − 1, +∞[, t

t + 1
<

t + 1

t + 2
.(b) En onsidérant u2

n, et en remarquant que vn =
1

(2n + 1)un

, établir alors que pour tout n ∈ N
∗,

1

2
√

n
6 un <

1√
2n + 1

< vn 6
2
√

n

2n + 1
.3. (a) Montrer que (wn)n∈N∗ est déroissante et qu'elle onverge vers un réel λ ∈

[

1
2 , 3

4

].(b) En déduire que un ∼
+∞

λvn.4. En onsidérant la suite (unvn)n∈N∗ , établir en�n que
un ∼

+∞

√

λ

2n
et vn ∼

+∞

1√
2λn

.Exerie 10 � Montrer que : ∀n ∈ N
∗,

(

2n

3
+

1

3

)√
n 6

n
∑

k=1

√
k 6

(

2n

3
+

1

2

)√
n.En déduire la limite quand n tend vers l'in�ni de la suite (un)n∈N∗ dé�nie pour tout n ∈ N

∗ par :
un =

1

n
√

n

n
∑

k=1

√
k.Exerie 11 � Soit Hn la suite harmonique, dé�nie par :

H0 = 0, et ∀n ∈ N
∗, Hn =

n
∑

k=1

1

k
.1. Montrer que : ∀(m, n) ∈ N

2,
1

k + 1

(

k + 1

m + 1

)

=
1

m + 1

(

k

m

)

.On rappelle que par onvention, (

n

p

) est nul si p > n.2. Montrer haune des égalités suivantes :(a) ∀(m, n) ∈ N
2,

n
∑

k=1

(

k

m

)

Hk =

(

n + 1

m + 1

) (

Hn+1 −
1

m + 1

)

,(b) ∀n ∈ N
∗,

n
∑

k=1

Hk = (n + 1)Hn − n,() ∀n ∈ N
∗,

n
∑

k=1

H2
k = (n + 1)H2

n − (2n + 1)Hn + 2n.Exerie 12 �1. Intégrales de Wallis. Soit, pour n ∈ N, In =

∫ π

2

0

sinn x dx.(a) Caluler I0 et I1.(b) Montrer que pour tout n > 1, In+1 =
n

n + 1
· In−1.() En déduire que pour tout entier p > 0,
I2p =

(2p)!

22p(p!)2
· π

2

I2p+1 =
22p(p!)2

(2p + 1)!
.3



(d) Étudier le sens de variation de In et en déduire que pour tout n ∈ N, 1 >
In+1

In

>
In+1

In−1
.(e) En déduire la limite de (

In+1

In

)

n∈N

, puis la formule de Wallis :
lim

p→+∞

√
p · (2p)!

22p(p!)2
=

1√
π

.2. Formule de Stirling. Soit, pour n ∈ N
∗, Sn = ln

n!en

nn
√

n
.(a) Soit un = Sn − Sn−1. Montrer que un = O

(

1

n2

)(On pourra utiliser un développement limité du logarithme)(b) En déduire que Sn admet une limite �nie S dans R.() Soit, pour n ∈ N
∗, σn =

n!en

nn
√

n
. En alulant de deux manières la limite de σ2

n

σ2n

, déterminer la valeurde S.(d) En déduire la formule de Stirling : n! = nne−n
√

2πn(1 + o(1)).
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