LycEE LA BRUYERE, VERSAILLES 2011/2012
ECS 2 — Mathématiques
Analyse 1bis — Plus d’exercices sur les suites
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Exercice 1 — Soit (un)nen une suite a termes dans R* . On suppose que ( > converge vers un réel £.
neN

1. Montrer que si £ < 1, alors (uy,)nen converge vers 0.
2. Montrer que si ¢ > 1, alors (u,)nen converge vers +oo.
. a™ . .
3. Soit a,b € R*. Montrer que (—b) converge vers 0 sia < 1; vers +oosia > 1. Casa=17
n neN*
n
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. Soit a € R. Montrer que <—) converge vers 0.
neN
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Exercice 2 — Soit (uy)nen une suite réelle.
1. On suppose que (un)nen tend vers +o0o. Montrer que {u,,n € N} admet un plus petit élément.

2. On suppose que (un)nen converge vers un réel fini . Montrer que {u,,n € N} admet un plus petit ou un
plus grand élément. Décrire les suites convergentes (uy)nen pour lesquelles {u,,n € N} n’admet pas a la fois
un plus petit et un plus grand élément.

3. On suppose que (un)nen est & termes positifs, et qu’elle tend vers 0. Montrer qu’il existe une infinité d’entiers
p € N tels que pour tout n = p, u, < up.

Exercice 3 — On considére la fonction f définie sur l'intervalle [0, +oo[ par f(x) = V1 + z, et la fonction g définie
1
sur |1, +oo[ par g(x) = P
T —
L’objet de lexercice est l’étude de la suite (un)nen de nombres réels déterminée par la condition initiale ug = 1 et
les relations de récurrence, valables pour tout n € N :

Uont1 = f(u2n) et Uznt2 = g(U2n+1).

Justifier I’existence de (un)nen, et montrer que pour tout n € N, ug,11 > 1 et ugppo > 0.
Etudier le sens de variation de g o f sur son domaine de définition.

En déduire que (u4,)nen est monotone, et déterminer son sens de variation.

Montrer que (u4n)nen admet une limite finie, et déterminer cette limite £.

Vérifier que ¢ est un point fixe de f et de g.

Al o

Exprimer (t4n+1)nenN, (Uant2)nen €t (Uan+3)nen en fonction de (uspn)nen, f et g. En déduire que ces trois
suites convergent vers des limites que ’on déterminera. Préciser ’éventuelle monotonie de ces suites.

7. En déduire que (uy)nen converge. Quelle est sa limite ?
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Exercice 4 — Soit a €]1, +o0], et soit pour tout n € N*, S, =1+ 2a + 30 4+ =
a a n(l
1. Montrer que (Sy,)nen+ est croissante.
1
on(a—1)"
En déduire que (vp,)nen converge, puis que (Sy)nen converge. Soit £ la limite de (Sp)nen-

2. Soit pour tout n € N, v,, = Son. Montrer que pour tout n € N, v, 41 — v, <
3. Montrer que la convergence est en O (#), c’est-a-~dire : |S,, —£| = O (;)

na—1

Exercice 5 — Soit (up)nen la suite définie par ug = 1 et pour tout n € N, up 1 = up + —.

Un

1. Montrer que pour tout n € N, u,, > 1.

2. Etudier les variations de (uy,)nen-

3. Montrer que pour tout n € N*, on a les deux encadrements suivants :
2§ui—u271§2+un—un,1 puis 2n§ui—1§2n+un—1.

4. Déterminer la limite de (up)nen.



1 2n 1
5. Montrer que pour tout n € N, 1 — — < — <1—-—
Up U2 u2

6. En déduire un équivalent de (uy,)nen-

Exercice 6 — (Oral HEC 1991) — Soit n un entier supérieur ou égal a 3. Soit f,, : [0, +00o[— R application définie
pour tout x € [0, 4o00[ par fn(x) =2z" —nx + 1.

1. Prouver l'existence de deux racines «,, et 3, de f, telles que 0 < a, <1 < (.
2. Montrer que (o, )n>3 converge et calculer sa limite.

3. Montrer que «;, ~

1
+oon'

=

2
(a) Montrer que pour tout n > 3, f, (1 + %) >n.
(b) En déduire un encadrement de (3,)n>3 et sa limite ¢.

(c¢) En remarquant que pour tout n > 3, nln(8,) = In(ng, — 1), trouver un équivalent de In(3,), et en

Inn
déduire que B, — € ~ —.
+oco N

Exercice 7 — Autour de la suite de Fibonacci.

On définit la suite de Fibonacci (F},) par :
Fy=0, =1, Vn2=22, F,=F,_ 1+ F,_».

1. Calculer les 10 premiers termes de la suite de Fibonacci.
2. Montrer que F;, est croissante, et que pour tout n, F;, > n — 1. Quelle est la limite de F}, 7
3. Montrer par récurrence les relations suivantes :

(a) ¥n>1, > F} = FuFp1.
k=1
(b) Vn = 1, Fy(Fo1 + Fpy1) = Foy et F2 4+ F2 | = Fy,1 (démontrer les deux relations dans la méme
récurrence).

P
(c) Yn>=0, Vp >0, Z (i) Frir = Fi12p. Expliciter la relation obtenue pour p = 2.
k=0

(d) Vn > 1, Fi =F,_1F 1+ (_1)n+1‘

4. (*** dur dur ***) Montrer que pour tout n, Fis, o+ F3, | — F3 est un nombre de Fibonacci (on calculera cette
expression pour des petites valeurs de n, et on comparera avec les valeurs de la question 1, afin de trouver
une conjecture, qu’on démontrera ensuite par récurrence).

5. Montrer que tout entier n > 0 s’écrit de maniére unique comme une somme de nombres de Fibonacci distincts
et non consécutifs (récurrence sur n ; considérer n — Fy, ou Fj, est le plus grand nombre de Fibonacci inférieur
a n; on justifiera soigneusement ’existence d’un tel k). Ce résultat est connu sous le nom de théoréme de
Zeckendorf. La décomposition de n obtenue est appelée décomposition de n dans la base de Fibonacci.

6. (*** dur ***) Application : un jeu d’allumettes.

Deux joueurs tirent a tour de role des allumettes d’une boite, avec les regles suivantes :

e Chaque joueur tire & chaque fois au moins une allumette.

e Le premier joueur ne retire pas la totalité des allumettes au premier tour.

e Un joueur tire au plus deux fois le nombre d’allumettes tirées par le joueur précédent.

e Le joueur qui retire la derniére allumette a gagné.

Montrer que le premier joueur a une stratégie gagnante si le nombre initial d’allumettes n’est pas un nombre
de Fibonacci, et que cette stratégie consiste & tirer & chaque étape le plus petit terme de la décomposition
dans la base de Fibonacci (vérifier qu’a chaque étape, le joueur 2 ne peut pas gagner, et que le joueur 1 sera
a chaque étape en mesure de tirer de la sorte).

Que dire du cas ou le nombre initial d’allumettes est un nombre de Fibonacci?

Exercice 8 — Soit (uy,)nen une suite convergeant vers ¢ (fini ou infini) , et f : N — N une bijection. Montrer que
Up, = Ujf(y) converge vers la méme limite que (Un)nen-

Exercice 9 — Soit, pour n € N* :

tok—1 o9k Un,
un =] 2%k v"_kl;[l%—i—l W = o




1. Montrer que les suites (uy )nen+ €t (vn )nen+ sont décroissantes et minorées par 0.

t t+1
2. Mont tout t €] — 1, <
(a) Montrer que pour tou ] +ool, 1 <iv2
1
(b) En considérant u2, et en remarquant que v,, = ——————, établir alors que pour tout n € N*,
(2n+ 1)u,

Lo L 2ym
- X un Y —— Un X 5 4
2y/n Von+1 2n + 1

3. (a) Montrer que (wy,)nen+ est décroissante et qu’elle converge vers un réel \ € [%, %}

(b) En déduire que u, o AU,

4. En considérant la suite (u, v, )nen, établir enfin que

2n 1 ~ on 1
Exercice 10 — Montrer que : Vn € N*, ik +-)vn< Z Vk < o + = ] vn.
3 3 = 3 2

En déduire la limite quand n tend vers U'infini de la suite (;n)neN* définie pour tout n € N* par :

1 n

Exercice 11 — Soit H,, la suite harmonique, définie par :

* - 1
Ho =0, et Vn € N, Hy =3
k=1
1 k+1 1 k
1. Mont -V N2, — = — .
ontrer que : V(m,n) € N7 k—l—l(m—i—l) m—i—l( >
On rappelle que par convention, (n) est nul si p > n.
p
2. Montrer chacune des égalités suivantes :
~ [k n+1 1
v N2 H;, = Hppr —— |,
@ vonm et S (1= (0 (e~ )
(b) Vn € N*, Y Hy = (n+1)H, —n,
k=1
(¢) VYn € N, ZH,% =M+ 1)H:— (2n+1)H, +2n.
k=1
Exercice 12 —
%
1. Intégrales de Wallis. Soit, pour n € N, I,, = / sin” x dz.
0
(a) Calculer Iy et I.
(b) Montrer que pour tout n > 1, I,,11 = " 1.
n+1
(c) En déduire que pour tout entier p > 0,
(2p)
= 2 3
227 (p!)?



~

n+1 InJrl

(d) Etudier le sens de variation de I, et en déduire que pour tout n € N, 1 >

&
3
L

(e) En déduire la limite de (%) , puis la formule de Wallis :
" /neN

. (2p)! 1
pll»r-l{loo\/]3 220 (ph2 /1

nle”

2. Formule de Stirling. Soit, pour n € N*, S, = In ——.
n"y/n
1
(a) Soit u, = S,, — S,,—1. Montrer que u,, = O (—2>
n
(On pourra utiliser un développement limité du logarithme)
(b) En déduire que S,, admet une limite finie S dans R.
nle” o2
(c) Soit, pour n € N*, 0, = ——. En calculant de deux maniéres la limite de —, déterminer la valeur

n"\/ﬁ O2n,
de S.

(d) En déduire la formule de Stirling : n! = n"e™"v2mn(1 + o(1)).



