
Ly
ée La Bruyère, Versailles 2011/2012ECS 2 � Mathématiques Analyse 2bis � Plus d'exer
i
es sur les sériesExer
i
e 1 � Soient ∑ an et ∑ bn deux séries 
onvergentes à termes positifs.1. Montrer que les séries de termes généraux min(an, bn) et max(an, bn) 
onvergent2. Montrer que ∑√
anbn 
onverge.3. En déduire que, si ∑ an 
onverge, alors∑√

anan+1 
onverge. La ré
iproque est-elle vraie ?Exer
i
e 2 � Soit∑un une série à termes positifs. Montrer que les séries∑un et∑ un

1 + un

sont de même nature.Exer
i
e 3 � (Oral HEC) � Méthode de Stirling pour le 
al
ul appro
hé de ζ(3).La fon
tion ζ de Riemann est dé�nie sur son domaine de dé�nition par ζ(x) =

+∞
∑

n=1

1

nx
.1. Déterminer le domaine de dé�nition de ζ.Le but de l'exer
i
e est de trouver une valeur appro
hée à 10−8 près de ζ(3). On note Sn =

n
∑

k=1

1

k3
.2. (a) Établir que 1

2(n + 1)2
6 ζ(3) − Sn 6

1

2n2
.(b) Donner une minoration de la valeur minimale n0 pour laquelle Sn0 soit une valeur appro
hée à 10−8près de ζ(3) ?(
) En admettant une erreur d'arrondi de 10−11 sur 
haque quotient 1

k3 , montrer que le 
al
ul e�e
tif de
ζ(3) à 10−8 près est impossible par 
ette méthode.3. Déterminer des réels a, b et c tels que pour tout n ∈ N

∗,
1

n3
=

a

n(n + 1)(n + 2)
+

b

n(n + 1)(n + 2)(n + 3)
+

c

n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)
+ εn,où lim

n→+∞
n5εn = 0. Véri�er que :

εn =
50n + 24

n3(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)
et 0 < εn <

50

n6
.4. En remarquant que :

∀n ∈ N
∗,

1

n(n + 1) · · · (n + m − 1)
− 1

(n + 1) · · · (n + m)
=

m

n(n + 1) · · · (n + m)
,
al
uler :

+∞
∑

n=1

1

n(n + 1)(n + 2)
,

+∞
∑

n=1

1

n(n + 1)(n + 2)(n + 3)
et +∞

∑

n=1

1

n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)
.5. Pour tout n ∈ N

∗, on pose Tn =
1

2 · 2!
+

3

3 · 3!
+

11

4 · 4!
+

n
∑

k=1

50k + 24

k3(k + 1)(k + 2)(k + 3)(k + 4)
.Montrer que : ∀n ∈ N

∗, 0 < ζ(3) − Tn <
10

n5
.6. Quelle valeur de n0 su�t-il de prendre pour que Tn0 soit une valeur appro
hée de ζ(3) à 10−8 près ?Exer
i
e 4 � Nature des séries suivantes :

∑ 1
√

n ln6
n

∑ (−1)n

E(n + sinn)

∑

n − n2 sin

(

1

n

)

+
1

6
ln

(

1 − 1

n

)

.1



Exer
i
e 5 � Cal
uler les sommes suivantes :
+∞
∑

n=0

(n2 + 1)e−n et +∞
∑

n=0

(n + 1)3

n!
.Exer
i
e 6 �Déterminer la nature des séries suivantes :1. ∑

n>2

1√
n lnn2. ∑

n>2

an

lnn
, a ∈ R

1. ∑
n>0

lnne−(n+α)β , (α, β) ∈ R × R
∗
+2. ∑

n>1

cosα

(

sin

(

1

n

))

− 1, α ∈ R. 1. ∑
n>1

(

ecos( 1
n ) − e

)2. ∑
n>2

(−1)n

√
n + (−1)n

.Exer
i
e 7 � (Les questions sont indépendantes)1. Nature de la série ∑
n∈N∗

(

(

1 +
1

n
+

1

n2

)
1

sin(1/n)

− e

)2. Nature et somme de la série ∑
n∈N

3n3 − 2n2 + n − 1

n!3. Nature et somme de la série ∑
n∈N

n3

3nExer
i
e 8 � En utilisant les séries dérivées de la série géométrique, justi�er la 
onvergen
e et montrer que
+∞
∑

n=1

n

2n−1
cos((n − 1)x) =

(

3 − 4 cosx + 2 cos2 x
)2

(5 − 4 cosx)2
.Exer
i
e 9 � Nature des séries suivantes :1. ∑

n∈N

n lnne−
√

n+12. ∑
n∈N∗

cos

(

ln

(

1 +
1

nα

))

− 1, α ∈ R
+.Exer
i
e 10 � Nature des séries suivantes :∑(−1)n ln(ln(n)), ∑ cos

(

sin
1

n

)

−e
1

n2 , ∑ 1

E(ln n)
, ∑(−1)n sin

1

n
.Exer
i
e 11 � (Sommation par groupements de termes)Soit ∑ un une série à termes positifs. Soit (pn)n∈N une suite stri
tement 
roissante d'entiers positifs, ave


p0 = 0, et soit (vn)n∈N la suite dé�nie par
∀n ∈ N, vn = upn + · · · + upn+1−1 =

pn+1−1
∑

k=pn

uk.On note pour tout n ∈ N, Sn =
n
∑

k=0

uk et Tn =
n
∑

k=0

vk les sommes partielles des séries de termes généraux un et vn.Le but est de montrer que ∑un et ∑ vn sont de même nature, et que si elles 
onvergent, leur somme est égale.Autrement dit, on peut sommer une série à termes positifs en groupant d'abord les termes par paquets de termes
onsé
utifs, en sommant sur 
es paquets, puis en faisant la somme des résultats obtenus pour 
haque paquet.1. Montrer que pour tout n > 0, Tn = Spn+1−1.2. En déduire que si ∑ un 
onverge, alors∑ vn 
onverge. Comparer alors +∞
∑

n=0

un et +∞
∑

n=0

vn.Utilise-t-on l'hypothèse que pour tout n ∈ N, un > 0 pour 
ette impli
ation ?3. Si ∑ vn 
onverge, montrer que (Sn)n∈N est majorée, et en déduire que ∑un 
onverge.4. En déduire que ∑ un et ∑ vn sont de même nature, et que si elles 
onvergent, elles ont même somme.5. Trouver un 
ontre-exemple à la question 3 lorsque ∑un n'est pas à termes positifs.2


