LycEE LA BRUYERE, VERSAILLES 2011/2012
ECS 2 — Mathématiques

Analyse 3 — Intégrales impropres

Exercice 1 — Etudier la nature et, en cas de convergence, calculer la valeur des intégrales suivantes.
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Exercice 2 — Soit f une fonction continue sur [a, +00[, a € R. Montrer que si f admet une limite non nulle en

+oo
+00, alors / f(t) dt diverge.

Exercice 3 —
400 . n
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1. On pose, pour tout n € N*, [, = / 53 dz
0 2+
Montrer que pour tout n € N*| I, est bien définie, et que la suite (I, )nen+ tend vers 0

Indication : on pourra utiliser la relation de Chasles, en coupant l'intégrale en deux en a € RY.
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a " / (@ + 1)

Exercice 4 — Etudier la nature des intégrales impropres suivantes :
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Exercice 5 — Soit f une fonction de Ry dans R, de classe C, telle qu'il existe a > 0 tel que pour tout z € R,

0 f(2)
f'(z) = a. Montrer que / o dx diverge.
1



1
Exercice 6 — Soit f une fonction continue sur [0, 1[. On suppose que / f(z) da converge absolument
0

1
1. Montrer que pour tout n € N, / x" f(z) da converge.
0

2. Soit e >0
1
(a) Montrer qu'’il existe a €]0, 1 tel que pour tout n € N, / 2" f(z) dz| < %
(b) Ce a étant choisi, montrer qu’il existe un réel M tel que
a an+1
2" f(x) do| < M .
A /(@) n+1
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(¢) Montrer que liIJIrl 2" f(z) de = 0.
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Exercice 7 — Nature et valeur des intégrales suivantes :
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Exercice 8 —
. oo dx
1. Justifier la convergence et calculer la valeur de —_—
o 143
2. 0 tout n € N*, T /+OO dr
. On pose, pour tout n , In = _—.
e o (ra)r
(a) Montrer que pour tout n € N*, I,, converge.
(b) Montrer que pour tout n € N*, I,, 11 = 37:,5;1In.
(¢) En déduire la valeur de I,, en fonction de n.
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Exercice 9 — Soit n un entier positif ou nul, et F,, : x — /0 m

On définit, pour tout ¢t € Ry, la fonction f; sur R par fi(z) = m
x

1. Domaine de définition de F,, ?
2. On suppose dorénavant que x > 0. Soit h un réel non nul tel que |h| < §.

(a) Soit t € Ry. Soit M un majorant de f;’ sur [z,x + h] (ou [z + h,z]). Justifier que :

h 2
(b) Calculer f], f/.
2n(t? + 4(2 3)x?
(c) Montrer que pour tout y entre x et = + h, on a |f,'(y)| < n(t” + 4( 2n +3) )
(12 + Z2)n+2
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(d) Montrer que / nit”+ (? + 3)2”) dt converge
0 (tZ + %)n+2
(e) En déduire que F), est dérivable en x et que
1
= —2nzF,11(x)
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3. Calculer, pour tout x € R, Fi(z). En déduire que pour tout n € N*, et tout a € R :
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Exercice 10 — Aprés avoir justifié leur convergence, calculer les intégrales suivantes :
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Exercice 11 — Justifier la continuité des fonctions définies sur un domaine & préciser par :
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Exercice 12 — Justifier la dérivabilité des fonctions suivantes définies sur un domaine a préciser, et exprimer leur
dérivée sous forme d’une intégrale (on pourra commencer par utiliser I'inégalité de Taylor-Lagrange sur I'intégrande,
vue comme fonction en x, & t fixé).
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Exercice 13 - (Etude de la fonction I')

1 1
1. Montrer que pour tout > 0, I'(x) > f/ t*~1 dt.
€ Jo

En déduire que lim I'(z) = +o0.

z—0
+oo
2. Montrer que pour tout z > 1, I'(z) > 2””_1/ et dt.
2
En déduire la limite de I'(z) lorsque z tend vers +oo.

On pose, pour tout ¢t € R, f; la fonction définie sur R par fi(x) = tr—let,
3. Montrer que f; est de classe C? sur R, et calculer f] et f/'.
4. Soit x € R% , et h € R tel que || < min (%, 1).
(a) Montrer que pour tout ¢t € R,

h

fe(@) (z)] < gMz(th)a

. [ (Int)?e " sit>1
ot My(t,z) = { (Int)2e~ft>71 sit< 1.



(b) Justifier la convergence des intégrales
1 ) +o00
/ (Int)%e~ftz71 dt et / (Int)%e~"* dt.
0 1
(c) En déduire que I' est dérivable sur RY, et que pour tout x € R* ,
—+o0
I'(a) = / fi(x) dr.
0
5. Montrer que la fonction I' est convexe sur R

Exercice 14 — Soit F' la fonction définie en tout = de R pour lequel l'intégrale est convergente par :

“+oo t:L’
F(x) = / dt.
0

1+1¢2
1. Montrer que le domaine de définition de F' est D =] — 1,1]
2. A l'aide d’un changement de variable, montrer que F est paire sur | — 1, 1. Déterminer F(0).

3. (a) Montrer que pour tout x €] — 1, 1],

1 t:l) +oo tm72
F(x)}/ —dt+/ dt.
0 2 1 2

(b) En déduire la limite de F en —1 et en 1.
4. Soit = € [0, 1], et a un réel tel que z < a < 1. Montrer que pour tout y de [0,a], on a :

, tv t* (Int)t*|  (y—xz)? (Int)?
vt €|0,1], |—— - —— —(y — < , et:
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5. Justifier que / (In?) dt et / % dt sont, convergentes
o 1+¢2 1 14 1¢2
6. En déduire que F est dérivable sur |0, 1[, et dérivable & droite en 0. Exprimer ces dérivées.
1 “+oo
Int Int
7. Montrer que /0 1_1;7 dt = — /1 1_1;7152, et en déduire que F(0) = 0, puis que F' est dérivable sur |—1,1].

8. (a) Montrer que pour tout = €] — 1,1],

+< (In z _ 1
F'() :/1 W dt.

(b) En déduire les variations et la convexité de F sur | — 1,1].
(¢) Tracer allure du graphe de F.

Exercice 15 — Montrer que la fonction F' suivante est dérivable sur son domaine de définition (qu’on précisera),
sauf en 0 (la non dérivabilité en 0 n’est pas & démontrer), et exprimer sa dérivée a l'aide d’une intégrale :
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Exercice 16 — On définit, pour tout z € R :

e¥ +e” e —e* sh(x)

ch(r) = =,

Déterminer, en fonction de sh et ch, les dérivées des fonctions sh, ch et th.
Quelles sont les variations de sh ? Déterminer ses limites en —oo et en +oo.
Quelles sont les variations de th 7 Déterminer ses limites en —oo et en +oo.

LN =

Montrer que pour tout z € R, ch®z — sh?z = 1.

o dx
5. Aprés avoir montré sa convergence, calculer I'intégrale /  ———
0o (1 + x2) 2
On pourra pour cela faire un changement de variables x = shy.



