LyCEE LA BRUYERE, VERSAILLES 2011/2012
ECS 2 — Mathématiques

Analyse 5 — Fonctions de plusieurs variables : continuité, calcul différentiel

Exercice 1 — Domaine de définition et existence d’une limite en (0, 0) des fonctions f : R? — R définies par :
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Exercice 2 — Etudier la continuité des fonctions f : R? — R ci-dessous. Etudier I'existence des dérivées partielles
et le caractére C'.
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Exercice 3 — Soit f : R? — R de classe C', et F = R? — R définie par :

F(x,y,z)zf(ac—y,y—z,z—x).

Calcul 6F+6_F+6_F
alculer O ay 82.

Exercice 4 — Soit f et g deux fonctions de classe C? sur un ouvert 2 de R™. Calculer les dérivées partielles d’ordre
1 et 2 de fg en fonction des dérivées partielles de f et de g.

Exercice 5 — Soient f,u,v : R? — R des fonctions de classe C? et ¢ définie sur R? par :

V(z,y) € R%, g(z,y) = f(ulz,y),v(z,y)).
Déterminer les dérivées partielles premiéres et secondes de g en fonction de celles de f, u et v.

Exercice 6 — Montrer que la fonction X ﬁ est de classe C! sur l'ouvert R™ \ {Og~}. Déterminer son

développement limité d’ordre 1 au voisinage de Xj.

2y siz>y?

2z
Exercice 7 — Soit f la fonction définie par : f(z,y) = — si|z|<y?ety#0
Y

-2y siz < -y

1. Montrer que f est continue sur R2.



2. Montrer qu'il n’existe aucun (4, a, 3) € R x R% x R tel que :

V(SC,SC/,y> 6] - Oé,Oé[X] - Oé,Oé[X] - ﬂaﬂ[? |f(:E,y) - f(:c/,y)| < A|:L' - SC/|.

Exercice 8 — Pour tout (z,y) € R?, on définit f,, : [~1,1] — R par f,,(t) = 2t> + yt, et on note :

F(z,y) = sup fuy(t).

y? . 0 et | |<t€[*2111]

1. Montrer que F(z,y) = 4a S% r<Uetlyls —2v
x+|y| sinon.

2. Etudier la continuité de F sur R2.
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Exercice 9 — Soit f : R — R de classe C?, et g : R* — R définie par : g(z,y) = T —y Le
f'(z) siz=y.
but de I'exercice est de montrer que g est de classe C! sur R?. Soit zg € R.
1. Montrer que la limite de g lorsque (x,y) tend vers (xg,xq), avec x # y, est f'(zo) (ind. : TAF).
En déduire que g est continue sur R?.

g(xo + h,z0) — g(xo, o)

2. Pour h € R*, exprimer en fonction de f.

h
Déterminer la limite de cette expression & I'aide d’une formule du cours.

0
a—g(ac, y) en fonction de (z,y), et déterminer sa limite.
x

En déduire que g est de classe C! sur R?,

3. Pour z # y calculer

Exercice 10 — Soit f : 2 — R de classe C! sur un ouvert convexe 2 non vide de R™.
1. On suppose que, pour tout X € , Vfx = 0. Montrer que f est constante.

2. On suppose que I'application X — V fx est constante sur €2 et que. Montrer que f est affine sur 2, c’est-a-dire
qu’il existe un réel b tel f — b soit sur Q la restriction d’une forme linéaire (on pourra utiliser une formule de
Taylor centrée en un point a € Q)

Que vaut b lorsque 0 € 27
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Exercice 11 — Soit f : 2 — R de classe C? sur un ouvert £ de R™. On pose Af = Z . Montrer que si

i=1
u,v : Q — R sont deux fonctions de classe C2, on a

A(uv) = uAv + 2 (Vu, Vo) + vAu.

Exercice 12 — Soit U un ouvert de R?, et f : U — R de classe C2. On appelle laplacien de f la fonction

>’f  0*f
Af = —% + —=.
/ 0x? * 0y?
On dit que f est harmonique si Af = 0.

1. Pour (z,y) € R?, soit z = x + 4y, et f(z,y) = In|e** |. Montrer que f est harmonique sur R2.
of of of  of

2. Soit f une fonction de classe C3, harmonique sur U. Montrer que =—, =~ et y—=— — x—— sont harmoniques.
dzr’ Oy or dy

x
3. Moutrer que la fonction définie par f(z,y) = Arctan — est harmonique sur R x R*.
Yy

Exercice 13 — Soit f : R? — R définie par : f(z,y) = x2 + 92 si (2,y) # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0).
0% f 0*f

& / & / et
Jdxdy  Oyox

910y (0,0) et g0 sont-elles continues ?

Comparer (0,0). Les dérivées partielles secondes



Exercice 14 — Plan tangent en (0,0) des fonctions suivantes (éventuellement prolongées par continuité) :

1
— — _ 3. flz,y) = —/—/—/—.
1. f(z,y) =14z \/11+:c Y f(z,y) T+ cos( 1 9)
2. f(z,y) = . sin(z + y) — sinz — sin
) V2 + 2 +1n(l +y) 4. flz,y) = £ +y) o 3
Exercice 15 — Développement limité & 'ordre 2 en A des fonctions suivantes définies sur R? :
L f(z,y) =sin(z + 2y), A= (0,0) 1. f(z,y) =e = =% cos(zy), A=(0,0)
2. f(zay):mv A=(0,0) 2. f(x,y):e””zcosy, A=(1,0)
Exercice 16 — Déterminer, si elles existent, toutes les fonctions f : D — R, telles que
of 2+ of y?
_(‘Ta y) = _(:L'a y) =
(o) 2 oz y _ w2 Oz (x4 y)?
1. D = (R*)?, g(x - 2%y 2. D =R*\ {0}, g - 22
ay Y T (’)y(x’y) (v +y)?

Exercice 17 — On considére I'équation différentielle (E) :

20%f Pf | L0 _

— +2
¥ 92 + xy@x@y 4 Oy>

oll 'inconnue f est une fonction de classe C2 sur R% x R.
1. Si f est une fonction de classe C? sur R% xR, on définit g : RY x R — R par :

g(u,v) = f(u,uv).

82
Justifier Iexistence de —2. La calculer.
ou?
. . . . 9%
2. En déduire que f est solution de (E) si et seulement si 902 = 0.
u

Montrer qu’il en est ainsi si et seulement s’il existe deux fonctions k et £ de classe C2 sur R telles que
V(u,v) e RT xR, g(u,v) = uk(v) + £(v).
3. En déduire les solutions de (E).

Exercice 18 — On se propose de déterminer les fonctions f de classe C* sur R telles que la fonction G' définie

sur (R%)? par G(z,y,2) = f (mz;yZ) ait un laplacien nul sur (R% )3, le laplacien de G étant la fonction définie la

ol cela est possible par

B 0%’G L 0%G L 0%G

022 9y? o 0227

1. Soit f une solution du probléme, montrer alors que la fonction u — uv/1 4+ uf’(u) est constante sur R .

2. Déterminer deux réels a et b tels que :

AG

1 a b
Vte R\ {-1,1}, t2—1:t—1+t+1'

Yo dx
En déduire, pour tout y > 0, la valeur de _—
P 4 /3 zv/1+4+z

3. Conclure.

Exercice 19 —
1. Soient ¢ et § deux fonctions de classe C2 sur R?, a valeurs dans R. On définit (dans cette question uniquement)
la fonction f de R dans R% par :

Y(e,y) € R f(o,y) = vay- o (L) +b(ay).
Montrer que
0% f 02

. f
V(z,y) € RY, 902@(1”&) - yQa—QQ(z,y) =0 (1)



2. Soit f une fonction de classe C? sur (R%)?, qui vérifie ’équation (1). On définit une fonction g sur (R%)? par :

Vo) € (RS2, glu ([ Vi)

Justifier que g est de classe C? sur (R%)?, et montrer que

0
V(U,’U) € (R;)Qv a_(uvv) —2u
3. On se propose de déterminer ’ensemble des fonctions h de classe C! sur R% qui vérifient :
Ve RY, W(t)+ %h(t) —0 (3

(a) Vérifier que la fonction ¢ — & définie sur R7 est solution de (3).
(b) Soit h une solution de (3). Montrer que la fonction t — t*h(t) définie sur R est une fonction constante.
(¢) En déduire 'ensemble des solutions de I’équation (3).

4. Soit f une fonction de classe C? sur (R*)?, solution de I'équation (1). Justifier existence de deux fonctions
6 et ¢ de classe C? sur R, telles que

Y(e,y) € R f(oy) = vag- o (L) +0(ay).

Exercice 20 — (fonctions homogénes)

1. Soit f: R™ — R une application et a € R. On dit que f est positivement homogéne de deghré « si :
V(z1,...,2q) €R™, VE>0, [f(tzy,...,tey) =1tf(21,...,240).

On suppose que f est de classe C'.

(a) Montrer que si f est positivement homogéne de degré «, ses dérivées partielles sont positivement homo-
génes de degré a — 1.

(b) Montrer que si f est positivement homogeéne de degré «, on a :

n

0
V(zla' ..,ZEn) € Rna sz%(zla '-7$n) = Oéf(l'l,. 7$n)
i=1 ¢

(c) On suppose réciproquement que f vérifie la relation de la question précédente. Montrer que pour tout
(z1,...,2n) € R™, Papplication ¢ : t — f(tx1,...,tx,) vérifie 'équation différentielle :

V>0, () = Selt).

En déduire que f est positivement homogéne de degré a.

2. On veut déterminer toutes les fonctions f : R? — R de classe C! vérifiant :

0 B )
o) € wgl )ty () = i ()

(a) Déterminer une solution positivement homogene fo de ().

(b) Montrer que f est solution de (x) si et seulement si g = f — fo vérifie :

dg dg
2 —_ —_— e
V(o9) €R, aZ(nn) +y5h(w.0) = 0.

En déduire que g doit étre constante.

(¢) Conclure.



