LycEE LA BRUYERE, VERSAILLES 2011/2012
ECS 2 — Mathématiques

Algébre 1 (corrections) — Algébre linéaire (révisions)

Correction de ’exercice 3 — Soit E un R-espace vectoriel.

1. @ Montrons que la somme Ker(g) + (Ker(f) NIm(g)) est directe. Cela provient du fait que, puisque g est un
projecteur, Ker(g) et Im(g) sont en somme directe (ils sont supplémentaires dans E). Ainsi

{0} C Ker(g) NKer(f) NIm(g) C Ker(g) NIm(g) = {0}.

Ainsi, par double-inclusion, Ker(g) N Ker(f) NIm(g) = {0}, donc ‘ Ker(g) @ (Ker(f) NIm(g)) est directe‘

e Soit z € Ker(f og). Alors f o g(z) = 0. Comme E = Ker(g) ® Im(g), il existe z1 € Ker(g) et z2 € Im(g)
tels que x = x1 + 2. On a alors

0=fogla)==fog(a:)+ foglrs).

Or, x1 € Ker(g), donc fog(x1) =0, et x5 € Im(g), et g étant un projecteur, g(xs) = x5. Donc la relation
précédente se réécrit 0 = f(x2), et par conséquent x4 € Ker(f).

On a donc z = x1 + x2, ot 21 € Ker(g) et z2 € Ker(f) NIm(g). Ainsi x € Ker(g) ® (Ker(f) NIm(g)).

On obtient donc l'inclusion ‘ Ker(f og) C Ker(g) ® (Ker(f) NIm(g)). ‘

e Réciproquement, soit z € Ker g, alors fog(x) = f(0) = 0, donc Ker(g) C Ker(fog). Soit x € Ker(f)NIm(g).
Alors, comme g est un projecteur, g(x) = z, donc 0 = f(z) = fog(z), donc z € Ker(f og). Par conséquent,
Ker(f) NIm(g) C Ker(f og). Ces deux inclusions aménent Ker(g) @ (Ker(f) NIm(g)) C Ker(f o g).

Les deux inclusions aménent 1’égalité.

2. o Soit x € Im(f o g). Il existe y € E tel que x = f(g(y)), donc x € Im(f). De plus, v =z — g(y) + g(v), et
flx=9g(y)) = f(x) — fogly) =2 —x =0, car f(x) =z, puisque € Im(f), et f est un projecteur. Ainsi,
x € Ker f +Im(g). Donc = € Im(f) N (Ker f + Im g)
e Réciproquement, si x € Im(f) N (Ker f + Img), alors il existe y € E, 2 € E, et t € Ker(f) tels que
z = f(y) =t+ g(z). Alors

r=f(y)=fof(y)=f(t)+fogly)=fogly),

donc z € Im(f o g).

3. ¢ Ona (id—g)? =id +¢g? —2g =id + g — 29 = id — g, donc id — g est un projecteur.
e Si p est un projecteur, Im(p) = Ker(id — p), car = € Im(p) si et seulement si p(xz) = 2. En appliquant cela
aid —g et a g, il vient :

Im(id — g) = Ker(id — (id — g)) = Ker(g) et Im(g) = Ker(id — g).

4. On suppose que f et g sont deux projecteurs de F.
e Si fog est un projecteur également, alors Im(f o g) C Ker(f o (id — g)). En effet, soit « € Im(f o g). Alors,
comme f o g est un projecteur, x = f o g(x), et donc

f(z) = fPog(x) = fog(x) soit: flx—g(x)=0 soit: fo(id—g)(x) =0.

Ainsi, Im(f o g) C Ker(f o (id — g)), et d’aprés la description donnée pour ces espaces, du fait que f, g et
id — g sont des projecteurs,

Im(f) N (Ker(f) + Im(f)) C Ker(Id — g) & (Ker(f) NIm(id — g)) = Im(g) @ (Ker(f) N Ker(g)).
e Réciproquement, si cette inclusion est vérifiée, donc si Im(f o g) C Ker(f o (id — g)), soit € E. Alors
(fo(id—g)(fog)(z)=0 soit: fPog(x)—(fog)(x)=0 soit: fog(x)=(fog)*(x).

Ceci étant vrai pour tout x, f o g est un projecteur.



Correction de l’exercice 7 — Remarquez que le théoréme des noyaux itérés démontré dans ’exercice précédent
permet de conclure directement : Comme dim(Ker(f°)) = 0, dim(Ker(f)) = n (thm du rang) et dim(Ker(f3)) =
(p + 1)n, la décroissance de la suite des différences successives de ces dimensions améne n > dim Ker(f?) —
dim(Ker(f)) = (p + 1)n — dim(Ker(f?)), donc dim(Ker(f?)) < 2n puis (p + 1)n < 3n, et comme p > 2, cela
améne p = 2 nécessairement. De plus, si dim Ker(f?) < 2n, on a aussi I'inégalité stricte (p + 1)n < 3n, ce qui est
impossible.

Maintenant qu’on a compris la raison profonde de ce résultat, rédigeons la preuve en contournant 'utilisation du
théoréme des noyaux itérés.

Soit u : Im(f) — F la restriction de f a Im(f). Alors Ker(u) = Ker(f) N Im(f) C Ker(f), et assez évidemment,
Im(u) = Im(f?) (justifiez-le proprement tout de méme). Appliquons le théoréme du rang a u :

rg(f?) + dim(Ker(f) C Im(f)) = rg(f) = pn.
Comme dim Ker(f) = n, on obtient :
rg(f*) = pn—n=(p—1n=>n,

car p = 2.
Soit v : Im(f?) — E la restriction de f a Im(f2). Alors Ker(v) = Ker(f) NIm(f?) et Im(v) = Im(f3) = {0}. Ainsi,
d’aprés le thm du rang :

rg(f?) = 0 + dim(Ker(f) N Im(f?) < n.

Les deux inégalités aménent 1’égalité.

Correction de ’exercice 14 —

1. Montrons que E un un sous-espace vectoriel de I’ensemble RF de toutes les fonctions de R dans R.
e On a évidemment E C RE.
e Avec P =0, on obtient 0 € F,
e Soit f et g dans E et A € R. Il existe donc P et @ dans R, [X] tels que :

Ve e R, f(z)= P(x)e” et g(z) = Q(x)e”.
Ainsi,
Ve e R, (f + Ag)(z) = (P(x) + A\Q(z))e".

Comme, d’aprés les régles sur les degrés, P + AQ est encore un élément de R, [X], il vient que f + Ag est
dans F.
Ainsi, E est un sous-espace vectoriel de R¥, donc c’est un espace vectoriel.

De plus :
e Soit f € E, il existe P € R,[X] tel que f = P - exp. Notons :

P(X)=a, X"+ -+ ap.
Alors . .
Ve eR, f(x) = Zaixieg” = Zaibi(m).
i=0 i=0

n

Par conséquent, f = Z a;b;. On en déduit que B est une famille génératrice de F.
i=0
e Soit Ag,..., A, tels que

Z Aib; =0 soit: Vr € R, Z \izte® = 0.
i=0 i=0

Comme 'exponentielle est strictement positive sur R, on peut simplifier par e*, et il vient

Vo € R, Zx\ixi =0.
i=0

n .
Ainsi, le polynome > ;X" admet une infinité de racines. Il s’agit donc du polynéme nul, donc tous ses

=0
coefficients sont nuls, et donc :

Ainsi, B est une famille libre.



La famille B étant libre et génératrice de E, c’est une bas de E. Puisque cette base est de cardinal n + 1, on
obtient dim £ =n + 1.

2. (a)

Soit f € E. Il existe donc P € R, [X] tel que
Ve e R, f(x)= P(x)e".
Tout d’abord, D est bien définie, puisqu’une telle fonction est dérivable sur R, et :
Vo € R, D(f)() = f(z) = (P'(x) + P(x))e".

Comme deg P’ < deg P, on a encore P 4+ P’ € R, [X], donc f' € E. Ainsi, D est bien définie de E dans
E.

De plus, pour tout (f,g) € E?, et tout A € R,
DAf+g)=\f+9) =A"+4¢ =AD(f) + D(g).

Ainsi, D est une application linéaire.
Par conséquent, D est un endomorphisme de FE.
On a, pour tout i € [1,n], et tout = € R,

D(by)(x) = bj(x) = (2" 4+ iz" " )e® = b;(x) + ibi_1 ().

Ainsi, les coordonnées de D(b;) dans la base B sont :

O = O

0,
le terme 1 étant sur la ligne d’indice ¢ (la ligne supérieure étant d’indice 0, correspondant a U'indice de
l’élément correspondant by de la base B)

De plus, si i = 0, by = exp, donc D(by) = (bg), et la colonne correspondante est contituée d’un 1 en
premiére coordonnée, et des 0 partout ailleurs. Ainsi,

1 1 0 0
0 1 2
Mats(D)= o ¢ 0
1 n
0 0 1

Cette matrice est carrée d’ordre n + 1.

La matrice de D dans la base B est triangulaire supérieure, de coefficients diagonaux tous non nuls, donc
elle est inversible. Donc D est un isomorphisme.

La matrice de D dans la base B est triangulaire supérieure, de coefficients diagonaux tous égaux & 1.
Ainsi, D posséde une unique valeur propre égale a 1. Or, D n’est pas une homothétie (sa matrice dans
la base B n’est pas de la forme A, 1), donc D n’est pas diagonalisable.

Nous venons de justifier que Sp(D) = {1}. De plus, étant donné f dans E, f est dans le sous-espace
propre Ej associé a 1 si et seulement si D(f) = f. Or, soit P tel que

Ve e R, f(x)= P(x)e".
Alors
Vz €R, D(f)(x) = (P(z)+ P'(z))e",

et par conséquent, D(f) = f si et seulement si pour tout x € R, P’(x) = 0, donc si P est un polynome
constant.

Ainsi, Ey = Vect(exp), c’est la droite vectorielle engendrée par la fonction exponentielle, ¢’est-a-dire par
bg.



0 1 2 :

(@) OnaB= g ¢ . . o] Ansi:Vje[l,n], f(b;)=7jbj—1,et f(by)=0.
: -1 n
0 -+ -~ 0 1

(b) En itérant ces relations, on trouve :

GG =1 G=k+ Dby sik<j

Vje[o,n], Vke N, fFb,)=
J € [o.n] £ ) {o si k> J.

En déduire I'expression de f*(b;), pour tout j € [0,n] et tout k € N.
(c) On en déduit que :

0 --- 0 ’(% 0 0
0 0 (k';l)!
0
B* = ! sik<n
0 (n—k)!
0 0
0 0 0 0

et B¥ =05sib>n.
(d) Bien entendu, B commute avec I,,11, donc on peut utiliser la formule du bindme. Soit & < n. Alors

AF = (B4 I,41)F = zk: (?) B’

£=0
Je vous laisse donner la description matricielle de A*, c’est plus facile avec un stylo qu’avec un ordinateur.
Il reste dans cette matrice un coin supérieur droit constitué de 0.

Si k > n, cette fois, la somme précédente est tronquée, puisque les valeurs de B sont nulles pour £
suffisamment grand. On remplit alors toute la partie supérieure de la matrice.

(e) Les coordonnées de D¥(b,,) dans la base B sont obtenues en multipliant la matrice A par le vecteur
0

colonne | - |, reprsentant les coordonnées de b, dans la base B. Ce produit est égal & la derniére

1

colonne de AF.
e Ainsi,sik < n:

Par conséquent, si k < n

k
|
Ve € R, 0F) (z) = Z (;) (n%'g)'znfle@

£=0
On retrouve ce résultat directement par utilisation de la formule de Leibniz, en notant f; la fonction

o vz eR, vM(z) = zk: (if) exp*(z) fL(z) = zk: (’;) (nilg)'x"_éez.

=0 =0 :



e Si k > n, tout se passe de méme en tronquant la somme :

Par conséquent, si k > n
n
k n!
Vz e R, b () = " e,
n () Z ) (n—12)!
£=0
On retrouve ce résultat directement par utilisation de la formule de Leibniz, de méme que plus haut,

en constatant que les derniers termes apparaissant dans la somme sont nuls, car correspondent & une
dérivée d’un polynéme, d’ordre supérieure & son degré.

4. Dans cette question, et uniquement dans cette question, on suppose que n = 5.
0 0

(a) On a donc A =

S OO ==
O = W oo
— s O O O

2
1
0
0

OO O OO
= ot o O O

00 0O

On calcule A~! par la méthode du pivot, en faisant les mémes opérations sur I,,.; que celles qui
permettent de passer de A a I, 41 :

110 0 0 0f1 0 0 0 0 O
012000010000
A 001 3 00001000
0001 40]/00 0100
0000 15|0000T10O0
0 000O0 1|00 0001
1100 0 O0f1 OO O0O0 O
01200001000 O
Ls <—£>— 5L¢] 0 01 3 0 0|0 O 1 0 0 O
0001 40{0O0O01O0 O
0 000100 0O0O0T1 -5
0 000O0OT1T|000O0O0 1
1100 0 01 000 0 O
0120000100 0 O
Ly eﬂ; 4Ls{ 0 001 3 0 0|0 0 1 0 O O
0001 0O0|0O0O0T1 —4 2
00001 O0j0O0O0O0 1 =5
00000 1|0 000 O 1




1 10000[1 000 0 0
012000/0100 0 0
Ly Ly=3L[ 0 0 1.0 0 00 0 1 12 =60 0
000100000 1 -4 2
0000T10/000TO0 1 -5
0000O0T1/000 0 0 1
11000010 0 0 0 0
01000001 -2 6 24 —120
LoLy—=2Ly[ 00 1.0 0 0/0 0 1 —3 12 —60
000100/00 0 1 —4 20
000010/00 0 0 1 -5
0000O0T1/l00 0 0 0 1
1000001 -1 2 —6 24 -120
0100000 1 -2 6 —24 120
Li-Ly-Ly| 00 1 00 0[0 0 1 -3 12 =60
000100/0 0 0 1 -4 20
0000T10/0 0 0 0 1 =5
0000O0T1/0 0 0 0 0 1
1 -1 2 —6 24 —120
0 1 -2 6 -—24 120
. o 0o 1 -3 12 —60
Ansi, A= 0 g 0 1 4 20
o0 0 0 1 -5

0 O 0 0 0 1

(b) La primitivation étant 'opération inverse de la dérivation, les coordonnées d’une primitive de b5 dans
la base B sont données par

0 ~120
0 120
o] | =60
A7 20
0 -5
1 1

Ainsi, une primitive de b5 est la fonction Bs définie par :
Vo € R, Bs(z) = (2° — 52* + 202 — 602 4 1202 — 120)e”.

0
(¢) La seule impropreté de l'intégrale / z5e” dx est en —o0. Or, e® =0 (%) au voisinage de —oo, donc
— o0
zPe® = o (;12) Par comparaison a une intégrale de Riemann convergente, on obtient la convergence de
I'intégrale. De plus

0 0
/ 2% dz = [(x5 ~ 50t 4 202% — 6022 + 1202 — 120)e1L_ — 120 = 5|,
d’aprés les croissances comparées. On retouve la valeur de I'(6). En effet, en effectuant le changement
de variables y = —x, on obtient
0 +oo
/ 25 dx = —/ yPe ¥ dy = T'(6).
—00 0

5. C’est bien entendu une base de E et non de R, [X] qu'il faut trouver (sinon la question n’a clairement aucun
sens) On a, pour tout i € [1,n], D(b;) = b; + ib;—1, donc b;—1 = 2(D(b;) — b;).
On recherche une base C = (cy, ..., cy) tel que :

Vi€ [1,n], D(¢;) = ¢+ ¢i—1, soit: ci—1 = D(¢;) — ¢;.

Posons par exemple ¢, = b,,. Alors, d’aprés les relations ci-dessus, on doit nécessairement poser ¢, 1 = nc,.
Dans ce cas
Cp—2 = D(Cn_l) —Cp—1 = n(D(bn_l) — bn—l) = n(n — 1)bn_2.



En continuant ainsi, on peut donc poser, pour tout k € [0,n] :
e, =((k+1)(k+2)...nby.

Puisque (b, ...,b,) est une base de E, et que (co,...,c,) est obtenu par multiplication par un coefficient
non nul de chaque vecteur b;, on en déduit que (co, ..., c,) est une base de E. De plus,

Vk e [1,n], D(ck)=D((k+1)...nby)=(k+1)...n(bg + kbx_1) = cx + 1.

De plus, D(cg) = nlD(bg) = nlbg = cp. Ainsi, la matrice de D dans la base C = (co, ..., ¢,) est bien :

1 1 o --- 0

0 1 :

Mate(D)= 19 o -. "-. 0
1 1

0 0 1

Correction de ’exercice 18 —
e Premiére méthode : X3 — X étant un polynéome annulateur de A, les seules valeurs propres de A sont 0, i et — i.

*

Si i est valeur propre, alors son conjugué —i aussi, la matrice étant réelle. Ainsi, 0 ne peut pas étre valeur

propre. La matrice d’ordre 2 ayant 2 valeurs propres, elle est diagonalisable, et semblable & <(1) _01) La

matrice ((1) _01> est également semblable & cette matrice (effectuer la diagonalisation). Ainsi, A est bien

(0 —1
semblable a (1 0

peut trouver une matrice de passage P a coefficients réels), il faut alors utiliser un résultat hors-programme
qui permet d’affirmer que deux matrices réelles semblables sur C sont aussi semblables sur R, mais ce n’est
pas si évident que cela... Pour cette raison, la deuxiéme méthode est préférable.

Si 0 est valeur propre, i ne peut pas ’étre (sinon —i aussi et on a 3 valeurs propres pour une matrice d’ordre
2), et —1inon plus, pour les mémes raisons. Ainsi, 0 est 'unique valeur propre. Puisque A # 0, dim Ker(A4) =1
et rg(A) = 1, donc dimIm(A) = 1, disons Im(A4) = RX, X # 0. On a alors AX € RX, donc il existe A tel
que AX = A\X, X # 0. Comme 0 est la seule valeur propre A = 0, donc AX = 0. Ainsi, Im(A4) C Ker(A), et
donc A2 = 0, puis A% = 0, et comme A = —A3, on obtient A = 0, ce qui nous améne une contradiction avec
I’hypothése A # 0. Ce cas est donc impossible.

) dans My (C). Si on veut prouver qu’elles sont semblables dans M2 (R) (c’est-a-dire qu’on

e Deuxiéme méthode. Soit X tel que AX # 0. Alors (X, AX) est une famille libre. En effet, si AX + pAX =0,
alors, si y est non nul, —2 est valeur propre réelle de A, et d’aprés le polynéme annulateur de A, la seule valeur
propre réelle possible de A est 0. Ainsi, A = 0, donc pAX = 0, et comme AX # 0, u = 0, d’olt une contradiction.
Donc p =0, puis A = 0.

Ainsi, (X, AX) est une base de R2.
Soit f ’endomorphisme canoniquement associé & A. On a f(X) = AX et f(AX) = A%2X. Pour les mémes raisons
que dans la méthode 1, 0 ne peut pas étre vp de A, donc A est inversible, donc I’égalité A3 + A = 0 se simplifie

en A2 + I, = 0. Ainsi, f(AX) = —X. Par conséquent, la matrice de f dans la base (A, AX) est (0 _01)

1



