LycEE LA BRUYERE, VERSAILLES 2011/2012
ECS 2 — Mathématiques

Corresctions Algébre 3 — Diagonalisation, réduction

Correction de 1’exercice 3 —

1. Cherchons les valeurs propres de A, c’est-a-dire les valeurs (dans R, ou éventuellement dans C) pour lesquelles A — A\l
n’est pas inversible. Pour cela, nous effectuons un pivot de Gauss sur la matrice A — \ly :

3—A -1 =2 1
2 -\ -2 1
9 -2 —1-X 2 Ly Ly
4 -4 -4 55—\
4 -4 -4  5-) Ly 2Ly — In
2 -\ -2 1
— 9 —9 _1-_ 9 L3%2L37L1
33—\ —1 -9 1 L4(*4L47(37>\)L1
4 —4 —4 5—\
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—lo 0 2-2\ A—1 Ly <= Ly = 2L,
0 8—4\ 4—4\ —A24+8\—11
4 —4 —4 5— A
0 4-—2)\ 0 A—3
1o 0 2-2x A—1 Ly 4= La—2Ls
0 0 4—4N —X24+6M-5
4 —4 —4 5—\ 4 —4 —4 5—\
|0 42 0 A—3 o —2(x-2) 0 A—3 Y
0 0 2-2)\ A1 —lo 0 —2(A—1) A1 -
0 0 0 A2 44)\—3 0 0 0 —A=1)(A=13)

Ainsi, la matrice A — AI; est non inversible si et seulement si la matrice triangulaire supérieure obtenue par des
opérations élémentaires est non inversible, si et seulement si les coefficients diagonaux de cette derniére ne sont pas

tous non nuls, si et seulement si A = 1,2 ou 3. Ainsi, ’ensemble des valeurs propres de A est ‘ Sp(A) ={1,2,3}. ‘

On ne peut pas conclure tout de suite quant a la diagonalisabilité de A, car on n’est pas dans les cas extrémes d’une
seule valeur propre, ou d’un nombre de valeurs propres égal a ’ordre de la matrice. Déterminons donc la dimension des
espaces propres.

Dimension des espaces propres — diagonalisabilité.
D’aprés le théoréme du rang appliqué & 'endomorphisme de R* (de dimension finie) canoniquement associé a A — I,

on a :
dim By = dimR* — rg(A — Aly) =4 —rg(A — \4) = 4 —1g M;.
4 —4 —4 4
0 2 0 -2 .
Or,rgM; =rg 0 0 0 0 :2,d0nc.
0 0 0 0

On peut dés a présent conclure que | A est diagonalisable ‘ En effet dim E5 > 1 et dim E5 > 1, puisque 2 et 3 sont des

valeurs propres de A. Ainsi, dim F; + dim Fy + dim E3 > 4 = dimR*. Comme les espaces E;, Eo et E3 sont en somme
directe, et sont des sous-espaces vectoriels de R%, on a aussi I'inégalité réciproque. D’ou I'égalité. D’aprés le théoréme
de caractérisation des matrices diagonalisables, A est donc diagonalisable. On a de plus acquis la dimension des espaces

propres :
dimBy =2| |dimE,=1] |dimBE;=1]
L’espace propre F;
1 0
Les colonnes de M; vérifient Cy + C3 = 0 et Cy + Cy = 0, donc (1) et (1) sont dans le noyau de M7, donc aussi
0 1

de A — I, le pivot de Gauss préservant le noyau. Donc ce sont des vecteurs de Fp. De plus, ces deux vecteurs étant



non colinéaires, ils forment une famille libre (argument valable uniquement pour une famille de 2 vecteurs!) et comme

1 0
dim F; = 2, ils forment une base de E;. Ainsi, | E1 = Vect (1) , (1)
0 1
L’espace propre F»
4 —4 —4 3 1
R 0 0 0o - L. 1 "y
De méme, My = 00 -2 1| donc les colonnes de M vérifient C7; + Co = 0, donc 0 est un élément de
0 O 0 1 0
1
FE5. Comme Fs est de dimension 1, | E5 = Vect (1)
0
4 —4 —4 2
R 0 -2 0 O L.
L’espace propre F3 De méme, M3 = 0 0 -4 2 X =0, donc les colonnes de Mj vérifient C3 + 2Cy = 0,
0 O 0 O
0 0
donc (1) est un élément de F5. Comme F3 est de dimension 1, | E5 = Vect (1)
2 2
Ainsi, on a :
1 0 0O 1 0 1 0
01 00 01 1 0
_ p-1 N _ _
D=P AP, ol D= 00 2 0 et P= 100 1
0 00 3 01 0 2

. Cherchons a quelle condition sur A la matrice B — AI4 n’est pas inversible, en effectuant un pivot de Gauss sur cette
matrice.

3—x 1 0 4
2 2-)X 0 4
2 1 1-)\ -4 Ly Ly
-1 0 0 -\
-1 0 0 —A L2<—L2+2L1
2 2-X 0 4

e _9 ] 1- ) 4 L3%L3—2L1
31\ 1 0 4 L4%L4+(3—)\)L1
-1 0 0 Y
0 2—-X 0 4 — 2\

—lo -1 1-x —442r Ly Lo
0 1 0 AN —3\+4
-1 0 0 Y

. 0 1 0 )\2—3)\+4 L3+ L3+ Lo
0 -1 1—-X —4+2) Ly« (2—)\)Ls
0 2—-X 0 4 — 2\
-1 0 0 .Y

o 1 o0 A2 —3\+4 Yy
0 0 1-—2)\ A2 — A A

0 0 0 A—2)2(A—1)

Ainsi, la matrice B — Al est non inversible si et seulement si A € {1,2} (que ce soit dans R ou dans C).

Encore une fois, il est impossible de conclure immédiatement quant & la diagonalisabilité de B. Etudions donc les
dimensions des espaces propres.

L’espace propre F;

-1 0 0 -1
Ona: M; = 8 (1) 8 (2) . Ainsi M est de rang 2.
0 0 0 O



Les opérations élémentaires concervant le rang, on a donc rg(B — I;) = 2. D’apreés le théoréme du rang appliqué a
I’endomorphisme de R* (de dimension finie) canoniquement associé & B — I, on a donc

dim By = dimR* —rg(B—I;) =4 -2 =|2=dim F |

L’espace propre Fs

-1 0 0 -2
0 1 0 .

Ona: My = 0 0 -1 2| Ainsi M est de rang 3.
0 0 O 0

Les opérations élémentaires concervant le rang, on a donc rg(B — 214) = 3. D’aprés le théoréme du rang appliqué a
I'endomorphisme de R* (de dimension finie) canoniquement associé & B — 214, on a donc

dim B = dimR* —rg(B —2I;) =4 -3 =|1 =dim E |

On a donc dim F; + dim Fs = 3 < 4, donc ‘ B n’est pas diagonalisable‘ (ni dans R ni dans C).

Correction de I’exercice 16 — (Oral HEC)

1. @ Un endomorphisme f de E (de dimension finie) est diagonalisable si et seulement s’il existe une base de E dans
laquelle la matrice de E est diagonale, donc si et seulement s’il existe une base de E formée de vecteurs propres de

f

e Une matrice A de M,,(R) est diagonalisable si et seulement si ’endomorphisme de R™ canoniquement associé est
diagonalisable, donc si et seulement si il existe une matrice diagonale D et une matrice inversible P telle que
A= PDP .

2. Les colonnes C; et C'5 de M sont égales, donc le rang de M est au plus égal & 2. De plus, les colonnes C; et C5 ne sont

pas colinéaires, donc le rang de M est au moins égal a 2. Ainsi, |rg(M) = 2|.

Comme M n’est pas inversible, on en déduit que ‘0 est valeur propre de M ‘ D’aprés le théoréme du rang, I'espace

propre Ej associé vérifie :
dimFEy =dimKer f=3—-rgf=3—rgM =1,

ot f désigne ’endomorphisme de R? canoniquement associé & M. Ainsi, .

1 1
Enfion, puisqu’on a la relation C; —C3 =0, ona M | 0 | =0,donc | 0 | € Ey. Comme E; est de dimension
-1 -1
1
1, 0 est une base de Ejy
-1

3. On montre que (P, P, P3) est une famille libre. Soit (), i, ) € R3 tels que APy + uPs + vP3 = 0. Alors
A+ p+ )X+ (A 4+ )X + (A4 p+v)=0.

Par liberté de la base canonique (1, X, X?) de Ry[X] (c’est cette liberté qui autorise l'identification des coefficients),
on obtient le systéme

A4 p+v = 0
—-A+v =0
A+pu+v = 0

En soustrayant la premiére et la derniére ligne, on obtient A = 0, puis ¥ = 0 grace a la deuxiéme ligne, puis enfin p = 0,
grace a la premiére ligne. Ainsi, A = p = v. Cela montre bien que la famille V = (Py, P2, P3) est libre. Comme c’est
une famille libre de cardinal 3 de Ry[X] qui est de dimension 3, on en conclut que c’est une base de E = Ry[X].

4. On a, en notant [P] les coordonnées dans la base canonique de E d’un vecteur P de F :

-1
o [f(P)]=M[Pi)]=M| 0 | =0,donc f(P)=0.
1
1 —1
[ [f(PQ)]:M[PQ]:M -1 = 0 ,donc f(PQ):71+X2:P1
1 1



1 1
o [f(P)]=M[Ps]=M (1| ={-1]/,donc f(Ps) = P.
1 1
01 0
Ainsi, la matrice de f dans la base V est [ Maty(f)= [0 0 1
0 0 O

0 0 1
Notons N cette matrice. On a alors N2= {0 0 0 |, puis N3 = 0. Ainsi, .
0 0 0

Si on connait un peu les polyndmes annulateurs, on peut dire directement que X3 est polynéme annulateur, et comme
les valeurs propres sont nécessairement racines de tout polynéme annulateur, 0 est la seule valeur propre possible.

Cette argument étant stricto sensu au programme de deuxiéme année, on peut le contourner de la maniére suivante :
soit A une valeur propre de f, et x un vecteur propre associé a A. Alors

0= f3(x) = f2(f(2)) = [2(Ax) = Af2(2) = M (f(2)) = A (Az) = N f(2) = NPa.
Comme x n’est pas le vecteur nul, il vient A*> = 0, puis A = 0. Ainsi, 0 est la seule valeur propre possible. On a déja
montré que 0 était effectivement valeur propre. Ainsi, | Sp(f) = {0} |
5. @ Soit P € V4. On a V4 = Vect(Py), donc il existe A € R tel que P = AP;. Ainsi, f(P) = f(AP1) = Af(P1) = 0. Donc
f(P) € V4. Ainsi, | V] est stable par f ‘
e Soit P € V4. On a Vo = Vect(Py, P,), donc il existe A et u tels que P = APy + puPs. Ainsi :

f(P) = Af(P1) + pf(P) = pPy € Va.

Donc ‘ V5 est stable par f ‘

6. On veut trouver les sous-espaces vectoriels F' stables par f c’est-a-dire tels que f(F) C F.
(a) e Soit P € E. Comme f est un endomorphisme de E, f(P) € E, donc E est stable par f!
e Soit P € {0}. Alors P =0, et f étant une application linéaire, f(P) =0 € {0}. Ainsi, {0} est stable par f.
(b) Puisque D est stable par f, on a f(u) € D. Comme D est une droite, et u un vecteur non nul de cette droite, (u)
est une base de D. Ainsi, il existe A tel que f(u) = Au. Puisque u est non nul, cette relation implique que \ est
une valeur propre, et que ‘ u est un vecteur propre ‘ associé a .

Or, la seule valeur propre de f est 0, et les seuls vecteurs propres de f sont les vecteurs non nuls de Ey = V;.
Alnsi, u € V1, puis D = Vect(u) C V;. Les deux espaces ayant méme dimension 1, on en déduit que .

(c) Puisque F est stable par f,onav € F, f(v) € F et f2(v) = f(f(v)) € F. Ainsi, les vecteurs v, f(v) et f2(v)
sont tous les trois des éléments de F', qui est de dimension 2. Pour des raisons de cardinalité, ils ne peuvent pas

former une famille libre. Ainsi, ‘ (v, f(v), f2(v)) est une famille lice ‘

Or,on a f(v) = BP + 7P et f%(v) = ~. Ainsi, la matrice de la famille (f2(v), f(v),v) dans la base V est :

v B «a
A=10 ~»
0 0 v

Si v # 0, cette matrice serait inversible (car triangulaire supérieure dont tous les coefficients diagonaux sont non
nuls), donc la famille (f%(v), f(v),v) serait libre, d’ott une contradiction. Ainsi, v =0, et v € Vect(P;, P2) = Va.
Par conséquent, pour tout v de F', v € V,, donc F' C Vb, et ces deux espaces étant de méme dimension 2, cette

inclusion est une égalité : .

0 1 00
Correction de ’exercice 17 — Soit A = 8 8 (1) (1) , et f endomorphisme de R* canoniquement associé a A.
1 -2 0 2

1. Cherchons les valeurs propres de A (réelles ou complexes), c’est-a-dire les valeurs A pour lesquelles A — A4 est non
inversible. Pour cela, posons A € R (ou C) et effectuons un pivot sur A — Al afin d’échelonner cette matrice pour savoir
si elle est inversible ou non.

-2 1 0 0

0 —x 1 0 Ly & Ly
0 0 -A 1 Ly ¢ Ls
L3y Ly



I -2 0 2-2A
-2 1 0 0
— 0 Y 1 0 Ll(*Ll*(Q*)\)LLL
0 0 -x 1
-2 AM2-)) 0
-2 1 0 0
— 0 Y 1 0 L1 < L1 — )\(2 — )\)Lg
0 0 Y 1
I —2+X22-X) 0 0
- 1 0 0
0 0 -\ 1
I-X2-X2(2-X) 0 0 O ~(A=13MA+1) 0 0 0
. - 1 0 of Y 1 0 0
0 -2 1 0f 0 -2 1 0
0 0 -\ 1 0 0 -\ 1

Ainsi, A — Al est inversible si et seulement si les coefficients diagonaux de cette matrice triangulaire inférieure sont
tous non nuls, donc si (A —1)3(X\ + 1) # 0. Ainsi, Spec(A) = {-1,1}.

Vous remarquerez que j’'ai préféré me ramener & une matrice triangulaire inférieure, afin d’exploiter au mieux les
nombreux zéros présents dans la matrice initiale.

Pour déterminer si A est diagonalisable, il nous faut déterminer la dimension des espaces propres associés aux valeurs
propres 1 et —1.

Espace propre F_; :

D’aprés les opérations élémentaires ci-dessus, conservant le rang, on a :

000 0 1100

10 0 0110
rg(A+l)=rg|g 1 | o|=®|g g 1 1|3

00 1 1 000 0

Ainsi, d’aprés le théoréme du rang appliqué a ’endomorphisme canoniquement associé & A+I;,onadim E_; =4—-3 = 1.
Espace propre FE; :
De méme, on a :

0 0 0 0 11 0 o0
11 0 0 0 -1 1 0

rgA-T)=rg| o 3 og|=®| g o -1 1|3
0 0 -1 1 0 0 0 0

Ainsi, d’aprés le théoréme du rang appliqué a ’endomorphisme canoniquement associé 4 A—I;, on adim £y =4—-3 = 1.

Par conséquent, dim £7 + dim E_1 < 4, donc | A n’est pas diagonalisable.
. Base de Ker(f —id).

-1 1 0 O
0o -1 1 0
On calcule A — I, = 0 0 -1 1
1 -2 0 1
1 0 0 O
. . -1 1 0 0 . .
Cette matrice n’est pas de rang 4 car 1 est valeur propre de A. De plus, la matrice 0 -1 1 0 est inversible,
-1 0 1 1

car triangulaire inférieure & coeflicients diagonaux non nuls. Ainsi, ses trois premiéres colonnes, qui sont aussi les trois
derniéres colonnes de A — I, forment une famille libre. Donc [rg(A — Iy) = 3|. Ainsi, d’aprés le théoréme du rang,
1

Ker(f —1id), et comme cet

—_

dim(f —id) = 1. De plus, les colonnes de A — I, vérifient Cy + Cy 4+ C3 + Cy = 0, donc

—_

espace est de dimension 1, | Ker(f —id) = Vect

—_ = =




Base de Ker(f —id)?.

1 -2 1 0
o 1 -2 1
72
un calcul donne (A — I4)* = 1 —2 1 0
0 1 -2 1
Les colonnes de cette matrice vérifient Co = Cy —2C; donc 2C1+Cy—Cy =0, et C5 = C; —2Cy, donc C; —C5—2C4 = 0.
2 1
Ainsi, les deux vecteurs (1) et _01 sont dans Ker((f —id)?). Comme ces deux vacteurs ne sont pas colinéaires,
-1 -2

cet espace est au moins de dimension 2. Comme les deux premiéres colonnes de A — I, ne sont pas colinéaires, cette
matrice est au moins de rang 2, donc Ker((f —id)?) est au plus de dimension 2. Ainsi, Ker((f —id)?) est de dimension

2 1
- 1\2 1 0
2 exactement, donc | Ker((f —id)*) = Vect o111
-1 -2
Base de Ker(f —id)>.
-1 3 -3 1 1
3 1 -3 3 - . . TP .
Ona (A—1)° = 1 3 -3 1 Toutes les lignes de cette matrice sont colinéaires a e donc cette matrice
1 -3 3 -1 -1

est de rang 1. Ainsi, la dimension de Ker((f —id)?) est 3. Les trois relations sur les colonnes 3C; +Cy = 0, 3C; —C3 = 0
et C; + Cy = 0 fournissent 3 vecteurs de Ker((f — id)?). Ces trois vecteurs forment une famille libre (car échelonnée

3 3 1

. iy . . L - 1 0 0
suivant la position de leur dernier coefficient non nul). Ainsi | Ker((f —id)°) = Vect ol 11l 1o
0 0 1

. Analyse : Supposons que (by, ba, b3, by) soit une telle base. Alors :

o f(by) = by, donc by € Ker(f —id);

° f(bg) = by + by, donc by = (f — id)(bg);

° f(b3) = by + b3, donc by = (f — 1d)(b3) ;

e f(by) = —by, donc by € Ker(f +id).

Ainsi, le choix de b3 détermine celui de by et be, et est indépendant du choix de by. De plus, (f —id)?(b3) = by # 0,

alors que (f —id)3(b3) = 0, donc il va falloir choisir f € Ker(f —id)? \ Ker(f —id)?.

Synthése :
1

Le vecteur 8 est dans Ker(f —id)3, d’apreés la question précédente. De plus, il n’est pas dans Ker(f —id)?, d’aprés
1

la base trouvée pour cet espace (considérer les coordonnées 2 et 3!) On pose alors :

1 -1 1
b= {o|b |e= i) = | b= (f = id)(be) = ||
1 2 1
1 1 00
De plus, il faut choisir by dans Ker(f +id). Or, A+ I, = 8 (1) i (1) . On a une relation immédiate entre les
1 -2 0 3
1 1
colonnes : C; — Cy 4+ C3 — Cy =0, donc 711 est un élément non nul de Ker(f + id). Posons | by = 711
-1 -1

Montrons que (b1, ba, b3, bs) est une base de R*. Pour cela, montrons que la matrice P de cette famille est inversible,
en en trouvant une réduite de Gauss a l’aide de la méthode du pivot.

On compléte tout de suite les résultats en faisant les mémes opérations sur la matrice I, puisque nous seront amenés
a calculer 'inverse de cette matrice P pour le calcul de A™.



1 -1 1 1]100 0
1 0 0 —-1/0 1 0 0
P=11 9 0 1001 0 Ly Ly
1 2 1 —-1]0 0 0 1
1 0 0 —1]0 1 0 0 L Lo Lt
1 =11 1]100 0
e Lg(*Lgle
1 1 0 1]/0 01 0 PO
1 2 1 -1]0 0 0 1 4 ba— i
1 0 0 —1]0 1 0 0
0 -1 1 2|1 =1 0 0
1o 1 0 200 -1 1 0 Ly ¢+ Ls
02 1 00 -1 0 1
1 0 0 —1]0 1 0 0
_)01020*110 L3+ L3+ Lo
0 -1 1 2|1 =1 0 0 Ly Ly— 2L,
0 2 1 0|0 -1 0 1
100 —1/0 1 0 0
010 2]/0 -1 1 0
“loo1 a1 =2 1 o0 La <= La— Ls
00 1 —4|0 1 -2 1
100 1|0 1 0 0
oo 20 110
001 4|1 -2 1 0
000 —8|—-1 3 -3 1

On obtient une matrice triangulaire supérieure dont tous les coefficients diagonaux non non nuls, donc inversible. Les
opérations élémentaires conservant le rang, la matrice P est inversible, donc B = (b1, ba, b3, by) est une base. Dans cette
base, la matrice de f est la matrice M donnée dans 1’énoncé, puisque, par construction, f(b1) = by, f(b2) = by + by,
f(bg) = bg + b2 et f(b4) = 7b4.

1 0 0 O 0 1 0 0
) . {010 O |0 0 1 0
. On décompose M en M = D + N avec D = 001 0 et N = 000 0
00 0 -1 0 0 0O
1 00 0
n_ |0 1 0 0 )
On a, pour tout n € N, D" = 00 1 0 , et :
00 0 (-1
0 01 0
2 10 0 0 O 3 n_
N* = 000 0 N° =0, et Vn >3, N"=0.
0 0 0O

De plus, on vérifie aisément que DN = N = ND, donc N et D commutent. On peut donc utiliser la formule du binéme

de Newton :

= , , -1
VneN, M"=Y" (”) N*Dn=* = D" 4 nD" "IN + nin=1)

k
k=0

D" 2N?2,

Un calcul facile montre que D" 1N = N et D""2N?2 = N? (récurrence a partir de DN = N, ou directement). Ainsi :

nin —1)

(n—1)

VneN, M"=D"4nN+ " N7 =

oo~ 3
O~ 3N
Il
E

oS o o

D’aprés la formule de changement de base, on a A = PMP~!, donc :
VneN, A" =PMP 'PMP'...PMP!'=PM"P L

Terminons le calcul de P~!, en reprenant le pivot & I’endroit on nous ’avions laissé dans la question précédente :



100 -1/0 1 0 0 Lac 2004 Ly
010 2|0 -1 1 0

— L2%4L2+L4
001 4|1 -2 1 0 IS
000 -8|-1 3 -3 1 1ol =Ly
800 0]1 5 3 -1

B I B S S
002 0]1 -1 -1 1
000 —8|—-1 3 -3 1

En effectuant pour finir L + %Ll, Lo iLg, L3+ %Lg et Ly + —%L4, on obtient :

r 5 3 -1
11-2 -2 2 2
-1 _

P= 8| 4 -4 -4 4

1 -3 3 -1

Une vérification rapide montre qu’on a bien P~'P = I, donc nos calculs sont corrects.
On a donc, pour tout n € N :

1 -1 1 1 1n@ 0 1 5 3 -1
JEREES EERURREEET N 2 o | 2 —2 2 >
sl1 1 o0 1 0 0 | A —4 —4 4
12 1 1) \y 0 1 1 -3 3 -1

Nous laisserons le résultat sous cette forme. Méme si I’énoncé semble dire de calculer ce produit, ne vous laissez pas
prendre au piége : vous risquez de perdre une demi-heure en calculs stériles, vous avez plus intéressant a faire.

Correction de ’exercice 18 - (EDHEC 2006)

1. (a) Tout d’abord, 'expression de ’énoncé a du sens, puisque Ao — A\; # 0. On e alors :

1
Az — A1

((f = Mid) — (f — Aoid)) = ﬁ O — Ar)id = id,

(b) e Soit 2 € Ker(f — A1id) N Ker(f — Aqgid). Alors :
flz) =Mz et flx) = Aoz,

Par conséquent, iz = Aax, donc (A1 — A2)z = 0, et comme A; — Ay # 0, x = 0. Ainsi, Ker(f — A;id) NKer(f —
Aoid) C {0}, et Vinclusion réciproque étant évidentes (car ce sont des sous-espaces vectoriels), on a 'égalité.
Ainsi, la somme de ces deux espaces est directe.
Cette propriété découle aussi d’une propriété plus générale sur les sous-espaces propres (en constatant que si
ces espaces sont non nuls, ce sont des sous-espaces propres de f)

e Soit x € C™. On a, d’aprés la question 1,

1
YN

T (f(z) = \iz) = (f(2) = Ao)) = w1 + 22,

ou x| =

SV (f(z) — M) etxng 1)\ (f(x) — Agx). Or :

2 — A1 2 — A1

* (f — Mid)(x2) = (f — Mid) o (f — A2id)(0) = 8(z) = 0, donc x5 € Ker(f — A1id);
x (f — Aaid) (1) = (f — Aeid) o (f — A1id)(0) = O(x) = 0, donc x; € Ker(f — Aqid)

On explique un peu ce dernier calcul en justifiant 'interversion de la composition :

(f = Azid) o (f — Aiid) = fo f — (A1 + A2)id + A Aaid = (f — Aiid) o (f — A2id).

(on peut faire une telle interversion dés lors que les deux endomorphismes sont des expressions polynomiales
d’un méme endomorphisme).
Ainsi, on a bien obtenu une décomposition d’un élément de C™ quelconque comme somme d’un élément de

Ker(f — A\id) et d'un élément de Ker(f — Aid). Ainsi :
C™ ¢ Ker(f — \iid) @ Ker(f — Agid).

L’inclusion réciproque étant immeédiate (car les deux noyaux sont des sous-espaces vectoriels de C™), on a
I’égalité.



()

Puisque m > 1 d’aprés I’énoncé, les deux espaces ne peuvent pas étre tous les deux nuls. Ainsi, il y a trois cas

possibles :

e Si Ker(f — A\jid) = 0, alors Ker(f — A2id) = C™, donc f — Agid = 0, done f = Aqid, et f est évidemment
diagonalisable (c’est une homothétie). Dans ce cas, f posséde une seule valeur propre égale & Ao

e De méme si Ker(f — A2id) = 0, 'unique valeur propre étant A

o Si Ker(f — A\id) # 0 et Ker(f — Aaid) # 0, alors A1 et Ao sont valeurs propres de f. D’aprés la question 1(b),
la somme des dimensions des espaces propres associés est égale & m, la dimension totale. Comme la somme
des dimensions de tous les espaces propres ne peut pas excéder m, et comme tous les sous-espaces propres sont
au moins de dimension 1, il en résulte qu’il ne peut pas y avoir d’autre valeur propre (cela résulte aussi des
propriétés reliant le spectre a 'ensemble des racines d’un polynéme annulateur...) Ainsi, Sp(f) = {A1, A2}, et f
est diagonalisable, puisque C™ est somme directe des sous-espaces propres.

2. Par exemple i-I. Il y en a beaucoup d’autres.

3. (a)

On a A? = —]I. Ainsi, si f désigne ’endomorphisme de C?"*! canoniquement associé¢ & A (vue comme matrice a
coefficients complexes), on a f? = —id, donc

(f —iid) o (f +1iid) = 0.

D’aprés la question 1, f est diagonalisable, donc A est diagonalisable, et Sp(A) C {—1,i}. De plus, f ne peut pas
étre une homothétie, sinon A serait diagonale, de la forme A, et on aurait A2 = A2J = —1I, donc A? = —1. Or,
comme A est & coefficients réels, A € R, et cette relation est impossible.

Ainsi, d’aprés 1(c) (on est dans le troisiéme cas), Sp(4) = {i, —i}.

Soit X € E;. Alors AX =iX, donc AX =1X. D’aprés les formules de produit matriciel (s’obtenant par produit
et somme des coefficients), et d’aprés les régles de conjugaison (respectant produit et somme), on a alors :

AX = —-iX.

Comme A est & coeflicients réels, on obtient finalement,

AX = —iX,
donc X € E_;.
Le méme raisonnement montre que si Y € E_;, alors Y € E;, d’oti 'équivalence (avec Y = X)
Soit(u1, ..., u,) une base de E;. Alors (uq,...,u,) est une famille de vecteurs de E_;, d’aprés ce qui précéde. De
plus, soit Ag,..., A, tels que
P
i=1

En conjugant coefficient par coefficient, on obtient :

p
Z )\_1’ui = 0.
i=1

La famille (u;)1<i<p est libre, donc il en résulte que
)\_1:...:)\_}7:0 puis: M ==X, =0.

Ainsi, (u7,...,up) est une famille libre de E_;.
Cette famille libre étant de cardinal p, on obtient

dim(E_;) > p = dim(E;)
Le méme raisonnement en partant d’'une base de F_; améne l'inégalité
dim(E;) > dim(E_)),
d’ou 'égalité.
On a Sp(A) = {—1i,i}, et A est diagonalisable, donc
2n + 1 = dim C*"*! = dim F; + dim E_; = 2dim E},

d’ott une contradiction sur les parités.
Ainsi, 'hypothése d’existence de A & coefficients réels telle que A2 = —I améne a une contradiction. Il n’existe
donc pas de telle matrice.



