LycEE LA BRUYERE, VERSAILLES 2011/2012
ECS 2 — Mathématiques

Analyse 1bis — Plus d’exercices sur les suites

Correction de ’exercice 1 —
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strictement supérieur a £. A partir de ce rang, on peut minorer (u,) par une suite géométrique de raison
1L < 1 (raisonnement classique, aussi utilisé pour les séries). Comme (u,) est positive, on en déduit par
encadrement qu’elle admet une limite nulle.

1. Indication : par définition de la limite (par €), & partir d’un certain rang, sera majoré par qui est

2. Si on minore %=
Un+1

limite finie ou infinie) de (uy). Cet argument suffit souvent pour I’étude des séries, mais n’est pas suffisant
ici pour obtenir la valeur de la limite de (u,). Procéder comme dans la question précédente, en minorant a
partir d’un certain rang (u,) par une suite géométrique de raison 1T+é > 1.

par 1 & partir d’un certain rang, on obtient la croissance stricte (donc l’existence d’une

3. Appliquer les résultats précédentes. En notant (u,)nen+ la suite

. Up+1
lim

n—-+4oo Unp ’

ainsi :

esia<l1, lim wu,=0;
n—-+4oo

esia>1, lim wu,=+400;
n—-+4oo

e si a = 1, on obtient facilement :
* 810> 0, thILl Uy = 0;

n—-—+0oo

* sib=0, lim wu,=1;

n—-+o0o
* sib<0, lim wu,=4oc0.
n—-+o0o
. . Un+1 a .
4. Ici, lim ntl = 0. Donc limu,, = 0.
n—+too Uy, notoon + 1

Correction de ’exercice 2 — Soit (uy,)nen une suite réelle.

1. Soit A = ug. Alors il existe ng € N tel que pour tout n > ng, u, > A. Alors, E = {u,, tq u, < A, n € N}
est fini, car E C [1,n¢]. En effet pour tout n > ng, u, > A, donc u,, ¢ E. De plus E est non vide, puisque
ug € E. Par conséquent, E admet un plus petit élément uy. Alors, pour tout n € N :

e soit u, € F, et donc up < u, par définition de ug ;
e soit u, € F, et donc u,, > A < ug.
Ainsi, ug est un minorant, et donc le plus petit élément, de {u,,,n € N}.

2. Si (un)su est constante, {u,,n € N} est un singleton, donc admet a la fois un plus petit et un plus grand
élément.
Supposons donc que u,, est non constante. Il existe donc k tel que ux # £. Supposons que ug > £ (le cas
ur < ¢ se démontre de la méme fagon). Alors soit ¢ = uy — £. Il existe N € N tel que pour tout n > N,
up, < €+¢e =ug. Soit E = {u,,n €N, td u, > ug}. D’aprés ce qui préceéde, E C [0, N], et est donc fini.
De plus, ui, € E. Donc F admet un élément maximum. Comme dans la question précédente, cet élément est
aussi I’élément maximum de {u,, n € N}.
Pour ne pas pouvoir faire ce raisonnement pour I’élément maximum, il faudrait que pour tout k¥ € N, ug < £.
Si cela est vérifie, et qu'il existe k tel que ug = ¢, alors uy est clairement I’élément maximum de {u,,n € N}.
Ainsi, pour qu’il n’existe pas d’élément maximum, il faut donc que pour tout n € N, u,, < £.
Réciproquement, si pour tout n € N, u,, < ¢, alors £ est la borne supérieure de {u,, n € N}. En effet, c’est
un majorant, et pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout n € N, u,, > £ — e. En particulier, il
existe n € N tel que u,, > £ —e. D’aprés la caractérisation par epsilon des bornes supérieures, ¢ est la borne
supérieure de {u,, n € N}. Comme ¢ ¢ {u,, n € N}, cet ensemble n’admet pas d’élément maximum.
Ainsi, les suites convergentes telles que {u,, n € N} n’admet pas de maximum (et admet donc un minimum)
sont les suites convergeant vers leur limite par valeurs strictement inférieures. De méme, les suites convergentes
telles que {u,, n € N} n’admet pas de minimum (et admet donc un maximum) sont les suites convergeant
vers leur limite par valeurs strictement supérieures.



3. (un)nen étant & termes positifs, on obtient par le raisonnement précédent l’existence d’un maximum de
{un, n € N}. Soit p; tel que uyp, soit ce maximum. Ainsi, pour tout n € N, u,, < uy,, et en particulier, pour
tout n = p1, up < up,

Alors {uy, n > p1} admet pour la méme raison un maximum (ce sont les termes de la suite définie par
Up, = Untp,+1, Pour tout n € N, donc on peut appliquer le résultat précédent a cette suite). Soit ps tel que
Up, réalise ce maximum. Alors, de méme que précédemment, pour tout n > pa, U, < Up,. De plus pa > p1.
Soit k € N* et supposons construits p; < pa < --- < pj tels que pour tout ¢ € [1,k], et pour tout n > p;,
un, < pi- Alors {u,, n > pr} admet pour la méme raison un maximum. Soit pr41 tel que Up,,,- Alors
Dk+1 > Pk, €t pour tout n 2 pri1, Un < Up, ;-

D’aprés le principe de récurrence, on a donc construit une infinité d’entiers p; tels que pour tout n > p;,
Up K Up, -

Correction de ’exercice 3 —
1. Tout d’abord, u; = f(ug) = f(1) = v/2. Montrons par récurrence sur n € N que u,, est bien défini et vérifie
les égalités requises.
Soit, pour tout n dans N, la propriété P(n): ua, et us,41 sont définis, et uzn >0 .
Uzpt1 > 1
Ona:uy=1>0etu =+2>1,donc P(0) est vérifie.
Soit n € N tel que P(n) soit vérifié. Alors ug,+1 € Dy =]1, +00], donc ugy, 4o est bien défini, et :
1

Uant2 = g(uznt1) = Uspr1 — 1 >0,
n

l'inégalité provenant du fait que ugp+1 > 1. Ainsi, uspi2 € Dy = [0, 4+00[, donc uan43 est bien définie, et

Uont3 = f(Uont2) = /1 + Uzni2 > 1,

puisque us,12 > 0. Ainsi, P(n + 1) est vérifiée.

Par conséquent, P(0) est vraie, et pour tout n dans N, P(n) entraine P(n + 1). D’aprés le principe de
récurrence, P(n) est vraie pour tout n dans N.

2. Tout d’abord, g o f(x) est bien défini pour tout = €]0, +oo[ (premiére chose & faire de maniére générale :
s’assurer que les objets dont on parle sont bien définis). En effet, pour tout = > 0, f(z) > 1, donc f(z) € D,.
Ainsi, Dyoy =0, +00].

La fonction x +— x + 1 est croissante sur [0, +-oc[, & valeurs dans R . La fonction y — /y est croissante sur
R . Ainsi, f étant la composée de ces deux fonctions croissantes, f est croissante.

N’oubliez pas de bien préciser que la premiére fonction qu’on applique prend ses valeurs dans le domaine sur
lequel on étudie la monotonie de la seconde fonction.

Vous pouvez aussi bien sir étudier les variations de f en dérivant f. N’oubliez pas dans ce cas de préciser la
dérivabilité avant de dériver.

La fonction # — 2 — 1 est croissante sur |1, 400, & valeurs dans R ; la fonction y — L est décroissante sur
R?% . Donc, g étant la composée de ces deux fonctions, 'une croissante, I’autre décroissante, g est décroissante.
Ainsi, gof est la composée d’une application croissante sur |0, +00[ & valeurs dans |1, +o0], et d’une application
décroissante sur |1, +oo]. Elle est donc décroissante sur 0, 4o0].

3. Soit ® : R* — R* la fonction définie pour tout = € R% par p(x) = go fogo f. La fonction ¢ est la
composée de deux fonctions décroissantes (on compose g o f avec elle-méme). Donc ¢ est croissante.
De plus, pour tout n € N,

Uinta = g(Uany3) = g0 f(tant2) = go fog(uanir) = go fogo f(uum) = ¢(uan).

La suite (vp,)nen définie pour tout n € N par v, = ug, est donc définie par la condition initiale vg = ug = 1
et la relation de récurrence, valable pour tout n € N : v,11 = p(v,), ol ¢ est croissante.

Un résultat du cours nous dit qu’alors (v,)nen est monotone. Vous n’étes pas censés appliquer directement
ce résultat, mais vous devez refaire sa démonstration dans ce cas précis. Allons-y !

Soit, pour tout n dans N, la propriété Q(n): Uanta = Udp.
Tout d’abord,
(a) u; = V2, donc :

(b) ug = =+2+1, donc :

1
V2 -1



(c) us=1\1+v2>+V1+1=+72, donc:
1 1 / 1 2
d) uy=—————=—"—1+\1+v2) > V2 > 1.
1+v2-1 V2 V2
Ainsi, ug > uo =1, d’ou Q(0).
Soit n € N tel que Q(n). Alors, ¢ étant croissante, elle préserve les inégalités (larges), donc :

O(tan) < @(Uanta), soit : Usn44 K Udn+s-

Par conséquent, Q(0) est vraie, et pour tout n dans N, Q(n) entraine Q(n + 1). D’apreés le principe de
récurrence, Q(n) est vraie pour tout n dans N.

Ainsi, (u4n)nen est croissante.

. On sait déja que (u4n)nen est croissante. Montrons qu’elle est majorée. Une chose & bien retenir : dans le cas
d’une suite définie par récurrence, si elle est croissante et majorée, elle est notamment majorée par sa limite,
qui est un point fixe de la fonction définissant la récurrence (dans le cas ou cette fonction est continue). Donc,
pour deviner un majorant possible, il peut étre utile de déterminer les points fixes de la fonction définissant
la récurrence.

Déterminons donc les points fixes de ¢. Pour tout x € R},

_WVl+tz ) - 1 71 _
flx) = 7 donc : gof(a:)—i\/l_i__x_l_x(\/l—l—x—kl), donc :

fogof(x)_\/i(\/l—kx—l—l)—l—l, donc :

1 _\/5(\/1+—x+1)+1+1
S VTFeen+i-1  sVIFesn

p(z) =

Ainsi, pour tout x € R7,

\/%(\/1+x—|—1)—|—1+1
VIitr+1 B

1
<:>\/E(\/1+x+1)+1+1:\/1+x+1

1

olx) =2 <=

1
= \/—(\/1+x+1)+1: 1+
x
1
= —(Vi+z+1l)+1=1+z (équivalent car tout est positif)
x

<:>é(\/1+—$+1):$
= Vitr=2>-1
= (2* -1 - (1+2)=0

= ((z-1)*@z+1)-1)(z+1)=0
= (z-D@E*-1)-D(z+1)=0
= (2 -2 —2)(z+1)=0
= ar+1)@?—r—-1)=0

1—-+5 1 5
Ainsi, p(z) = x si et seulement si z =0,z = —1, x = 2\/—, T = +2\/—.

La limite ¢ de (u4n)nen, si elle existe, est forcément une de ces quatre valeurs. En effet, ¢ étant continue sur
R%, en passant a la limite dans la relation un4+4 = ¢(u4n), on obtient £ = ().

De plus, puisque ug > 1 et que (ugn)nen est croissante, pour tout n € N*, uy, > u4, et par passage a la
limite (toujours sous réserve d’existence), £ > ug > 1. Donc, si la limite existe, elle vérifie £ > 1. Ainsi, la

1++5

seule valeur possible de £ est : £ = 5




Soit Tog =

! +2\/§' Montrons que xo est un majorant de (t4n)nen. On montre par récurrence sur n € N que
pour tout n € N, uy, < xg.
Soit, pour tout n dans N, la propriété R(n): w4, < zo.
On a up =1 < zg, d’ou R(0).
Soit n € N tel que R(n). Alors, ¢ étant croissante, p(u4n) < ©(x0), c’est-a-dire, puisque xo est un point fixe
de ¢ : Uugnta < 20, do0t R(n+1).
Par conséquent, R(0) est vraie, et pour tout n dans N, R(n) entraine R(n + 1). D’aprés le principe de
récurrence, R(n) est vraie pour tout n dans N.
Pensez a bien exploiter le fait que ¢ est point fixe de .
Conclusion : (u4n)nen est croissante et majorée ; elle converge donc dans R. D’apreés ce qui précéde, sa limite
est donc :

1+5

= lim U4y =20 = .
n—-+oo an 0 2

5. Déterminons les points fixes de f (dans Ry, ce qui permet d’élever au carré sans probléme) : pour tout
xr e ]RJ,_ .
f@)=r<=Vitr=r<=l+z=2" <=2 -2-1=0

Or, ¢ a été défini comme une racine de ce polynoéme, donc ¢ est un point fixe de f.

De meéme, déterminons les points fixes de g (x > 1, donc toutes les implications sont des équivalences,
notamment la deuxiéme) : pour tout x €]1,4+o0] :

g(x) =2 <= 1:x<:>1:x2—x<:>:1:2—:1:—1:().

T —
Encore une fois, ¢ étant racine de ce polynodme, ¢ est point fixe de g.

6. e Pour tout n € N, ugnq1 = f(usn). Comme f est continue sur R% , et que £ € R*, (f(u4n))nen admet une
limite, et cette limite vaut f(¢) = £. Ainsi, (44n+1)nen admet une limite, et lirf Ugny1 = L.
n— o0

La croissance de (u4n)nen implique que pour tout n € N, ugy, < u4pn44, donc, en appliquant la fonction f
croissante sur R% , u4n41 < Ugnys. Ainsi, la suite (Uan+1)nen est croissante.
e Pour tout n € N, ugn42 = go f(uayn). Comme go f est continue sur RY , et que £ € RY, (9o f(t4n))nen admet
une limite, et cette limite vaut go f(£) = g(¢) = £. Ainsi, (44n+2)nen admet une limite, et hr—? Udnto = L.
n—-—+1+0oo

La croissance de (u4pn+1)nen implique que pour tout n € N, w441 < Uan+s, donc, en appliquant la fonction
g décroissante sur |1, 400[, Uant2 = Uante- Alnsi, la suite (uan42)nen est décroissante.

e Pour tout n € N, ugn43 = fogo f(us,). Comme fogo f est continue sur R, et que £ € R, (fogo f(uan))nen
admet une limite, et cette limite vaut fogo f(¢) = fog(f) = f(£) = £. Ainsi, (u4n+3)neny admet une limite,

et lim wugpq3="~.
n—-+o0o

La décroissance de (u4n+2)nen implique que pour tout n € N, ugpio = Uante, donc, en appliquant la
fonction f croissante sur R, %4n 43 > tan 7. Ainsi, la suite (usny3)nen est décroissante.

7. Soit € > 0.
e Puisque (u4n)nen converge vers £ : ANy, Vn > Ny, |ug, — 4] < €.
e Puisque (U4n+1)nen converge vers £ : ANy, Vn > Ny, |ugni1 — €] < €.
e Puisque (ugni2)nen converge vers £ : INa, Vn = Na, |ugni2 — | < e.
e Puisque (ugn43)nen converge vers £ : N3, Vn = N3, |ugnis — | < .
Soit N = max(Np, N1, Na, N3). On en déduit donc que :

|U4n — €| <e

|’U,4n+1 — €| <e
|’U,4n+2 — €| <e
|’U,4n+3 — €| <e

Vn > N, soit : Vm = 4N, |uy, — 2] < e.

Ainsi, le critére de la convergence de (up,)nen vers £ est bien vérifié.
Cette démonstration est a retenir. Sachez la faire.

Correction de ’exercice 5 —
1. Initialisation : ug = 1 donc ug > 1.
Hérédité : soit n € N. Si u,, > 1, alors %
D’aprés le principe de récurrence, pour tout n > 1, u, > 1.

>0, donc up41 = u, = 1.



2. D’aprés la question précédente, pour tout n € N, u,, > 1, donc en part1cuher — > 0. Ainsi, upy1 = un+ —
Uy. Donc u,, est croissante. Elle converge donc soit vers un réel, soit vers +oo Supposons que (up) converge
vers un réel £. Comme la fonction z — z + ; est continue sur [17 +oo[ (intervalle dans lequel (u,) prend ses
valeurs), on obtient, en passant a la limite dans I’équation de récurrence :

1
b=0+ -,
L
d’ou % = 0. Cette équation n’a pas de solution dans R. Ainsi, (u,) ne converge pas vers un réel £, donc

lim w, = +oo.
n—-+0o0o

2
3. Soit n € N*. En élevant la relation de récurrence au carré : u2 = (un,l + = L 1) =u
n—

, et

2 2 .
171 . Comme ﬁ > 0, on obtient u2 — u > 2. D’autre part u2_; > u,_1, car

< —— =w,_1 — u,. On obtient bien 2 <

Uy g Un—1

donc u2 —

2

n—1
Up_1 = 1etdonc u2 —u2_ | <24 Uy — Up_1-
En sommant ces 1negahtés pour k allant de 1 & n, on trouve :

n

ZZQZ(U —ui ) ZZ—I—Zuk—uk,l)

k=1 k=1 k=1 k=1

Ces sommes sont télescopiques, et on trouve donc : 2n < u2 — 1 < 2n + u, — 1.

4. On utilise les inégalités de la question précédente, qui donnent, pour tout n € N, u2 —u,, < 2n < u? —1, d’ou

Comume (u,,) tend vers +o0o, ( 2—’2’) tend vers 1 (théoréme d’encadrement), donc aussi (‘/_> Ainsi, u, o V2n.
o0

’U.n Un,

Correction de ’exercice 6 —

1. Soit n > 3. La fonction f,, est dérivable sur R} en tant que fonction polynomiale, et :
Ve e Ry, fl(z) =nz" ' —n=n(""!-1).

Ainsi :

e f! est négative sur [0, 1], strictement sur ]0, 1[. La fonction f,, est donc strictement décroissante sur [0, 1].
Comme f, y est continue, d’aprés le théoréme de la bijection et le théoréme des valeurs intéremédiaires, f,
se restreint sur [0, 1] en une bijection sur son image f,([0,1]), et cette image est un intervalle d’extremités
f0)=1et f(1) =2—n < 0. Ainsi, 0 €]2 — n, 1], donc 0 admet un unique antécédent dans |0, 1[ par f,.
Cela montre P’existence (et 'unicité) de o,.

e f! est positive sur [1,+oo[, strictement sur |1,4o00[. La fonction f, est donc strictement croissante sur
[1,400[. Comme f, y est continue, d’aprés le théoréme de la bijection et le théoréme des valeurs intére-
médiaires, f, se restreint sur [1,+oo[ en une bijection sur son image f,([1,+00[), et cette image est un
intervalle d’extremités f(1) =2—n < 0 et IEIEOO fn(x) = +00. Or, 0 €]2—n, +00[, donc 0 admet un unique

antécédent dans |1, +oo[ par f,. Cela montre 'existence (et I'unicité) de 53,.

2. Soit n € N. Alors, f, est positive sur [0, a,] et négative sur [ay,, 1].
Etudions le signe de f,,(a,41). Par définition de ay 1,

_ +1 _ _
O0=api;—(n+1Dan1 +1=app1-an —nappr +1—ang1 <agp ) —nopp + 1= folan),

l'inégalité découlant du fait que a1 < 1 et app1 = 0. Ainsi, fr,(@n41) = 0. On en déduit que ay, 41 € [0, ).
Ainsi, apy1 < ag.
Ceci étant vrai pour tout n € N, (v, )n>3 est décroissante. Elle est minorée par 0. Elle converge donc.
De plus, pour tout n € N, o, < g < 13 ainsi, 0 < o' < af, et comme 0 < ag < 1, (o)) tend vers 0. Ainsi,
d’aprés le théoréme d’encadrement, (o) tend vers 0.
Soit ¢ la limite de (ay,)n>3. Si € # 0, alors £ > 0, et (nay,) tend vers +oco. Alors, en passant a la limite dans
’égalité vraie pour tout n € N :

ap —na, +1 =0,

le terme de gauche tend vers —oo, alors que le terme de droite est égal a 0, donc tend vers 0. On en déduit
une contradiction. Ainsi, £ =0



3. De plus, le raisonnement précédent montre que (—na, + 1) tend vers 0, donc que (na,) tend vers 1. Par
1

définition des équivalents, on en déduit que «, fodime
oo n

4. (a) Soit n > 3. Alors :

I
gk
~—~ -~ *
> 3
~—
S :@‘w
~| &=
[
S
TN
=
_|_
S
S~
_|_
—

k=
2
n\ 2* ( )
> > nll+—]+1
k/2
im0 \F / v
2n  4n(n—1)
—14 2 —n—2 1
+\/ﬁ+ 5 n—2yn+
=142n—-1)—-n+1=n

Ainsi, pour tout n > 3, f, (1 + %) > n.

(b) Encore une fois d’aprés le théoréme de la bijection, pour tout n > 3, 6, < 1+ % On en déduit

I’encadrement suivant de (3,, :
2
Vn>3, 1<6, <1+ —.
n I6; + NG

D’aprés le théoréeme d’encadrement, (5,)n>3 converge vers £ = 1.

(¢) Pour tout n > 3, on a : B =nf, — 1, soit, en passant au logarithme : nln(g,) = In(nf, — 1). Or,

In(nB, —1) =Inn+n(G, — %)

Comme (3, — % tend vers 1, In(3, — %) tend vers 0, et comme Inn tend vers +oo; on en déduit que
In(B, — L) = o(lnn). Ainsi, on obtient un équivalent de nIn(8,) :
Inn
n(8,) = In(nf, — 1) ~ Inn, it: (G, ~ —2.
nln(B,) = In(np )Jroo nn soit n(s )+Oo -
Alors,
Inn
— 1= In(Bn)-1 ] )~ ——.
= 1= O o () o

On a utilisé l’équivalent ¥ — 1~ o uy, si (u,) tend vers 0, ce qui est possible ici, du fait que In(G,)
tend vers 0, puisqu’elle est équivalente a an, de limite nulle. Ainsi :

Bu—1~ 20

+oo N

Correction de ’exercice 7 —

1. Les 20 premiéres valeurs de F), (c’est-a-dire de 0 & 19) :
Fpb=0 =1 k=1 F;=2 F,=3
F5=5 Fs=38 ;=13 Fs =21 Fy=34
Fi5 =610 Fi6 =987 Fi7 =1597 [F15=2584 [Fi9=4181
2. La suite F,, est croissante. En effet, une récurrence immeédiate montre que pour tout n, F, > 0. Alors,
Foy1 =F, + F,_1 > F,, ce qui montre la croissance.
On montre par récurrence que pour tout n € N, F;, > n—1 (=’énoncé correct). On le vérifie facilement pour
Fy, Fy et F» (vous comprendrez plus loin pourquoi j’initialise sur autant de termes). Soit n € N. On suppose
que F,, > n — 1. Puisque F,, est croissante, si n > 2, F,,_1 > F; > 1. Ainsi supposons donc que n > 2 (ce qui

Fopn=F,+F,.1>2n-1)+1>n.

C’est bien ce qu’il fallait montrer pour que ’hérédité de la récurrence soit vraie. Ainsi, pour tout n € N, Fj, >
n—1.
Puisque la limite de n — 1 est 400, on en déduit, par comparaison, que la limite de F, est +oo.



3. (a)

1
On initialise pour n =1 : ZF,? =F? =1et F1F, = 1. Soit donc n > 0, et supposons que 1’égalité est
=1
vérifiée pour n. Montrons-la pour n + 1.

n+1 n
DFE =Y F A Fr = FoFu + Fy,
k=1 k=1

d’aprés 'hypothése de récurrence. Alors,

n+1
>} =Fu1(Fo+ Fug1) = Fap1Fogo,
k=1

ce qu’il fallait démontrer.

Soit P(n) la propriété :
. Fn(anl‘FFnJrl):FQn
P(n) { F24 F2 = Fypy

La propriété P(1) est veérifiee ainsi qu’on le vérifie facilement. Supposons que P(n) soit vérifiée, et
montrons P(n + 1) (c’est-a-dire une formule pour Fs, 42 et une relation pour Fs,43). La récurrence ne
sera achevée que lorsqu’on aura établi LES DEUX égalités. Aprés avoir montré une seule des deux, on
ne peut encore rien conclure! Commencons par établir la relation pour Fa, 2.

Fonto = Font1 + Fop
=F2+F. |+ Fy(Fy_1+ Foy1) (Hypothése de récurrence)
= n+1(Fn +Fn+l) +Fn(Fn +Fn—1)
= Foy1Foyo + FoFopr = Fop1(Foyz + Fo).

Etablissons maintenant la relation pour Fb, 3.

Fopts = Fopqo + Fopgr
= Foi1(Fhio + Fn) + Fony1 (dapres égalité qu’on vient de démontrer)
=F1(Fryo+ Fo) + F2 + F,fﬂ (Hypothése de récurrence)
=F3+1 +(Fn+2 _Fn)(Fn+2+Fn)+F3
=F +F .
Cela montre donc P(n + 1), donc P(n) est vrai pour tout n, d’aprés le principe de récurrence

Remarque. On peut aussi démontrer séparément chacune des deux égalités, en utilisant la relation de
récurrence vérifiée par les termes pairs (et les termes impairs) : F,14 = 3F, 12 — F,, (relation facile a
obtenir).

Soit pour tout p € N, P(p) la propriété :

p
Vn 2 0, Z (z) Fn-‘rk: = Fn_;,_gp.
k=0

Pour p = 0, on obtient, pour tout n, la relation F,, = F,, trivialement vraie! Regardons également ce
que signifie la propriété pour p = 1 : cela donne, pour tout n, F,, + F, 11 = Fy42, qui est la relation de
récurrence définissant F,. Soit p > 0, et supposons que P(p) est vraie. Il faut montrer que pour tout

n=0,
p+1
+1
Z (p k >Fn+k = Fn+2p+2
k=0



Soit donc n > 0 quelconque. Alors,

p+1 D
p+1 p+1
2 < k )F””“ =2 < k )F”““ * Fripe

k=0 k=0

p P
p p
P <k> +k kZ:O (k _ 1> +k + Faipt1 (formule de Pascal)

= Fpiop + Z (k: ? 1) Frik + Fript1 (hypothése de récurrence)

-1
= I'nt+2p —+ Z (Z) Fn+1+k + Fn+p+1 (réindexation)

- n+2p+z ( ) n+1+k

= Foyop+ Fn+1+2p (hypothese de récurrence, avec n + 1)
= I'n42p+2-

Ainsi, d’aprés le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout p € N.
La relation obtenue pour p = 2 est :

Vn 0 F + 2Fn+1 + Fn+2 = Fn+4.

(d) Soit & montrer que pour tout n > 1, F? n—1Fni1 + (=1)"F1, Cette propriété est vraie pour n = 1
(vérification facile). Soit n > 0, et supposons que ’égalité est vérifiée au rang n. Alors

F3+1 FnFn+2:Fn+1(Fn+Fn71)_Fn(FnJrl"'Fn)
- n+1Fn—1 - Fg
= —(=1)"" (hypothése de récurrence)
= (1)
4. Cette question est de loin la plus dure du devoir. J’y ai moi-méme passé un certain temps...
Pour commencer, des essais pour des petites valeurs de n laissent penser que pour tout n > 1,
F3 \+F}—F} | = Fj,.

Cette propriété est en effet vérifiée pour n = 1 et n = 2. Pour pouvoir la démontrer par récurrence, on a
intérét a trouver une relation de récurrence pour F,, portant uniquement sur les termes d’indice multiple de
3.

Fs, 416 = F3 + 3F3,41 + 3F3n42 + Fints (question 30)
= F3,, + 3F3n41 + 3(F3n43 — F3ng1) + Fangs
=4F5n43 + Fin.

Utilisons cette relation pour montrer que si les égalités pour Fj, et pour Fj,3 sont vérifiées, alors celle pour
F3,,16 également (récurrence d’ordre 2, initialisée sur deux termes).

F3ni6 = 4F5n43 + F3p
=AF} ,+AFS | —AF’+ F}  +Fs —F>_,
=4F3 ,+5F5,  —3F3 —F3 |
= (Fpgs — Fpup1)* + F2 o + 2(Fy + Foy1)® +5F2 | —3F2 — F3_,
=F3 s+ F2 +3F3F2, | —3F2 Fqq — F,§+1 +2F3 + 2F3+1 +6F,F2,
+6F2Fyy1 +2Fs +5F2, —3F2 — F3_,
Or, Foy3 = Fyyo+ Foy1 = 2F,1 + F,, dot
Faypye=F3 o+ F3 o +3(2F41 + Fy)F2, ) —3(2F, 11 + F)?Foy1 + 65, + 662 F,
+6F, 1 F2 — F2 —F2_,
= Fiis+ Fipp = 3F} Fy +3F 0 FY — F) — F
=Fps+ Fiy = B+ (Fapy — Fo)* = F,
= Foys+Fo— Fly



Voila.
Je donne deux autres égalités, donnant F3,41 et Fs,40 (j’ai mis plus de 4 heures a deviner ces relations)

F3n+1 = Fn+1(F2+1 + FnFn+2) - FnFi_l

n

F3n+2 = Fn+1(F3+2 + Fﬁ) + Fan_l-

On peut s’amuser a démontrer simultanément les trois relations (pour Fs,,, F3,41 et F3,12), & la maniére de
la question 3b. C’était une autre fagon de répondre & la question : le plus dur consistait alors & deviner les
deux relations pour F3,41 et F3,40.

. On fait une récurrence forte sur U'entier n. Pour n = 0, n est une somme vide de nombres de Fibonacci,
forcément distincts et non consécutifs ! Si on préfére initialiser pour n = 1, 1 = Fj. Soit n > 0, et supposons
que pour tout m < n, m s’écrit comme une somme de nombres de Fibonacci distincts et non consécutifs.
Montrons que c’est alors aussi le cas de n. Puisque la suite F; tend vers +oo, on aura F; > n pour ¢ assez
grand. Ainsi, 'ensemble {i € N | F; < n} est un sous-ensemble borné (donc fini) de N. Il est non vide, car
n > Fy = 0. Par conséquent, d’aprés la propriété fondamentale de N, cet ensemble admet un élément maximal
k. Le nombre Fj, est alors le plus grand nombre de Fibonacci tel que Fj, < n. Puisquen > 1= Fj, k > 1,
et donc Fy, > 1. Alors, n — Fi, < n. On peut donc appliquer ’hypothése de récurrence & n — Fj, : ce nombre
s’écrit de maniére unique
n—Fy=F,+-+F,,

avec i1 < --- < i, (nombres distincts) et méme i;41 — i; > 2 (nombres de Fibonacci non consécutifs). Alors,
on obtient une décomposition de n sous la forme :

n=F;, ++F, +F.

Il reste & montrer que ces nombres de Fibonacci sont distincts et non consécutifs. Pour cela, vu que c’était
déja le cas pour F;,,...F;_, il suffit de montrer que i; < k — 1. Or, par maximalité de Fj, Fi4+1 > n, donc
n — F, < Fyy1 — F, = Fp_1. Par conséquent, F;, < n — F;, < Fj_1. Puisque la suite de Fibonacci est
croissante, cela implique que i; < k — 1. C’est ce qu'il fallait démontrer. Nous avons donc lexistence d’une
décomposition

n=F,+ -+ F,_,+ F.

en somme de nombres de Fibonacci distincts non consécutifs.
Pour montrer I'unicité, nous démontrons le lemme suivant : toute somme de ¢ nombres de Fibonacci distincts
et non consécutifs vérifie 'inégalité
Fy 4+ Fj, < Fj41.
Nous démontrons ceci par récurrence sur ¢t. En effet, le résultat est vrai pour ¢ = 1. Supposons-le vrai pour
t — 1. Alors,
Fy, +---+F;, <Fj,_ 41+ F},
(hypothése de récurrence appliquée & Fj, +---+ Fj,_,. De plus, j:—1 + 1 < ji — 1. Par conséquent,
Fy+--+F;, <Fj,1+F;, =Fj,11.

Je reprends ma récurrence forte (pour montrer 'existence et 'unicité de la décomposition dans la base de
Fibonacci). Supposons que nous ayons une décomposition

n="F ++F,

Alors, d’aprés le lemme précédent, F;, < n < Fj, + 1. C’est la propriété définissant k. Ainsi, j; = k. Alors,
Fj, +---+ Fj,_, est I'(unique, par hypothése de récurrence) décomposition de n — Fy, c’est a diret —1 =5
et j1 = i1, j2 = i2 etc. Ainsi, une décomposition convenable de n est toujours égale &

n=F; + - +F;, + Fp.

Cela prouve l'unicité de cette décomposition.

. Application : un jeu d’allumettes.

La stratégie gagnante consiste & systématiquement tirer le nombre d’allumettes égal au plus petit terme de

la décomposition dans la base de Fibonacci du nombre restant d’allumettes. En effet

e Le joueur 2 ne sera jamais en mesure de tirer la totalité des allumettes : si avant que le joueur 1 ne tire, le
nombre d’allumettes n était un nombre de Fibonacci, alors il a tiré la totalité des allumettes et a gagné,
sinon, soit F; le terme minimal de la décomposition en base de Fibonacci de n. Ce terme n’est pas I’'unique
terme (sinon n est un nombre de Fibonacci). Il y en a un autre, qui par définition, est au moins aussi grand
que Fiio = Fiy1 + F; > 2F;. Ainsi, il reste au moins F; ;9 allumettes, et comme le joueur 2 n’a pas le droit
de retirer plus de 2F; allumettes (le double du tirage du joueur 1), il ne peut pas retirer la totalité des
allumettes.



e Sile joueur 1 joue de la sorte, il a toujours la possibilité de retirer F; allumettes, F; étant le terme minimal
de la décomposition du nombre d’allumette restant n. Autement dit F; est moins du double du nombre
d’allumettes tirées par le joueur 2 au tout précédent. En effet, soit F;, + ---+ F;, le nombre d’allumettes
avant que le premier joueur ne tire au coup d’avant. Alors, le nombre d’allumettes avant que le joueur 2
ne joue est n = F;, +--- + F;_, et d’aprés le point précédent, le joueur 2 tire un nombre d’allumettes m
strictement inférieur & Fj,. Il restera n — m allumettes. Soit

‘Fiz _m:Fjl +"'+th
la décomposition de F;, —m dans la base de Fibonacci (toujours écrit de maniére croissante), et de méme
m=F, + -+ Fp,

la décomposition de Fibonacci de m. Ces deux décompositions sont toutes deux constituées d’au moins un
terme. Si Fj, > 2m, alors I, > 2Fy > Fp + Fp _1 = F;_11. Par conséquent,

Foy+-+Fy +Fj +- +F,

est une somme de nombres de Fibonacci distincts et non consécutifs. Par conséquent, c’est une décomposi-
tion en base de Fibonacci, constituée d’au moins deux termes, de F;, —m+m = Fj,. Cela contredit I'unicité
de la décomposition, puisque l'unique décomposition de Fj, est Fj, lui-méme. Par conséquent, I}, < 2m.
Par ailleurs, la décomposition en base de Fibonacci du nombre d’allumettes restant est

n—m=FE, —m+F,+ -+ F =F 4+ F + Fy +-+ B

La stratégie du joueur 1 consiste donc a tire F};, allumettes, ce qu’il peut faire, puisque F};; < 2m, c’est-a-dire
puisque ce nombre est inférieur ou égal au double d’allumettes tirées par le joueur 2.
e Comme on tire & chaque fois au moins une allumette et qu’il y a au départ un nombre fini d’allumettes, le
jeu se termine. Comme le joueur 2 ne peut pas gagner, d’aprés le raisonnement précédent, c’est le joueur
1 qui gagne.
Si le nombre initial d’allumettes est un nombre de Fibonacci, le joueur 1 ne pouvant pas tirer toutes les
allumettes, est obligé d’en tirer strictement moins. Il se retrouve donc dans la situation du joueur 2 précé-
demment, qui se voyait obligé de tirer moins d’allumettes que le plus petit terme dans la décomposition de
Fibonacci du nombre d’allumettes restantes. Les roles sont donc inversés, et c¢’est maintenant le joueur 2 qui
a une stratégie gagnante.

Correction de ’exercice 8 —

D’apreés les régles de composition des limites, il suffit de montrer que (f(n)),en tend vers +oo.

Soit donc A > 0. Considérons f~1([0, E(A)]). Comme f est bijective, cet ensemble a le méme cardinal que [0, E(A)].
C’est donc un ensemble fini. Il admet par conséquent un plus grand élément ng. Ainsi :

Vn=ng+1, ndg f 1[0, E(A)]), donc: f(n) € [0,E(A)], donc: f(n) = E(A)+1> A

On en déduit que (f(n))nen tend vers +oo.
D’ou le résultat par le théoréme de composition des limites.

Correction de ’exercice 9 —

1.

2.

Tous les termes des deux produits définissant (un)nen €t (vn)nen sont positifs, donc les suites (un,)nen €t
(Un)nen sont positives.

De plus, pour tout n € N*, w1 = gzg “Up = Up. Donc (uy, )nen+ est décroissante.
(a) Soit t €] —1,40c0[. Alors 0 < t+1 < ¢+ 2, donc t% > t% :
1 1 t t+1
1-— <1-— it: _— .
t+1 tr2 9 Pr1 S ty2

(b) Soit n € N*. Tout d’abord :

©ok—1 4 2k—1 2%k —1 = 2k—2 1
“i:kl;[l ok kl;[l ok >kl;[1 ok ']};[22k—1'§’
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d’aprés la question précédente appliquée a chacun des termes du second produit sauf celui correspondant
a 'indice k£ = 0, et en utilisant la positivité de tous les termes du produit. Ainsi :

n n n n—1
[TQk-1) J[(2k-2) IT1(2k—-1) 11 2k
W2 s =l k=2 L= k=l 1
M2t J[@k-1) 2 T2t [lek-1) 2
k=1 k=2 k=1 k=2
Par conséquent, u? > S et donc u, > L
d T 4p "7 2yn’
Remarquons maintenant que :
IT12k-1) 11 2k IT12k-1)
. — =L k=1 k=1 1
ntn — n n — Tal - 9 1
[[2t  [[@k+1) Traxe—1 7
k=1 k=1 k=2
Par conséquent, u,, - v, = ——. Or, d’aprés la question précédente :
2n+1
“ok—-1 Y5 2%
0 n = = Uy.
<w === <1l 577 ="
k=1 k=1
1

d’otl, (un)nen étant positive, 0 < u,, <
1
Von+1

1 1 2y/n

< = :
@2n+Dun ~ (2n+1)5 1n 2n+1

Par conséquent, ui < UpUp =

2n +1’ Von+1

N 2 o TS
De méme, v;, > unv, = , d’ott v, >

2n+1
Enfin :

Up =

3

On obtient donc bien, pour tout n € N* :

Lo oL 2ym
~ un vn ~ .
2y/n V2n+1 2n+1

(a) Pour tout n € N*, wy41 étant strictement positive :

Wn, Un  Uny1  2n+2 2n+2 2Zn+2 2n+1

= . > . =
Wr+1 Un41 Un, 2n+1 2n+3 2n+1 2n+2

)

I'inégalité provenant de la question (2a). Ainsi, (w,)nen+ étant & termes positifs, pour tout n € N*,
Wy, > Wn+1, €6 par conséquent, (wn)neN* est décroissante.

On a, pour tout n € N* :
Dok —1 {4 2k+1 x4k -1
wn =1 2% 11 2% =11 g2
k=1 k=1 k=1

Ainsi, w; = 2. Comme (wy)nen est décroissante, on en déduit que pour tout n € N*, w, < 3.

De plus, pour tout n € N*, u,, > ﬁ >0et0<v, < ;n—vfl, donc :
Up, < 1 2n+1 < 2n 1
W, = — = _— = =,
Up, 2\/52n+1 4dn dn 2
On a donc :
Yn € N* 1 < < 3
n - <w, <-.
T2 4

Ainsi, (wp)nen+ étant décroissante et minorée, elle admet une limite finie A, et d’aprés le théoréme de
prolongement des inégalités (passage a la limite dans une inégalité), \ vérifie : % <AL %.

(b) Puisque (wy,)nen+ admet une limite A finie non nulle, on a w, ~ A\, donc =2~ A, donc u, ~ Avg,.
+oo Vy, +00 +o0o

11



A A

4. De l’équivalent précédent, on déduit : u2 ~ v, = ——— ~ —.
q b ’ Thoo T 90 41 +00 2n
, ) L. N . R A
Par conséquent, comme on peut élever un équivalent & une puissance fixe(ici, 5), Up ~ A —.
+oo V 2n
U 1
Alors, v, ~ — ~ {/—

+o00 A 400 ¥ 2A\n

Correction de ’exercice 10 —

2 1
Soit, pour tout n dans N*, la propriété P(n): < ;L > Z VE.
2 1
Prenons n = 1, nous obtenons : (g + §) Vn=1et Z Vk =+/1=1. Ainsi, P(1) est vérifiée.

Soit n € N* tel que P(n) soit vérifié. Alors :

’ff_(ﬂ %)m_éﬁ+m—<w+%)m

:i\/z—%”m

2(2" )\F——W

3
1
(\/_ V1) + o Vn
2n n—n-—1 1
Z2 =+ -
3 vn++vn+1 3 v
—2n 1
2 5 :Oa
3-2\/ﬁ+3 Vi

ce qui prouve P(n + 1).

Par conséquent, P(1) est vraie, et pour tout n dans N*, P(n) entraine P(n + 1). D’aprés le principe de récurrence,
P(n) est vraie pour tout n dans N*.

2
Soit, pour tout n dans N*, la propriété Q(n): ( n ) NG Z VE.

2 1
Prenons n = 1, nous obtenons : (g + 5) Vn = 6 et Z VEk =+/1=1. Ainsi, Q(1) est vérifice.
k=
Soit n € N* tel que Q(n) soit vérifié. Alors :
fasy 2n+1) 1

> V- (L” %)m_iﬂwﬁ—(TW)m
k=1

() (e )

() o ()

< 2(er)(x/— \/n—l—l)—%-\/ﬁ—i-%-\/n—i-l

2(n—|—1) 1 1 1
< - . —=vn+--vn+1
3 vn+vn+1 6\/_ 2

2(n+1) 1 1
<——I n—i——-x/n—i—l
3-2.vn+1 V"
1

Lari-Lvael vt
(Vn—vn+1)<0

[\)

O:|’—‘

ce qui prouve Q(n + 1).
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Par conséquent, Q(1) est vraie, et pour tout n dans N*, Q(n) entraine Q(n + 1). D’aprés le principe de récurrence,
Q(n) est vraie pour tout n dans N*.
On en déduit que pour tout n € N*,

2 1 1 — 2 1 1
T4 ) < — k<=4 — 14+ —.
<3+3n> n\/ﬁ;\/— <3+2n> +n

D’aprés le théoréme d’encadrement, on obtient donc :

Correction de ’exercice 12 —

2
1. Intégrales de Wallis. Soit, pour n € N, [, = / sin” ¢ dz.
0

3 - 3 z
(a) Ioz/ ldz=—; 11:/ sinz do = [—cosx} =1.
0 2 0 0

(b) Soit n > 1. Intégrons I, 11 par parties, en dérivant sin™ et en intégrant un facteur sin. Les fonctions
considérées étant de classe C*°, 'intégration par partie est licite, et donc :

3 T 3
Iy = / sin"t(z) doz = [ — cosxsin” x} + n/ cos® xsin" !z dx
0 0 0

%
= n/ (1 —sin?z)sin” 'z de = n(l_1 — L)
0

n

En isolant I, dans cette équation, on trouve I,,41 = p—— .
n

In_1.

. s : _ @p! 7
(c) On montre par récurrence sur p € N la propriété : H(p) : « I, = W ‘5 »
Initialisation : Pour p = 0, H(0) est vérifiée ssi Iy = 7, ce qui provient de la question 1.
Hérédité : Soit p € N* tel que H(p — 1) soit vérifié. Alors, d’aprés la question 2,

2p(2p—-1) (2p-—2)!

_2p—1 _2p—1 (2p —2)!

I = _ __(2p)!
o 2p P? 2p  22r=2((p—1)!)?

2% (p!)?

v T
2 2

T
ap2 22p72((p - 1)1)? 2
La propriété est donc héréditaire. D’aprés le principe de récurrence, elle est vraie pour tout p € N.
L’expression pour Is,4+1 se démontre bien sr de la méme maniére. Je propose une démonstration al-
ternative (qui, pour étre complétement rigoureuse, nécessiterait aussi une récurrence). Il s’agit bien str
d’une autre fagcon de mettre en forme la méme idée. D’aprés la question 2,

I :i] % .M[ C— .= 2p(2p —2)---2 I

P g1 P T gp 1 2p—37PR p+)@2p—1)---1"
(2p(2p—2)---2)*  (2°p))*  2%(p!)?
(2p+ 1)! @2p)! @2p+1)

(d) Soit n € N. Pour tout z € [0, %], 0 <sinz < 1, donc 0 < sin” z < sin™™' 2. Ainsi,
El i .
/ sin” z do < / sin® ™ ¢ da soit : Iy < Inga.
0 0

In—i—l

Ainsi, la suite (I,)nen est décroissante. Par conséquent, pour tout n € NN*, < 1, et de plus,
n

I > Iniq
In Infl

puisque I,_; > I, . On obtient donc, pour tout n € N*, 'encadrement :
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(e) On calcule la limite de ﬁ"ﬁ en calculant la limite des ses deux suites extraites des termes pairs et des

2. Formule de Stirling. Soit, pour n € N*, S, =In

(a)

(b)

(d)

n—1

termes impairs. Or :

Lpro _ 2p+D@2p+2) 0 Dy 4p°
Iy Alp+1)2 Ip-1 2p(2p+1)
Ces deux suites extraites ont la méme limite 1. Donc la suite (f"—*i) N admet une limite en 400,
n-— ne *

égale & 1. D’apreés le théoréme d’encadrement, on en déduit que (hjﬁ) N admet une limite, et que
ne

n

cette limite est égale a 1.

. . I
Pour trouver la formule de Wallis, on exprime i 2T’1 :
o

Ip—y  222(pl)2 2 226-D((p—1)1)2

Iy ) 2p —1)! o)\ 2p? 2p)! \?

Cette expression tend vers 1 lorsque p tend vers +o0o d’aprés ce qui précéde. Ainsi, en passant a la racine
carrée, on obtient
(2p)!

1
lim ————p=—.
p—too 22r(pl)?2 VP LS
nle™

On obtient, & 'aide de I'indication :

- =1In nie” —In (n—l)!e”’l =1In nle” . (n_l)nflx/m
Sn Snfl =1 n"\/ﬁ 1 (n— 1)"*1\/(71— 1) =1 (n"\/ﬁ (n_ 1)!en—1 >

RICONERERC
O R ORIC

A A
Il existe donc A € R tel que pour tout n € N, [S,11 — S, < —. Or, ) — est une série de Riemann
n n

convergente, donc la série Y S, 11 — S, est absolument convergente, donc convergente.
n
Or, la somme partielle de cette série est E Sk+1 — Sk = Sn41 — S1. Ainsi, la convergence de la série est
k=1
équvalente a la convergence de la suite (S, )nen+ vers un réel fini S.

Soit n € N*. o,, = 5", donc, puisque la fonction exponentielle est continue, lim o, = e”.
n—-+4oo
2 5)2
A o e
Ainsi, lim —* = ( S) =¢
n—-+00 0oy e

o2 nle™ \? (2n)2"/2n  227(n!)2y/2
De plus : —= = = .
Oan n"y/n (2n)le2n (2n)\/n

D’aprés la question (1e), la limite de cette suite est v/27. Ainsi, ¥ = /27, soit : S = In /2.
La limite de (o, )nen+ est V27, donc :
nle™ nle™

m o =27, soit : i =V2r(1+0(1)), soit: n!=n"e""V2rn(l+ o(1)).
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