
Lyée La Bruyère, Versailles 2011/2012ECS 2 � Mathématiques Analyse 1bis � Plus d'exeries sur les suitesCorretion de l'exerie 1 �1. Indiation : par dé�nition de la limite (par ε), à partir d'un ertain rang, un

un+1
sera majoré par 1+ℓ

2 qui eststritement supérieur à ℓ. À partir de e rang, on peut minorer (un) par une suite géométrique de raison
1+ℓ
2 < 1 (raisonnement lassique, aussi utilisé pour les séries). Comme (un) est positive, on en déduit parenadrement qu'elle admet une limite nulle.2. Si on minore un

un+1
par 1 à partir d'un ertain rang, on obtient la roissane strite (don l'existene d'unelimite �nie ou in�nie) de (un). Cet argument su�t souvent pour l'étude des séries, mais n'est pas su�santii pour obtenir la valeur de la limite de (un). Proéder omme dans la question préédente, en minorant àpartir d'un ertain rang (un) par une suite géométrique de raison 1+ℓ

2 > 1.3. Appliquer les résultats préédentes. En notant (un)n∈N∗ la suite
lim

n→+∞

un+1

un
= a,ainsi :

• si a < 1, lim
n→+∞

un = 0 ;
• si a > 1, lim

n→+∞
un = +∞ ;

• si a = 1, on obtient failement :
∗ si b > 0, lim

n→+∞
un = 0 ;

∗ si b = 0, lim
n→+∞

un = 1 ;
∗ si b < 0, lim

n→+∞
un = +∞.4. Ii, lim

n→+∞

un+1

un
= lim

n→+∞

a

n + 1
= 0. Don limun = 0.Corretion de l'exerie 2 � Soit (un)n∈N une suite réelle.1. Soit A = u0. Alors il existe n0 ∈ N tel que pour tout n > n0, un > A. Alors, E = {un, tq un 6 A, n ∈ N}est �ni, ar E ⊂ [[1, n0]]. En e�et pour tout n > n0, un > A, don un 6∈ E. De plus E est non vide, puisque

u0 ∈ E. Par onséquent, E admet un plus petit élément uk. Alors, pour tout n ∈ N :
• soit un ∈ E, et don uk 6 un par dé�nition de uk ;
• soit un 6∈ E, et don un > A 6 uk.Ainsi, uk est un minorant, et don le plus petit élément, de {un, n ∈ N}.2. Si (un)su est onstante, {un, n ∈ N} est un singleton, don admet à la fois un plus petit et un plus grandélément.Supposons don que un est non onstante. Il existe don k tel que uk 6= ℓ. Supposons que uk > ℓ (le as
uk < ℓ se démontre de la même façon). Alors soit ε = uk − ℓ. Il existe N ∈ N tel que pour tout n > N ,
un < ℓ + ε = uk. Soit E = {un, n ∈ N, td un > uk}. D'après e qui préède, E ⊂ [[0, N ]], et est don �ni.De plus, uk ∈ E. Don E admet un élément maximum. Comme dans la question préédente, et élément estaussi l'élément maximum de {un, n ∈ N}.Pour ne pas pouvoir faire e raisonnement pour l'élément maximum, il faudrait que pour tout k ∈ N, uk 6 ℓ.Si ela est véri�é, et qu'il existe k tel que uk = ℓ, alors uk est lairement l'élément maximum de {un, n ∈ N}.Ainsi, pour qu'il n'existe pas d'élément maximum, il faut don que pour tout n ∈ N, un < ℓ.Réiproquement, si pour tout n ∈ N, un < ℓ, alors ℓ est la borne supérieure de {un, n ∈ N}. En e�et, 'estun majorant, et pour tout ε > 0, il existe N ∈ N tel que pour tout n ∈ N, un > ℓ − ε. En partiulier, ilexiste n ∈ N tel que un > ℓ − ε. D'après la aratérisation par epsilon des bornes supérieures, ℓ est la bornesupérieure de {un, n ∈ N}. Comme ℓ 6∈ {un, n ∈ N}, et ensemble n'admet pas d'élément maximum.Ainsi, les suites onvergentes telles que {un, n ∈ N} n'admet pas de maximum (et admet don un minimum)sont les suites onvergeant vers leur limite par valeurs stritement inférieures. De même, les suites onvergentestelles que {un, n ∈ N} n'admet pas de minimum (et admet don un maximum) sont les suites onvergeantvers leur limite par valeurs stritement supérieures.1



3. (un)n∈N étant à termes positifs, on obtient par le raisonnement préédent l'existene d'un maximum de
{un, n ∈ N}. Soit p1 tel que up1

soit e maximum. Ainsi, pour tout n ∈ N, un 6 up1
, et en partiulier, pourtout n > p1, un 6 up1Alors {un, n > p1} admet pour la même raison un maximum (e sont les termes de la suite dé�nie par

vn = un+p1+1, pour tout n ∈ N, don on peut appliquer le résultat préédent à ette suite). Soit p2 tel que
up2

réalise e maximum. Alors, de même que préédemment, pour tout n > p2, un 6 up2
. De plus p2 > p1.Soit k ∈ N

∗ et supposons onstruits p1 < p2 < · · · < pk tels que pour tout i ∈ [[1, k]], et pour tout n > pi,
un 6 pi· Alors {un, n > pk} admet pour la même raison un maximum. Soit pk+1 tel que upk+1

. Alors
pk+1 > pk, et pour tout n > pk+1, un 6 upk+1

.D'après le prinipe de réurrene, on a don onstruit une in�nité d'entiers pi tels que pour tout n > pi,
un 6 upi

.Corretion de l'exerie 3 �1. Tout d'abord, u1 = f(u0) = f(1) =
√

2. Montrons par réurrene sur n ∈ N que un est bien dé�ni et véri�eles égalités requises.Soit, pour tout n dans N, la propriété P(n): u2n et u2n+1 sont dé�nis, et { u2n > 0
u2n+1 > 1

.On a : u0 = 1 > 0 et u1 =
√

2 > 1, don P(0) est véri�é.Soit n ∈ N tel que P(n) soit véri�é. Alors u2n+1 ∈ Dg =]1, +∞[, don u2n+2 est bien dé�ni, et :
u2n+2 = g(u2n+1) =

1

u2n+1 − 1
> 0,l'inégalité provenant du fait que u2n+1 > 1. Ainsi, u2n+2 ∈ Df = [0, +∞[, don u2n+3 est bien dé�nie, et

u2n+3 = f(u2n+2) =
√

1 + u2n+2 > 1,puisque u2n+2 > 0. Ainsi, P(n + 1) est véri�ée.Par onséquent, P(0) est vraie, et pour tout n dans N, P(n) entraîne P(n + 1). D'après le prinipe deréurrene, P(n) est vraie pour tout n dans N.2. Tout d'abord, g ◦ f(x) est bien dé�ni pour tout x ∈]0, +∞[ (première hose à faire de manière générale :s'assurer que les objets dont on parle sont bien dé�nis). En e�et, pour tout x > 0, f(x) > 1, don f(x) ∈ Dg.Ainsi, Dg◦f =]0, +∞[.La fontion x 7→ x + 1 est roissante sur [0, +∞[, à valeurs dans R+. La fontion y 7→ √
y est roissante sur

R+. Ainsi, f étant la omposée de es deux fontions roissantes, f est roissante.N'oubliez pas de bien préiser que la première fontion qu'on applique prend ses valeurs dans le domaine surlequel on étudie la monotonie de la seonde fontion.Vous pouvez aussi bien sûr étudier les variations de f en dérivant f . N'oubliez pas dans e as de préiser ladérivabilité avant de dériver.La fontion x 7→ x − 1 est roissante sur ]1, +∞[, à valeurs dans R
∗
+ ; la fontion y 7→ 1

y est déroissante sur
R

∗
+. Don, g étant la omposée de es deux fontions, l'une roissante, l'autre déroissante, g est déroissante.Ainsi, g◦f est la omposée d'une appliation roissante sur ]0, +∞[ à valeurs dans ]1, +∞[, et d'une appliationdéroissante sur ]1, +∞[. Elle est don déroissante sur ]0, +∞[.3. Soit Φ : R

∗
+ −→ R

∗
+ la fontion dé�nie pour tout x ∈ R

∗
+ par ϕ(x) = g ◦ f ◦ g ◦ f . La fontion ϕ est laomposée de deux fontions déroissantes (on ompose g ◦ f ave elle-même). Don ϕ est roissante.De plus, pour tout n ∈ N,

u4n+4 = g(u4n+3) = g ◦ f(u4n+2) = g ◦ f ◦ g(u4n+1) = g ◦ f ◦ g ◦ f(u4n) = ϕ(u4n).La suite (vn)n∈N dé�nie pour tout n ∈ N par vn = u4n est don dé�nie par la ondition initiale v0 = u0 = 1et la relation de réurrene, valable pour tout n ∈ N : vn+1 = ϕ(vn), où ϕ est roissante.Un résultat du ours nous dit qu'alors (vn)n∈N est monotone. Vous n'êtes pas ensés appliquer diretemente résultat, mais vous devez refaire sa démonstration dans e as préis. Allons-y !Soit, pour tout n dans N, la propriété Q(n): u4n+4 > u4n.Tout d'abord,(a) u1 =
√

2, don :(b) u2 =
1√

2 − 1
=

√
2 + 1, don : 2



() u3 =

√

1 +
√

2 >
√

1 + 1 =
√

2, don :(d) u4 =
1

√

1 +
√

2 − 1
=

1√
2
(1 +

√

1 +
√

2) >
1 +

√
2√

2
> 1.Ainsi, u4 > u0 = 1, d'où Q(0).Soit n ∈ N tel que Q(n). Alors, ϕ étant roissante, elle préserve les inégalités (larges), don :

ϕ(u4n) 6 ϕ(u4n+4), soit : u4n+4 6 u4n+8.Par onséquent, Q(0) est vraie, et pour tout n dans N, Q(n) entraîne Q(n + 1). D'après le prinipe deréurrene, Q(n) est vraie pour tout n dans N.Ainsi, (u4n)n∈N est roissante.4. On sait déjà que (u4n)n∈N est roissante. Montrons qu'elle est majorée. Une hose à bien retenir : dans le asd'une suite dé�nie par réurrene, si elle est roissante et majorée, elle est notamment majorée par sa limite,qui est un point �xe de la fontion dé�nissant la réurrene (dans le as où ette fontion est ontinue). Don,pour deviner un majorant possible, il peut être utile de déterminer les points �xes de la fontion dé�nissantla réurrene.Déterminons don les points �xes de ϕ. Pour tout x ∈ R
∗
+,

f(x) =

√
1 + x

,
don : g ◦ f(x) =

1√
1 + x − 1

=
1

x
(
√

1 + x + 1), don :
f ◦ g ◦ f(x) =

√

1

x
(
√

1 + x + 1) + 1, don :
ϕ(x) =

1
√

1
x (
√

1 + x + 1) + 1 − 1
=

√

1
x (
√

1 + x + 1) + 1 + 1

1
x(
√

1 + x + 1)
.Ainsi, pour tout x ∈ R

∗
+,

ϕ(x) = x ⇐⇒

√

1
x (
√

1 + x + 1) + 1 + 1
√

1 + x + 1
= 1

⇐⇒
√

1

x
(
√

1 + x + 1) + 1 + 1 =
√

1 + x + 1

⇐⇒
√

1

x
(
√

1 + x + 1) + 1 =
√

1 + x

⇐⇒ 1

x
(
√

1 + x + 1) + 1 = 1 + x (équivalent ar tout est positif)
⇐⇒ 1

x
(
√

1 + x + 1) = x

⇐⇒
√

1 + x = x2 − 1

⇐⇒ (x2 − 1)2 − (1 + x) = 0

⇐⇒ ((x − 1)2(x + 1) − 1)(x + 1) = 0

⇐⇒ ((x − 1)(x2 − 1) − 1)(x + 1) = 0

⇐⇒ (x3 − x2 − x)(x + 1) = 0

⇐⇒ x(x + 1)(x2 − x − 1) = 0.Ainsi, ϕ(x) = x si et seulement si x = 0, x = −1, x =
1 −

√
5

2
, x =

1 +
√

5

2
.La limite ℓ de (u4n)n∈N, si elle existe, est forément une de es quatre valeurs. En e�et, ϕ étant ontinue sur

R
∗
+, en passant à la limite dans la relation u4n+4 = ϕ(u4n), on obtient ℓ = ϕ(ℓ).De plus, puisque u4 > 1 et que (u4n)n∈N est roissante, pour tout n ∈ N

∗, u4n > u4, et par passage à lalimite (toujours sous réserve d'existene), ℓ > u4 > 1. Don, si la limite existe, elle véri�e ℓ > 1. Ainsi, laseule valeur possible de ℓ est : ℓ =
1 +

√
5

2
. 3



Soit x0 =
1 +

√
5

2
. Montrons que x0 est un majorant de (u4n)n∈N. On montre par réurrene sur n ∈ N quepour tout n ∈ N, u4n 6 x0.Soit, pour tout n dans N, la propriété R(n): u4n 6 x0.On a u0 = 1 < x0, d'où R(0).Soit n ∈ N tel que R(n). Alors, ϕ étant roissante, ϕ(u4n) 6 ϕ(x0), 'est-à-dire, puisque x0 est un point �xede ϕ : u4n+4 6 x0, d'où R(n + 1).Par onséquent, R(0) est vraie, et pour tout n dans N, R(n) entraîne R(n + 1). D'après le prinipe deréurrene, R(n) est vraie pour tout n dans N.Pensez à bien exploiter le fait que x0 est point �xe de ϕ.Conlusion : (u4n)n∈N est roissante et majorée ; elle onverge don dans R. D'après e qui préède, sa limiteest don :

ℓ = lim
n→+∞

u4n = x0 =
1 +

√
5

2
.5. Déterminons les points �xes de f (dans R+, e qui permet d'élever au arré sans problème) : pour tout

x ∈ R+ :
f(x) = x ⇐⇒

√
1 + x = x ⇐⇒ 1 + x = x2 ⇐⇒ x2 − x − 1 = 0Or, ℓ a été dé�ni omme une raine de e polyn�me, don ℓ est un point �xe de f .De même, déterminons les points �xes de g (x > 1, don toutes les impliations sont des équivalenes,notamment la deuxième) : pour tout x ∈]1, +∞[ :

g(x) = x ⇐⇒ 1

x − 1
= x ⇐⇒ 1 = x2 − x ⇐⇒ x2 − x − 1 = 0.Enore une fois, ℓ étant raine de e polyn�me, ℓ est point �xe de g.6. • Pour tout n ∈ N, u4n+1 = f(u4n). Comme f est ontinue sur R

∗
+, et que ℓ ∈ R

∗
+, (f(u4n))n∈N admet unelimite, et ette limite vaut f(ℓ) = ℓ. Ainsi, (u4n+1)n∈N admet une limite, et lim

n→+∞
u4n+1 = ℓ.La roissane de (u4n)n∈N implique que pour tout n ∈ N, u4n 6 u4n+4, don, en appliquant la fontion froissante sur R

∗
+, u4n+1 6 u4n+5. Ainsi, la suite (u4n+1)n∈N est roissante.

• Pour tout n ∈ N, u4n+2 = g◦f(u4n). Comme g◦f est ontinue sur R
∗
+, et que ℓ ∈ R

∗
+, (g◦f(u4n))n∈N admetune limite, et ette limite vaut g ◦f(ℓ) = g(ℓ) = ℓ. Ainsi, (u4n+2)n∈N admet une limite, et lim

n→+∞
u4n+2 = ℓ.La roissane de (u4n+1)n∈N implique que pour tout n ∈ N, u4n+1 6 u4n+5, don, en appliquant la fontion

g déroissante sur ]1, +∞[, u4n+2 > u4n+6. Ainsi, la suite (u4n+2)n∈N est déroissante.
• Pour tout n ∈ N, u4n+3 = f◦g◦f(u4n). Comme f◦g◦f est ontinue sur R

∗
+, et que ℓ ∈ R

∗
+, (f◦g◦f(u4n))n∈Nadmet une limite, et ette limite vaut f ◦g ◦f(ℓ) = f ◦g(ℓ) = f(ℓ) = ℓ. Ainsi, (u4n+3)n∈N admet une limite,et lim

n→+∞
u4n+3 = ℓ.La déroissane de (u4n+2)n∈N implique que pour tout n ∈ N, u4n+2 > u4n+6, don, en appliquant lafontion f roissante sur R

∗
+, u4n+3 > u4n+7. Ainsi, la suite (u4n+3)n∈N est déroissante.7. Soit ε > 0.

• Puisque (u4n)n∈N onverge vers ℓ : ∃N0, ∀n > N0, |u4n − ℓ| < ε.
• Puisque (u4n+1)n∈N onverge vers ℓ : ∃N1, ∀n > N1, |u4n+1 − ℓ| < ε.
• Puisque (u4n+2)n∈N onverge vers ℓ : ∃N2, ∀n > N2, |u4n+2 − ℓ| < ε.
• Puisque (u4n+3)n∈N onverge vers ℓ : ∃N3, ∀n > N3, |u4n+3 − ℓ| < ε.Soit N = max(N0, N1, N2, N3). On en déduit don que :

∀n > N,















|u4n − ℓ| < ε

|u4n+1 − ℓ| < ε

|u4n+2 − ℓ| < ε

|u4n+3 − ℓ| < ε

soit : ∀m > 4N, |um − ℓ| < ε.Ainsi, le ritère de la onvergene de (un)n∈N vers ℓ est bien véri�é.Cette démonstration est à retenir. Sahez la faire.Corretion de l'exerie 5 �1. Initialisation : u0 = 1 don u0 > 1.Hérédité : soit n ∈ N. Si un > 1, alors 1
un

> 0, don un+1 > un > 1.D'après le prinipe de réurrene, pour tout n > 1, un > 1.4



2. D'après la question préédente, pour tout n ∈ N, un > 1, don en partiulier 1
un

> 0. Ainsi, un+1 = un+ 1
un

>

un. Don un est roissante. Elle onverge don soit vers un réel, soit vers +∞. Supposons que (un) onvergevers un réel ℓ. Comme la fontion x 7→ x + 1
x est ontinue sur [1, +∞[ (intervalle dans lequel (un) prend sesvaleurs), on obtient, en passant à la limite dans l'équation de réurrene :

ℓ = ℓ +
1

ℓ
,d'où 1

ℓ = 0. Cette équation n'a pas de solution dans R. Ainsi, (un) ne onverge pas vers un réel ℓ, don
lim

n→+∞
un = +∞.3. Soit n ∈ N

∗. En élevant la relation de réurrene au arré : u2
n =

(

un−1 + 1
un−1

)2

= u2
n−1 + 2 + 1

u2
n−1

, etdon u2
n − u2

n−1 = 2 + 1
un−1

2. Comme 1
un−1

2
> 0, on obtient u2

n − u2
n−1 > 2. D'autre part u2

n−1 > un−1, ar
un−1 > 1, et don 1

u2
n−1

6 1
un−1

= un−1 − un. On obtient bien 2 6 u2
n − u2

n−1 6 2 + un − un−1.En sommant es inégalités pour k allant de 1 à n, on trouve :
n
∑

k=1

2 6

n
∑

k=1

(u2
k − u2

k−1) 6

n
∑

k=1

2 +

n
∑

k=1

(uk − uk−1)Ces sommes sont télesopiques, et on trouve don : 2n 6 u2
n − 1 6 2n + un − 1.4. On utilise les inégalités de la question préédente, qui donnent, pour tout n ∈ N, u2

n−un 6 2n 6 u2
n −1, d'où

1 − 1

un
6

2n

u2
n

6 1 − 1

u2
n

.Comme (un) tend vers+∞, ( 2n
u2

n

) tend vers 1 (théorème d'enadrement), don aussi (√
2n

un

). Ainsi, un ∼
+∞

√
2n.Corretion de l'exerie 6 �1. Soit n > 3. La fontion fn est dérivable sur R+ en tant que fontion polynomiale, et :

∀x ∈ R+, f ′
n(x) = nxn−1 − n = n(xn−1 − 1).Ainsi :

• f ′
n est négative sur [0, 1], stritement sur ]0, 1[. La fontion fn est don stritement déroissante sur [0, 1].Comme fn y est ontinue, d'après le théorème de la bijetion et le théorème des valeurs intéremédiaires, fnse restreint sur [0, 1] en une bijetion sur son image fn([0, 1]), et ette image est un intervalle d'extremités

f(0) = 1 et f(1) = 2 − n < 0. Ainsi, 0 ∈]2 − n, 1[, don 0 admet un unique antéédent dans ]0, 1[ par fn.Cela montre l'existene (et l'uniité) de αn.
• f ′

n est positive sur [1, +∞[, stritement sur ]1, +∞[. La fontion fn est don stritement roissante sur
[1, +∞[. Comme fn y est ontinue, d'après le théorème de la bijetion et le théorème des valeurs intére-médiaires, fn se restreint sur [1, +∞[ en une bijetion sur son image fn([1, +∞[), et ette image est unintervalle d'extremités f(1) = 2−n < 0 et lim

x→+∞
fn(x) = +∞. Or, 0 ∈]2−n, +∞[, don 0 admet un uniqueantéédent dans ]1, +∞[ par fn. Cela montre l'existene (et l'uniité) de βn.2. Soit n ∈ N. Alors, fn est positive sur [0, αn] et négative sur [αn, 1].Étudions le signe de fn(αn+1). Par dé�nition de αn+1,

0 = αn+1
n+1 − (n + 1)αn+1 + 1 = αn+1 · αn

n+1 − nαn+1 + 1 − αn+1 6 αn
n+1 − nαn+1 + 1 = fn(αn),l'inégalité déoulant du fait que αn+1 6 1 et αn+1 > 0. Ainsi, fn(αn+1) > 0. On en déduit que αn+1 ∈ [0, αn].Ainsi, αn+1 6 αn.Cei étant vrai pour tout n ∈ N, (αn)n>3 est déroissante. Elle est minorée par 0. Elle onverge don.De plus, pour tout n ∈ N, αn 6 α0 < 1 ; ainsi, 0 6 αn

n 6 αn
0 , et omme 0 < α0 < 1, (αn

0 ) tend vers 0. Ainsi,d'après le théorème d'enadrement, (αn
n) tend vers 0.Soit ℓ la limite de (αn)n>3. Si ℓ 6= 0, alors ℓ > 0, et (nαn) tend vers +∞. Alors, en passant à la limite dansl'égalité vraie pour tout n ∈ N :

αn
n − nαn + 1 = 0,le terme de gauhe tend vers −∞, alors que le terme de droite est égal à 0, don tend vers 0. On en déduitune ontradition. Ainsi, ℓ = 0. 5



3. De plus, le raisonnement préédent montre que (−nαn + 1) tend vers 0, don que (nαn) tend vers 1. Pardé�nition des équivalents, on en déduit que αn ∼
+∞

1

n
.4. (a) Soit n > 3. Alors :

fn

(

1 +
2√
n

)

=

(

1 +
2√
n

)n

− n

(

1 +
2√
n

)

+ 1

=
n
∑

k=0

(

n

k

)

2k

nk/2
− n

(

1 +
2√
n

)

+ 1

>

2
∑

k=0

(

n

k

)

2k

nk/2
− n

(

1 +
2√
n

)

+ 1

= 1 +
2n√

n
+

4n(n − 1)

2n
− n − 2

√
n + 1

= 1 + 2(n − 1) − n + 1 = n.Ainsi, pour tout n > 3, fn

(

1 + 2√
n

)

> n.(b) Enore une fois d'après le théorème de la bijetion, pour tout n > 3, βn 6 1 + 2√
n
. On en déduitl'enadrement suivant de βn :

∀n > 3, 1 < βn 6 1 +
2√
n

.D'après le théorème d'enadrement, (βn)n>3 onverge vers ℓ = 1.() Pour tout n > 3, on a : βn
n = nβn − 1, soit, en passant au logarithme : n ln(βn) = ln(nβn − 1). Or,

ln(nβn − 1) = lnn + ln(βn − 1

n
).Comme βn − 1

n tend vers 1, ln(βn − 1
n ) tend vers 0, et omme lnn tend vers +∞ ; on en déduit que

ln(βn − 1
n ) = o(lnn). Ainsi, on obtient un équivalent de n ln(βn) :

n ln(βn) = ln(nβn − 1) ∼
+∞

lnn, soit : ln(βn) ∼
+∞

lnn

n
.Alors,

βn − 1 = eln(βn)−1 ∼
+∞

ln(βn) ∼
+∞

lnn

n
.On a utilisé l'équivalent eun − 1∼+∞ un si (un) tend vers 0, e qui est possible ii, du fait que ln(βn)tend vers 0, puisqu'elle est équivalente à lnn

n , de limite nulle. Ainsi :
βn − 1 ∼

+∞

lnn

n
.Corretion de l'exerie 7 �1. Les 20 premières valeurs de Fn ('est-à-dire de 0 à 19) :

F0 = 0 F1 = 1 F2 = 1 F3 = 2 F4 = 3
F5 = 5 F6 = 8 F7 = 13 F8 = 21 F9 = 34
F10 = 55 F11 = 89 F12 = 144 F13 = 233 F14 = 377
F15 = 610 F16 = 987 F17 = 1597 F18 = 2584 F19 = 41812. La suite Fn est roissante. En e�et, une réurrene immédiate montre que pour tout n, Fn > 0. Alors,

Fn+1 = Fn + Fn−1 > Fn, e qui montre la roissane.On montre par réurrene que pour tout n ∈ N, Fn > n− 1 (=l'énoné orret). On le véri�e failement pour
F0, F1 et F2 (vous omprendrez plus loin pourquoi j'initialise sur autant de termes). Soit n ∈ N. On supposeque Fn > n− 1. Puisque Fn est roissante, si n > 2, Fn−1 > F1 > 1. Ainsi supposons don que n > 2 (e quisigni�e qu'on ommene l'hérédité à P(2) =⇒ P(3), raison pour laquelle on a initialisé jusqu'à P(2)). Alors :

Fn+1 = Fn + Fn−1 > (n − 1) + 1 > n.C'est bien e qu'il fallait montrer pour que l'hérédité de la réurrene soit vraie. Ainsi, pour tout n ∈ N, Fn >

n − 1.Puisque la limite de n − 1 est +∞, on en déduit, par omparaison, que la limite de Fn est +∞.6



3. (a) On initialise pour n = 1 : 1
∑

k=1

F 2
k = F 2

1 = 1 et F1F2 = 1. Soit don n > 0, et supposons que l'égalité estvéri�ée pour n. Montrons-la pour n + 1.
n+1
∑

k=1

F 2
k =

n
∑

k=1

F 2
k + F 2

n+1 = FnFn+1 + F 2
n+1,d'après l'hypothèse de réurrene. Alors,

n+1
∑

k=1

F 2
k = Fn+1(Fn + Fn+1) = Fn+1Fn+2,e qu'il fallait démontrer.(b) Soit P(n) la propriété :

P(n) :

{

Fn(Fn−1 + Fn+1) = F2n

F 2
n + F 2

n+1 = F2n+1La propriété P(1) est véri�ée ainsi qu'on le véri�e failement. Supposons que P(n) soit véri�ée, etmontrons P(n + 1) ('est-à-dire une formule pour F2n+2 et une relation pour F2n+3). La réurrene nesera ahevée que lorsqu'on aura établi LES DEUX égalités. Après avoir montré une seule des deux, onne peut enore rien onlure ! Commençons par établir la relation pour F2n+2.
F2n+2 = F2n+1 + F2n

= F 2
n + F 2

n+1 + Fn(Fn−1 + Fn+1) (Hypothèse de réurrene)
= Fn+1(Fn + Fn+1) + Fn(Fn + Fn−1)

= Fn+1Fn+2 + FnFn+1 = Fn+1(Fn+2 + Fn).Établissons maintenant la relation pour F2n+3.
F2n+3 = F2n+2 + F2n+1

= Fn+1(Fn+2 + Fn) + F2n+1 (d'après l'égalité qu'on vient de démontrer)
= Fn+1(Fn+2 + Fn) + F 2

n + F 2
n+1 (Hypothèse de réurrene)

= F 2
n+1 + (Fn+2 − Fn)(Fn+2 + Fn) + F 2

n

= F 2
n+1 + F 2

n+2.Cela montre don P(n + 1), don P(n) est vrai pour tout n, d'après le prinipe de réurreneRemarque. On peut aussi démontrer séparément haune des deux égalités, en utilisant la relation deréurrene véri�ée par les termes pairs (et les termes impairs) : Fn+4 = 3Fn+2 − Fn (relation faile àobtenir).() Soit pour tout p ∈ N, P(p) la propriété :
∀n > 0,

p
∑

k=0

(

p

k

)

Fn+k = Fn+2p.Pour p = 0, on obtient, pour tout n, la relation Fn = Fn trivialement vraie ! Regardons également eque signi�e la propriété pour p = 1 : ela donne, pour tout n, Fn + Fn+1 = Fn+2, qui est la relation deréurrene dé�nissant Fn. Soit p > 0, et supposons que P(p) est vraie. Il faut montrer que pour tout
n > 0,

p+1
∑

k=0

(

p + 1

k

)

Fn+k = Fn+2p+2

7



Soit don n > 0 quelonque. Alors,
p+1
∑

k=0

(

p + 1

k

)

Fn+k =

p
∑

k=0

(

p + 1

k

)

Fn+k + Fn+p+1

=

p
∑

k=0

(

p

k

)

Fn+k +

p
∑

k=0

(

p

k − 1

)

Fn+k + Fn+p+1 (formule de Pasal)
= Fn+2p +

p
∑

k=0

(

p

k − 1

)

Fn+k + Fn+p+1 (hypothèse de réurrene)
= Fn+2p +

p−1
∑

k=0 (−1)

(

p

k

)

Fn+1+k + Fn+p+1 (réindexation)
= Fn+2p +

p
∑

k=0

(

p

k

)

Fn+1+k

= Fn+2p + Fn+1+2p (hypothèse de réurrene, ave n + 1)
= Fn+2p+2.Ainsi, d'après le prinipe de réurrene, la propriété est vraie pour tout p ∈ N.La relation obtenue pour p = 2 est :

∀n > 0, Fn + 2Fn+1 + Fn+2 = Fn+4.(d) Soit à montrer que pour tout n > 1, F 2
n = Fn−1Fn+1 + (−1)n+1. Cette propriété est vraie pour n = 1(véri�ation faile). Soit n > 0, et supposons que l'égalité est véri�ée au rang n. Alors

F 2
n+1 − FnFn+2 = Fn+1(Fn + Fn−1) − Fn(Fn+1 + Fn)

= Fn+1Fn−1 − F 2
n

= −(−1)n+1 (hypothèse de réurrene)
= (−1)n+2.4. Cette question est de loin la plus dure du devoir. J'y ai moi-même passé un ertain temps...Pour ommener, des essais pour des petites valeurs de n laissent penser que pour tout n > 1,

F 3
n+1 + F 3

n − F 3
n−1 = F3n.Cette propriété est en e�et véri�ée pour n = 1 et n = 2. Pour pouvoir la démontrer par réurrene, on aintérêt à trouver une relation de réurrene pour Fn portant uniquement sur les termes d'indie multiple de

3.
F3n+6 = F3n + 3F3n+1 + 3F3n+2 + F3n+3 (question 3)

= F3n + 3F3n+1 + 3(F3n+3 − F3n+1) + F3n+3

= 4F3n+3 + F3n.Utilisons ette relation pour montrer que si les égalités pour F3n et pour F3n+3 sont véri�ées, alors elle pour
F3n+6 également (réurrene d'ordre 2, initialisée sur deux termes).

F3n+6 = 4F3n+3 + F3n

= 4F 3
n+2 + 4F 3

n+1 − 4F 3
n + F 3

n+1 + F 3
n − F 3

n−1

= 4F 3
n+2 + 5F 3

n+1 − 3F 3
n − F 3

n−1

= (Fn+3 − Fn+1)
3 + F 3

n+2 + 2(Fn + Fn+1)
3 + 5F 3

n+1 − 3F 3
n − F 3

n−1

= F 3
n+3 + F 3

n+2 + 3Fn+3F
2
n+1 − 3F 2

n+3Fn+1 − F 3
n+1 + 2F 3

n + 2F 3
n+1 + 6FnF 2

n+1

+ 6F 2
nFn+1 + 2F 3

n + 5F 3
n+1 − 3F 3

n − F 3
n−1Or, Fn+3 = Fn+2 + Fn+1 = 2Fn+1 + Fn, d'où

F3n+6 = F 3
n+3 + F 3

n+2 + 3(2Fn+1 + Fn)F 2
n+1 − 3(2Fn+1 + Fn)2Fn+1 + 6F 3

n+1 + 6F 2
n+1Fn

+ 6Fn+1F
2
n − F 3

n − F 3
n−1

= F 3
n+3 + F 3

n+2 − 3F 2
n+1Fn + 3Fn+1F

2
n − F 3

n − F 3
n−1

= F 3
n+3 + F 3

n+2 − F 3
n+1 + (Fn+1 − Fn)3 − F 3

n

= F 3
n+3 + F 3

n+2 − F 3
n+1. 8



Voilà.Je donne deux autres égalités, donnant F3n+1 et F3n+2 (j'ai mis plus de 4 heures à deviner es relations)
F3n+1 = Fn+1(F

2
n+1 + FnFn+2) − FnF 2

n−1

F3n+2 = Fn+1(F
2
n+2 + F 2

n) + FnF 2
n−1.On peut s'amuser à démontrer simultanément les trois relations (pour F3n, F3n+1 et F3n+2), à la manière dela question 3b. C'était une autre façon de répondre à la question : le plus dur onsistait alors à deviner lesdeux relations pour F3n+1 et F3n+2.5. On fait une réurrene forte sur l'entier n. Pour n = 0, n est une somme vide de nombres de Fibonai,forément distints et non onséutifs ! Si on préfère initialiser pour n = 1, 1 = F1. Soit n > 0, et supposonsque pour tout m < n, m s'érit omme une somme de nombres de Fibonai distints et non onséutifs.Montrons que 'est alors aussi le as de n. Puisque la suite Fi tend vers +∞, on aura Fi > n pour i assezgrand. Ainsi, l'ensemble {i ∈ N | Fi 6 n} est un sous-ensemble borné (don �ni) de N. Il est non vide, ar

n > F0 = 0. Par onséquent, d'après la propriété fondamentale de N, et ensemble admet un élément maximal
k. Le nombre Fk est alors le plus grand nombre de Fibonai tel que Fk 6 n. Puisque n > 1 = F1, k > 1,et don Fk > 1. Alors, n − Fk < n. On peut don appliquer l'hypothèse de réurrene à n − Fk : e nombres'érit de manière unique

n − Fk = Fi1 + · · · + Fis
,ave i1 < · · · < is (nombres distints) et même ij+1 − ij > 2 (nombres de Fibonai non onséutifs). Alors,on obtient une déomposition de n sous la forme :

n = Fi1 + · · · + Fis
+ Fk.Il reste à montrer que es nombres de Fibonai sont distints et non onséutifs. Pour ela, vu que 'étaitdéjà le as pour Fi1 , . . . Fis

, il su�t de montrer que is < k − 1. Or, par maximalité de Fk, Fk+1 > n, don
n − Fk < Fk+1 − Fk = Fk−1. Par onséquent, Fis

6 n − Fk < Fk−1. Puisque la suite de Fibonai estroissante, ela implique que is < k − 1. C'est e qu'il fallait démontrer. Nous avons don l'existene d'unedéomposition
n = Fi1 + · · · + Fis

+ Fk.en somme de nombres de Fibonai distints non onséutifs.Pour montrer l'uniité, nous démontrons le lemme suivant : toute somme de t nombres de Fibonai distintset non onséutifs véri�e l'inégalité
Fj1 + · · · + Fjt

< Fjt+1.Nous démontrons ei par réurrene sur t. En e�et, le résultat est vrai pour t = 1. Supposons-le vrai pour
t − 1. Alors,

Fj1 + · · · + Fjt
< Fjt−1+1 + Fjt(hypothèse de réurrene appliquée à Fj1 + · · · + Fjt−1
. De plus, jt−1 + 1 6 jt − 1. Par onséquent,

Fj1 + · · · + Fjt
< Fjt−1 + Fjt

= Fjt+1.Je reprends ma réurrene forte (pour montrer l'existene et l'uniité de la déomposition dans la base deFibonai). Supposons que nous ayons une déomposition
n = Fj1 + · · · + Fjt

.Alors, d'après le lemme préédent, Fjt
6 n < Fjt

+ 1. C'est la propriété dé�nissant k. Ainsi, jt = k. Alors,
Fj1 + · · · + Fjt−1

est l'(unique, par hypothèse de réurrene) déomposition de n − Fk, 'est à dire t − 1 = set j1 = i1, j2 = i2 et. Ainsi, une déomposition onvenable de n est toujours égale à
n = Fi1 + · · · + Fis

+ Fk.Cela prouve l'uniité de ette déomposition.6. Appliation : un jeu d'allumettes.La stratégie gagnante onsiste à systématiquement tirer le nombre d'allumettes égal au plus petit terme dela déomposition dans la base de Fibonai du nombre restant d'allumettes. En e�et
• Le joueur 2 ne sera jamais en mesure de tirer la totalité des allumettes : si avant que le joueur 1 ne tire, lenombre d'allumettes n était un nombre de Fibonai, alors il a tiré la totalité des allumettes et a gagné,sinon, soit Fi le terme minimal de la déomposition en base de Fibonai de n. Ce terme n'est pas l'uniqueterme (sinon n est un nombre de Fibonai). Il y en a un autre, qui par dé�nition, est au moins aussi grandque Fi+2 = Fi+1 + Fi > 2Fi. Ainsi, il reste au moins Fi+2 allumettes, et omme le joueur 2 n'a pas le droitde retirer plus de 2Fi allumettes (le double du tirage du joueur 1), il ne peut pas retirer la totalité desallumettes. 9



• Si le joueur 1 joue de la sorte, il a toujours la possibilité de retirer Fi allumettes, Fi étant le terme minimalde la déomposition du nombre d'allumette restant n. Autement dit Fi est moins du double du nombred'allumettes tirées par le joueur 2 au tout préédent. En e�et, soit Fi1 + · · · + Fis
le nombre d'allumettesavant que le premier joueur ne tire au oup d'avant. Alors, le nombre d'allumettes avant que le joueur 2ne joue est n = Fi2 + · · · + Fis

, et d'après le point préédent, le joueur 2 tire un nombre d'allumettes mstritement inférieur à Fi2 . Il restera n − m allumettes. Soit
Fi2 − m = Fj1 + · · · + Fjtla déomposition de Fi2 − m dans la base de Fibonai (toujours érit de manière roissante), et de même

m = Fℓ1 + · · · + Fℓrla déomposition de Fibonai de m. Ces deux déompositions sont toutes deux onstituées d'au moins unterme. Si Fj1 > 2m, alors Fj1 > 2Fℓr
> Fℓr

+ Fℓr−1 = Fℓr+1. Par onséquent,
Fℓ1 + · · · + Fℓr

+ Fj1 + · · · + Fjtest une somme de nombres de Fibonai distints et non onséutifs. Par onséquent, 'est une déomposi-tion en base de Fibonai, onstituée d'au moins deux termes, de Fi2 −m+m = Fi2 . Cela ontredit l'uniitéde la déomposition, puisque l'unique déomposition de Fi2 est Fi2 lui-même. Par onséquent, Fj1 6 2m.Par ailleurs, la déomposition en base de Fibonai du nombre d'allumettes restant est
n − m = Fi2 − m + Fi3 + · · · + Fis

= Fj1 + · · · + Fjt
+ Fi3 + · · · + Fis

.La stratégie du joueur 1 onsiste don à tire Fj1 allumettes, e qu'il peut faire, puisque Fj1 6 2m, 'est-à-direpuisque e nombre est inférieur ou égal au double d'allumettes tirées par le joueur 2.
• Comme on tire à haque fois au moins une allumette et qu'il y a au départ un nombre �ni d'allumettes, lejeu se termine. Comme le joueur 2 ne peut pas gagner, d'après le raisonnement préédent, 'est le joueur1 qui gagne.Si le nombre initial d'allumettes est un nombre de Fibonai, le joueur 1 ne pouvant pas tirer toutes lesallumettes, est obligé d'en tirer stritement moins. Il se retrouve don dans la situation du joueur 2 préé-demment, qui se voyait obligé de tirer moins d'allumettes que le plus petit terme dans la déomposition deFibonai du nombre d'allumettes restantes. Les r�les sont don inversés, et 'est maintenant le joueur 2 quia une stratégie gagnante.Corretion de l'exerie 8 �D'après les règles de omposition des limites, il su�t de montrer que (f(n))n∈N tend vers +∞.Soit don A > 0. Considérons f−1([[0, E(A)]]). Comme f est bijetive, et ensemble a le même ardinal que [[0, E(A)]].C'est don un ensemble �ni. Il admet par onséquent un plus grand élément n0. Ainsi :
∀n > n0 + 1, n 6∈ f−1([[0, E(A)]]), don: f(n) 6∈ [[0, E(A)]], don: f(n) > E(A) + 1 > A.On en déduit que (f(n))n∈N tend vers +∞.D'où le résultat par le théorème de omposition des limites.Corretion de l'exerie 9 �1. Tous les termes des deux produits dé�nissant (un)n∈N et (vn)n∈N sont positifs, don les suites (un)n∈N et
(vn)n∈N sont positives.De plus, pour tout n ∈ N

∗, un+1 = 2n+1
2n+2 · un > un. Don (un)n∈N∗ est déroissante.2. (a) Soit t ∈] − 1, +∞[. Alors 0 < t + 1 < t + 2, don 1

t+1 > 1
t+2 :

1 − 1

t + 1
< 1 − 1

t + 2
soit: t

t + 1
<

t + 1

t + 2
.(b) Soit n ∈ N

∗. Tout d'abord :
u2

n =

n
∏

k=1

2k − 1

2k
·

n
∏

k=1

2k − 1

2k
>

n
∏

k=1

2k − 1

2k
·

n
∏

k=2

2k − 2

2k − 1
· 1

2
,

10



d'après la question préédente appliquée à haun des termes du seond produit sauf elui orrespondantà l'indie k = 0, et en utilisant la positivité de tous les termes du produit. Ainsi :
u2

n >

n
∏

k=1

(2k − 1)

n
∏

k=1

2k

·

n
∏

k=2

(2k − 2)

n
∏

k=2

(2k − 1)
· 1

2
=

n
∏

k=1

(2k − 1)

n
∏

k=1

2k

·

n−1
∏

k=1

2k

n
∏

k=2

(2k − 1)
· 1

2
=

1

4n
.Par onséquent, u2

n >
1

4n
, et don un >

1

2
√

n
.Remarquons maintenant que :

unvn =

n
∏

k=1

(2k − 1)

n
∏

k=1

2k

·

n
∏

k=1

2k

n
∏

k=1

(2k + 1)
=

n
∏

k=1

(2k − 1)

n+1
∏

k=2

2k − 1

=
1

2n + 1
.Par onséquent, un · vn =

1

2n + 1
. Or, d'après la question préédente :

0 < un =
n
∏

k=1

2k − 1

2k
<

n
∏

k=1

2k

2k + 1
= vn.Par onséquent, u2

n < unvn =
1

2n + 1
, d'où, (un)n∈N étant positive, 0 < un <

1√
2n + 1

.De même, v2
n > unvn =

1

2n + 1
, d'où vn >

1√
2n + 1

.En�n :
vn =

1

(2n + 1)un
6

1

(2n + 1) 1
2
√

n

=
2
√

n

2n + 1
.On obtient don bien, pour tout n ∈ N

∗ :
1

2
√

n
6 un <

1√
2n + 1

< vn 6
2
√

n

2n + 1
.3. (a) Pour tout n ∈ N

∗, wn+1 étant stritement positive :
wn

wn+1
=

un

un+1
· vn+1

vn
=

2n + 2

2n + 1
· 2n + 2

2n + 3
>

2n + 2

2n + 1
· 2n + 1

2n + 2
= 1,l'inégalité provenant de la question (2a). Ainsi, (wn)n∈N∗ étant à termes positifs, pour tout n ∈ N

∗,
wn > wn+1, et par onséquent, (wn)n∈N∗ est déroissante.On a, pour tout n ∈ N

∗ :
wn =

n
∏

k=1

2k − 1

2k
·

n
∏

k=1

2k + 1

2k
=

n
∏

k=1

4k2 − 1

4k2
.Ainsi, w1 = 3

4 . Comme (wn)n∈N est déroissante, on en déduit que pour tout n ∈ N
∗, wn 6 3

4 .De plus, pour tout n ∈ N
∗, un > 1

2
√

n
> 0 et 0 < vn 6

2
√

n
2n+1 , don :

wn =
un

vn
>

1

2
√

n
2
√

n
2n+1

=
2n + 1

4n
>

2n

4n
=

1

2
.On a don :

∀n ∈ N
∗,

1

2
6 wn 6

3

4
.Ainsi, (wn)n∈N∗ étant déroissante et minorée, elle admet une limite �nie λ, et d'après le théorème deprolongement des inégalités (passage à la limite dans une inégalité), λ véri�e : 1

2 6 λ 6
3
4 .(b) Puisque (wn)n∈N∗ admet une limite λ �nie non nulle, on a wn ∼

+∞
λ, don un

vn
∼

+∞
λ, don un ∼

+∞
λvn.11



4. De l'équivalent préédent, on déduit : u2
n ∼

+∞
λunvn =

λ

2n + 1
∼

+∞

λ

2n
.Par onséquent, omme on peut élever un équivalent à une puissane �xe(ii, 1

2 ), un ∼
+∞

√

λ

2n
.Alors, vn ∼

+∞

un

λ
∼

+∞

√

1

2λnCorretion de l'exerie 10 �Soit, pour tout n dans N
∗, la propriété P(n): (2n

3
+

1

3

)√
n 6

n
∑

k=1

√
k.Prenons n = 1, nous obtenons : (2n

3
+

1

3

)√
n = 1 et n

∑

k=1

√
k =

√
1 = 1. Ainsi, P(1) est véri�ée.Soit n ∈ N

∗ tel que P(n) soit véri�é. Alors :
n+1
∑

k=1

√
k −

(

2(n + 1)

3
+

1

3

)√
n + 1 =

n
∑

k=1

√
k +

√
n + 1 −

(

2(n + 1)

3
+

1

3

)√
n + 1

=

n
∑

k=1

√
k − 2n

3

√
n + 1

>

(

2n

3
+

1

3

)√
n − 2n

3

√
n + 1

>
2n

3
(
√

n −
√

n + 1) +
1

3
·
√

n

>
2n

3

n − n − 1√
n +

√
n + 1

+
1

3
·
√

n

>
−2n

3 · 2√n
+

1

3
·
√

n = 0,e qui prouve P(n + 1).Par onséquent, P(1) est vraie, et pour tout n dans N
∗, P(n) entraîne P(n + 1). D'après le prinipe de réurrene,

P(n) est vraie pour tout n dans N
∗.Soit, pour tout n dans N

∗, la propriété Q(n): (2n

3
+

1

2

)√
n >

n
∑

k=1

√
k.Prenons n = 1, nous obtenons : (2n

3
+

1

2

)√
n =

7

6
et n
∑

k=1

√
k =

√
1 = 1. Ainsi, Q(1) est véri�ée.Soit n ∈ N

∗ tel que Q(n) soit véri�é. Alors :
n+1
∑

k=1

√
k −

(

2(n + 1)

3
+

1

2

)√
n + 1 =

n
∑

k=1

√
k +

√
n + 1 −

(

2(n + 1)

3
+

1

2

)√
n + 1

6

(

2(n)

3
+

1

2

)√
n −

(

2(n + 1)

3
− 1

2

)√
n + 1

6

(

2(n + 1)

3
− 1

6

)√
n −

(

2(n + 1)

3
− 1

2

)√
n + 1

6
2(n + 1)

3
(
√

n −
√

n + 1) − 1

6
·
√

n +
1

2
·
√

n + 1

6 −2(n + 1)

3
· 1√

n +
√

n + 1
− 1

6

√
n +

1

2
·
√

n + 1

6 − 2(n + 1)

3 · 2 ·
√

n + 1
− 1

6

√
n +

1

2
·
√

n + 1

6 −1

3
·
√

n + 1 − 1

6

√
n +

1

2
·
√

n + 1

6
1

6
(
√

n −
√

n + 1) 6 0,e qui prouve Q(n + 1). 12



Par onséquent, Q(1) est vraie, et pour tout n dans N
∗, Q(n) entraîne Q(n + 1). D'après le prinipe de réurrene,

Q(n) est vraie pour tout n dans N
∗.On en déduit que pour tout n ∈ N
∗,

(

2

3
+

1

3n

)

6
1

n
√

n

n
∑

k=1

√
k 6

(

2

3
+

1

2n

)

√

1 +
1

n
.D'après le théorème d'enadrement, on obtient don :

lim
n→+∞

1

n
√

n

n
∑

k=1

√
k =

2

3
.Corretion de l'exerie 12 �1. Intégrales de Wallis. Soit, pour n ∈ N, In =

∫ π
2

0

sinn x dx.(a) I0 =

∫ π
2

0

1 dx =
π

2
; I1 =

∫ π
2

0

sinx dx =
[

− cosx
]

π
2

0
= 1.(b) Soit n > 1. Intégrons In+1 par parties, en dérivant sinn et en intégrant un fateur sin. Les fontionsonsidérées étant de lasse C∞, l'intégration par partie est liite, et don :

In+1 =

∫ π
2

0

sinn+1(x) dx =
[

− cosx sinn x
]

π
2

0
+ n

∫ π
2

0

cos2 x sinn−1 x dx

= n

∫ π
2

0

(1 − sin2 x) sinn−1 x dx = n(In−1 − In+1).En isolant In+1 dans ette équation, on trouve In+1 =
n

n + 1
· In−1.() On montre par réurrene sur p ∈ N la propriété : H(p) : � I2p =

(2p)!

22p(p!)2
· π

2
�Initialisation : Pour p = 0, H(0) est véri�ée ssi I0 = π

2 , e qui provient de la question 1.Hérédité : Soit p ∈ N
∗ tel que H(p − 1) soit véri�é. Alors, d'après la question 2,

I2p =
2p − 1

2p
I2p−2 =

2p − 1

2p

(2p − 2)!

22p−2((p − 1)!)2
· π

2
=

2p(2p − 1)

4p2

(2p − 2)!

22p−2((p − 1)!)2
· π

2
=

(2p)!

22p(p!)2
· π

2
.La propriété est don héréditaire. D'après le prinipe de réurrene, elle est vraie pour tout p ∈ N.L'expression pour I2p+1 se démontre bien sûr de la même manière. Je propose une démonstration al-ternative (qui, pour être omplètement rigoureuse, néessiterait aussi une réurrene). Il s'agit bien sûrd'une autre façon de mettre en forme la même idée. D'après la question 2,

I2p+1 =
2p

2p + 1
I2p−1 =

2p

2p − 1
· 2p − 2

2p − 3
I2p−3 = · · · =

2p(2p− 2) · · · 2
(2p + 1)(2p − 1) · · · 1I1

(2p(2p− 2) · · · 2)2

(2p + 1)!
=

(2pp!)2

(2p)!
=

22p(p!)2

(2p + 1)!
.(d) Soit n ∈ N. Pour tout x ∈ [0, π

2 ], 0 6 sin x 6 1, don 0 6 sinn x 6 sinn+1 x. Ainsi,
∫ π

2

0

sinn x dx 6

∫ π
2

0

sinn+1 x dx soit : In 6 In+1.Ainsi, la suite (In)n∈N est déroissante. Par onséquent, pour tout n ∈ NN∗, In+1

In
6 1, et de plus,puisque In−1 > In, In+1

In
>

In+1

In−1
. On obtient don, pour tout n ∈ N

∗, l'enadrement :
1 >

In+1

In
>

In+1

In−1
.13



(e) On alule la limite de In+1

In−1
en alulant la limite des ses deux suites extraites des termes pairs et destermes impairs. Or :

I2p+2

I2p
=

(2p + 1)(2p + 2)

4(p + 1)2
et I2p+1

I2p−1
=

4p2

2p(2p + 1)
.Ces deux suites extraites ont la même limite 1. Don la suite ( In+1

In−1

)

n∈N∗

admet une limite en +∞,égale à 1. D'après le théorème d'enadrement, on en déduit que ( In+1

In

)

n∈N

admet une limite, et queette limite est égale à 1.Pour trouver la formule de Wallis, on exprime I2p

I2p−1
:

I2p

I2p−1
=

(2p)!

22p(p!)2
· π

2
· (2p − 1)!

22(p−1)((p − 1)!)2
=

(

(2p)!

22p(p!)2

)2

· 2p2

2p
· π =

(

(2p)!

22p(p!)2

)2

· pπ.Cette expression tend vers 1 lorsque p tend vers +∞ d'après e qui préède. Ainsi, en passant à la rainearrée, on obtient
lim

p→+∞

(2p)!

22p(p!)2
√

p =
1√
π

.2. Formule de Stirling. Soit, pour n ∈ N
∗, Sn = ln

n!en

nn
√

n
.(a) On obtient, à l'aide de l'indiation :

Sn − Sn−1 = ln
n!en

nn
√

n
− ln

(n − 1)!en−1

(n − 1)n−1
√

(n − 1)
= ln

(

n!en

nn
√

n
· (n − 1)n−1

√
n − 1

(n − 1)!en−1

)

= ln

(

e

(

1 − 1

n

)n− 1
2

)

= 1 +

(

n − 1

2

)

ln

(

1 − 1

n

)

= 1 +

(

n − 1

2

)(

− 1

n
− 1

2n2
+ O

(

1

n3

))

= 1 − 1 +
1

2n
− 1

2n
+ O

(

1

n2

)

= O

(

1

n2

)(b) Il existe don A ∈ R
∗
+ tel que pour tout n ∈ N

∗, |Sn+1 − Sn| 6
A

n2
. Or, ∑ A

n2
est une série de Riemannonvergente, don la série ∑Sn+1 − Sn est absolument onvergente, don onvergente.Or, la somme partielle de ette série est n

∑

k=1

Sk+1 −Sk = Sn+1 −S1. Ainsi, la onvergene de la série estéquvalente à la onvergene de la suite (Sn)n∈N∗ vers un réel �ni S.() Soit n ∈ N
∗. σn = eSn , don, puisque la fontion exponentielle est ontinue, lim

n→+∞
σn = eS .Ainsi, lim

n→+∞

σ2
n

σ2n
=

(eS)2

eS
= eS .De plus : σ2

n

σ2n
=

(

n!en

nn
√

n

)2
(2n)2n

√
2n

(2n)!e2n
=

22n(n!)2
√

2

(2n)!
√

n
.D'après la question (1e), la limite de ette suite est √2π. Ainsi, eS =

√
2π, soit : S = ln

√
2π.(d) La limite de (σn)n∈N∗ est √2π, don :

lim
n→+∞

n!en

nn
√

n
=

√
2π, soit : n!en

nn
√

n
=

√
2π(1 + o(1)), soit : n! = nne−n

√
2πn(1 + o(1)).
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