LycEE LA BRUYERE, VERSAILLES 2011/2012
ECS 2 — Mathématiques

Analyse 3 — Intégrales impropres

Correction de ’exercice 1 —

1.

Soit f:x+— ﬁ La fonction f est continue sur ]0,1[, donc I; posséde deux impropretés en 0 et en 1. On

1
peut remarquer que f(x) oo qui est de signe constant au voisinage de 0. Ainsi, par comparaison a une
T
intégrale de Riemann divergente, I; diverge. On peut aussi le prouver en constatant qu’une primitive de f
est F':x+— Injz — 1| — Inx, qui n’a pas de limite finie en 0.

. X d
SOlt f X m
une primitive de F' est :

Cette fonction est continue sur [0, +o0o[ d’oit une unique impropreté en +o0o. De plus,

z+1
F: 1 1) -1 2)=1
zr—In(x4+1) —In(z+2) n<x+2>,

qui admet une limite finie (nulle) en +o0. Ainsi :

lim
I, = [F(:E)}m_’""oo =In2.
0
Soit f: 2+ tanz. Cette fonction est continue sur [0, F, d’otl une unique impropreté en 7. Une primitive de

fest F':x+— —In(cosz), qui n’admet pas de limite finie lorsque z tend vers 7. Ainsi, I3 diverge

Soit f:x+— ;%, qui est continue sur | — Z, Z[. Ainsi, I; a deux impropretés en —3 et 7. Une primitive
de fest F':x— —2y/cosx, qui tend vers 0 en —3 et en 5. D’ou la convergence de 14, et
lim
I, = [— 2 cos(:t)} mﬂri =0.
z—

2

(la valeur ne nous étonne pas, par imparité de la fonction. Mais I'imparité ne suffit pas a justifier la conver-
gence!)

Soit f : x — —h—, continue sur [0, Z[. Une primitive : F : # — tanz, qui n’admet pas de limite finie en J,
donc I5 diverge.
Soit f : m, continue sur [0, +0ool, et équivalente & -z en +oo, d’ou la convergence. Une primitive

(s’obtient par DES) :

(z +1)?

1 1 1 1
F::El—>gln(x—kl)—Zln(az2+1)+§Arctanx—Zln( o]

1
) + 3 Arctanz.

Ainsi, lim F(z) = =, donc
Tr— 400 4
HIJP T
Is = [Fx}m—’ o= T
o = [Flw)r=> =1
Soit f 'intégrande, continue sur |1, 2], d’ot une impropreté en 1.
e Si B # 1, une primitive de f est F': x — ﬁ In'~? z. AinsiF admet une limite finie en 1 si et seulement si
1— 8> 0, donc 8 < 1. Ainsi, on a divergence si 5 > 1, et convergence si 5 < 1, et dans ce cas,

2 1-8
_ Llnl—ﬁx = M
1-p3 lim 1-p

r—1t

I

e Si =1, une primitive est F : In(Inz), qui n’a pas de limite finie en 1, d’ou la divergence.

Soit f lintégrande, continue sur [3,+oo[, d’ott une impropreté en +oc.

e Si B # 1, une primitive de f est F : z — ﬁ(ln Inx)'~A. Ainsi F' admet une limite finie en +oo si et
seulement si 1 — § < 0, donc 8 > 1. Ainsi, on a divergence si 3 < 1, et convergence si § > 1, et dans ce cas,

1 1 mgmoo ~ (InIn(3))*7
1_6(lmlngc) } oo = I

e Si =1, une primitive est F : In(In(lnx)), qui n’a pas de limite finie en 400, d’ou la divergence.

=



Correction de I’exercice 2 — (résultat du cours) Si f admet une limite finie non nulle en 400, alors f est de signe
constant au voisinage de +oo (disons positif, on se rameéne & ce cas, en considérant éventuellement — f). Comme %
est de limite nulle quand z tend vers +oo, et f de limite non nulle, on a % = o(f(x)), et la contraposée du théoréme

+oo
de comparaison par négligeabilité ameéne la divergence de / ft) dt.
1

Correction de ’exercice 5 — Soitz > 1. D’aprés I'inégalité des accroissements finis entre a et z, f étant de classe
C! sur ]a, z[, continue sur [a, x], et f’ étant minorée sur [a,z] par o, on a :

f@) = fl@)>alw—a) done:  f(z) > f(a) +ale —a).

T a T —a
Alors, pour tout x € [1, +o0], f(2) > f(2) +a—s
x x x
S " f(a) . : ;
Or, l'intégrale —,~ dx est convergente, en tant qu’intégrale de Riemann de parametre 2, et de plus
1 x

r—a 1
~ =

T2 z—doo .’[:7

5— dx diverge, par

—+oo
donc, les deux expressions étant positives au voisinage de 400, il en découle que /
1 X

fla) -

—+oo
comparaison a une intégrale de Riemann de parameétre 1. Ainsi, / (—2 +o—s5
1 X X

dz diverge, comme somme

d’une intégrale convergente et d’une intégrale divergente. Par conséquent, d’aprés le théoréme de comparaison par
inégalité, la fonction minorante étant positive pour  assez grand (donc la majorante aussi), on obtient la divergence

de /+0° f@) dz.
1

2

Correction de ’exercice 6 —

1. La fonction x — z™ f(x) est continue sur [0, 1[. On a, pour tout z de [0,1] :

2" £(@)] < |£ ()],
1

et, par hypothése, / |f(x)| dz converge, donc, d’apres le théoréme de comparaison, les fonctions compa-
0

1 1
rées étant positives, / |2" f ()| dz est convergente, donc / 2" f(z) dz est absolument convergente (donc
0 0

convergente).
2. Soit e >0

1
(a) L’intégrale / |f(x)| dz étant convergente, la fonction y — fyl |f(x)| dz tend vers 0 lorsque y tend vers

0
1. Ainsi, il existe a tel que
1
/ £ ()] do < %

De plus, pour tout z € [a,1], et tout n € N, |z™f(z)| < |f(z)], donc, par la propriété de croissance de
Iintrégrale,

1 1
n g
/a |z f(a:)ldxg/a |f(x)|dx<§.

D’aprés l'inégalité triangulaire, I’intégrale étant absolument convergente, il vient alors :

/alx”f(:zz) da g/al " f ()| dx<g.

(b) Soit a fixé comme ci-dessus. la fonction |f| est alors continue sur [0, a] fermé borné, donc elle est bornée.
Ainsi, il existe M tel que pour tout = € [0,qa], |f(z)] < M. On a alors, toujours d’aprés 'inégalité
triangulaire et la croissance de l'intégrale :

an—i—l

/Oa f(z)a" da

< "dx < Mx™ =M .
| @l ao< [y - 2



(c) La suite (M‘::—:) converge vers 0, puisque a € [0, 1]. Ainsi, il existe N tel que

Vn < N, <

/Oa f(z)a" da

| ™

On a alors, pour tout n > N :

< +

<E+E*5
2 2 7

/0 " F@)en da / 1 f(z)a" dz

Par définition de la convergence d’une suite, on en déduit que :

/0 1 F(@)z" dz

1
lim 2" f(x) dz = 0.

n—-+4oo 0

Correction de ’exercice 7 — (Rédaction a parfaire : ce ne sont que des schémas des calculs)
4. Impropreté en 0 seulement. IPP en posant pour tout ¢ de ]0,1] :

o+l 1
v(t)=Int V() = -.

u'(t) = t* u(t) = n

a+1

La fonction wv tend vers 0 donc IPP sur 'intégrale impropre, en comparant d’abord la nature de l'intégrale
(la seconde CV car c’est une intégrale de Riemann) :

L nt b o 1
= ——dt=-—.
o dt 0 a+1 (a+1)

5. On va étre obligé de séparer l'intégrale, afin de faire une IPP sur le deuxiéme terme seulement. La premiére
des deux intégrales au moins étant divergente, on ne peut pas le faire sans restreindre 'intervalle d’intégration.

Soit [a, b] C]0, +o0],
b 1 b 1
/ <1—xArctan—) dx:b—a—/ z Arctan — dz.
a &€ a &€

Ainsi, une IPP (validité a justifier) donne

2 2

b 5 ,
1 b 1 11
I(a,b) =/ x Arctan — dx = EArctang — %Arctan— + 5/ —1i 5 do
a T a ; -
b? 1 2 1 1 b
= Aretan 5 Arctan 24 50—~ [ e
b2 1 2 1 1 1 1
=5 Arctan 5 % Arctan ’ + §(b —a)— 3 Arctanb + 3 Arctan a.

Par conséquent,

2

b 2
1 b 1 a 1 1 1 1
/a (1 — x Arctan E) de=b—-a— (—2 Arctan 772 Arctan - + §(b —a)— 3 Arctanb + 3 Arctana.)

On fait tendre a vers 0, sans probléme :

b 2
1 b 1 1 1
/ 1—xArctan— | de =b— — Arctan — — =b+ = Arctanb.
0 T 2 b 2 2

On fait tendre b vers +o00, en utilisant Arctanz = x — ””—33 + o(2?) au voisinage de 0 :

+oo 1
/ (1—xArctan—> dz = Z.
0 i 4

6. Une impropreté en +oo. Convergence immeédiate par x2 f(z), du fait de exponentielle.
cdv:y=+1+e, z=In(y*>-1), dv = yfﬁl

+oo 1 +oo 2 y_l lim oo \/§+1
— dz = —~ _dy=|In(|Z=— =1 =2In(v2 +1).
o Vite /ﬁ -1 [n(’yﬂﬂﬁ Va1 n )




7.

8.

Mise sous forme canonique :

/*"";dx_/“’" 1 dt_i{Amm(iHL)}“m*w_L_L__
0 2+ x+1 0 3 (L +L)2+1 3 V3 NEY R V3 3V3
1 \\»3* T s
2 dz
Prendre I = / —————— (sinon ce n’est pas défini). Impropretés en 1 et 2.
» VE-DE-0)
2 2 dx 2

3
1 cdvy=2x—-3:1= cdvy:sint:[:/ 1dt=m.

e =
= —_— . — dy.
1 1— (22 — 3)2 —14/1—y? z

Correction de ’exercice 10 —

1.

oLk N

10.
11.

12.

© N>

I = 4 (utiliser la fonction I'!)

I, = 38¢2 (cdv et développement du binome)

I3 =3 (cdv)
Iy = ;)2\{/;3 (cdv u = 3t, puis se ramener a I' (3))

Is =23 (cdv z = —t)

—+oo
Is = 6 + /7 (parité /imparité pour ramener a / )
0

5
|

= /7 (cdv puis intégrale de Gauss)

&
|
3
—

1
Lo =% (cdvy=2?)
5\ _ 3
In=T(3) =4V
10
I, =% 2\/F (mise sous forme canonique puis cdv)

Correction de ’exercice 13 — (Etude de la fonction T)

1.

On rappelle que d’apreés le cours, I' est définie sur R7}. Soit x > 0. Alors

+oo 1
I(z) = / t* et > / t* et dt,
0 0

car la fonction intégrée est positive et ]0,1] C]0,+oo[. De plus, pour tout t €]0,1], et > e~!, donc, t*~1
étant positif, et par propriété de croissance de 'intégrale,

1 1
I'(z) > —/ t*=1 dt.
0

e

On en déduit que
1rt*q1 1
s 0] L

e L Jlim xre

Or, hm+ — = 400, donc, d’apreés le théoréme d’existence d’une limite infinie par minoration, I' admet une
20+ Te

limite en 07, et lim T'(z) = +o0.
z—0

. Soit x > 1. De la méme fagon, puisque la fonction intégrée est positive, et que [2, +00[C]0, +oc[, on a :

+o0 +o0 o0
I'(z) = / et dt > / et dt > 2“1/ et dt,
0 2 2

car la fonction t — t*~1 est croissante sur [2, +oo| (puisque x — 1 > 0), donc minorée sur cet intervalle par sa
valeur en 2.
Ainsi, pour tout z > 1,
x—1 _tee 2!
I(a)>2 [—e L T el
x—1
Or, lim 5— = +00, donc, d’apres le théoréme de minoration, I' admet une limite en +o0, et lim I(z) =
r—4+o0o € r——+00
+00.



On pose, pour tout ¢ € R%, f; la fonction définie sur R¥ par fi(z) = t*te "

3. At fixé, x> t*1 = e~ It ogt de classe C? (et méme CT>°) sur R?* , en tant que composée d’une fonction
affine et d’une exponentielle. Ainsi, f; est de classe C? sur R?* , puisque e~? est une constante par rapport a
x. De plus (on dérive par rapport ¢ x) :

Vo €RY, fi(z) =e 'Inte® VIt = o=t ng.go 1, puis: (x) = e t(Int)2e@ DIt — o=t (Int) 2oL,

4. Soit z € RY, et h € R tel que || < min (%, 1).

a) Soit a, = min (Z,1). On fixe z € R* et t € R*% . La fonction f; est de classe C? sur R* , donc sur [Z, 3Z],
2 + + + 272
donc sur le sous-intervalle [ — a,,  + a]. Or, puisque |h| < ay, x + h est dans cet intervalle. Donc,

d’aprés I'inégalité de Taylor Lagrange appliquée entre x et = + h,

2
o+ 1) = ) — hfi(@)] < S0t ),

ou Ms(t,x) est un majorant de |f;’| sur Uintervalle [z — oy, 2 + o] (il peut dépendre de ¢ et = qui
sont fixés, mais pas de h). Remarquez que 'inégalité de 1’énoncé n’est pas définie lorsque h = 0, nous
rajoutons donc ’hypothése h # 0. Dans ces conditions, on peut diviser par |h| et on obtient :

ft(x+hf)b_ft(x) ~ fl@)| < @Mz(t,l’)a

Vous aurez rectifié par vous-méme la valeur absolue manquante.
Déterminons une valeur possible de My (¢, z).
e Supposons t > 1. Alors pour tout y € [z — oy, + g,

£/ ()] = (Int)’e V"1 < (Int)%e ",

car, puisque a, < 1, y<z+1,doncy — 1<z, et de plus t > 1.
e Supposons ¢ < 1. Alors par le méme raisonnement y > r —a, >z —3,doncy—1 >
0<t<1,tvt<tz~t Ainsi,

5 — 1, et comme

7)) < (Int)Pe"t2 7,

On peut donc choisir Ms(t, ) comme étant égal & une de ces deux valeurs, en discutant suivant la valeur
de t.

(b) Soit z € RY.
e La fonction g : ¢t — (Int)?e~*t3 ! est continue sur ]0,1]. La seule impropreté de l'intégrale se trouve

donc en 0. Or, en 0, on a ’
t= it g(t)| =t (Int)%e ",

Puisque 7 > 0, les croissances comparées ntre puissances et logarithme en 0 aménent :

x 1
3 —4+1 — . —
lim ¢~ g(¢)] =0, donc: lg(t)] = 2 (tl_f) .

t—0+

1
Or, / T converge en tant qu’intégrale de Riemann de paramétre 1 — 7 < 1, donc, les fonctions
0 4

1 1
étant positives, / lg(t)| dt converge, donc / g(t) dt converge, donc converge absolument.
0 0

e La fonction h : t — (Int)2e~ " est continue sur [1,+oc[. La seule impropreté de Iintégrale se situe
dons en 4+o00. Or, 'exponentielle « va ’emporter ». Plus précisément, d’aprés les croissances comparées,

2 _ ) 2,81 _ z
(Int)* = +?)o(t) donc: (Int)=t +(()>O(t ).

. _ 1
De plus, d’aprés les croissances comparées, e ' = o | — |, donc :
4oo \ 213

t2 1
h(t) = 9 (tQT%) donc: h(t) = K3 (t_2> .

+oo
Ainsi, comme / 5 dt converge en tant qu’intégrale de Riemann de paramétre 2, et par positivité
1

—+00
des fonctions, on en déduit, d’aprés le théoréme de comparaison par o que / h(t) dt converge.
1



—+oo
(c) On déduit de la question précédente que, a z fixé, Ms(t,x) dt est convergente. Alors, par le

0
+oo h) —
théoréme de comparaison par inégalité, pour tout h € [ — ay, 4+ a,|, h # 0, / filz + f)L fe(@) _
0

fi(z) dt converge absolument. Ainsi, d’aprés I'inégalité triangulaire, on obtient :

/O+oo ft(:z;+hf)L—ft(x) @) dt' < /OJFOO ‘ft(x+h]i—ft($) _ft/(x)' dt < @/OJFOO My(t, ) dt.

—+oo —+oo
Or, par les propriétés de convergence de 'intégrale T, / fi(x +h) dt et / fi(x) dt convergent.
0 0

+o0 _
Comme/ flw + 1) = ()
0 h
Ainsi, on peut écrire :

—+oo
— fi(x) dt converge également, on en déduit la convergence de / fi(z) dt.
0

/Om folw+h) dt — /;Oo folx) dt

[T g o - - - [ s

_ F(x—l—hf)L—F(x) _/0+°° ) dt"

Ainsi, on obtient, pour tout h € [ — az,x + o), h #0 :
r h)—T +oo h| [T
‘M _/ fl(z) dt' < u/ My (t,z) dt.
h 0 2 Jo

Cette intégrale est convergente, et sa valeur ne dépend par de h, donc
) | h| +o00
lim — My (t,x) dt = 0.
2 Jo

oo I'(z+h)—T(2)

Puisque / f{(x) ne dépend pas de h, on en déduit que h admet une limite lorsque h

0
tend vers 0, donc que I" est dérivable en x, et que :
r h)—T teo
I'(z) = lim Het M -T@) _ / fi(x) at.
h—0 h 0

Ceci étant vrai pour tout x € RY, I" est dériable sur R, 'expression ci-dessus donnant I’expression de
I'" en tout point de R* .

5. L’expression trouvée pour f{’ montre clairement que f;" est une fonction positive sur R* , donc f/ est croissante
sur R, & ¢ fixé. Soit donc 0 < = < y. Alors pour tout t € R%, f/(x) < f{(y). Par la propriété de croissance
de l'intégrale, on en déduit, ces intégrales étant convergentes, que :

+oo —+oo
[ s@as< [ pwa dme re<r.
0 0
Ainsi, I est une fonction croissante sur R* , donc I' est convexe sur R .

Correction de ’exercice 14 —

1. Soit, pour tout © € R, f, : ¢t — li—zﬁ, définie et continue sur ]0,4o0o[. La continuité assure que l'intégrale
deéfinissant F(x) n’est impropre qu’en 0 et en +o0.

1
e On a f,(t) Etm, et / t* dx étant une intégrale de Riemann en 0 de paramétre —x, elle converge si et
0
1
seulement si > —1. Les fonctions étant positives, / f(t) dt converge si et seulement si z > —1.
0
+oo

—+o0
e On a f,(t) ~ t*72 et / t*~? dx étant une intégrale de Riemann en +oo de paramétre —z + 2, elle
1

+oo
converge si et seulement si z < 1. Les fonctions étant positives, / fx(t) dt converge si et seulement si
1

T <l1.



“+oo x
Ainsi, / T+ dt converge si et seulement si —1 < & < 1. Par conséquent, le domaine de définition de F
0

est | D =] —1,1[}

2. Soit z €] —1,1[. On a:
+o0 t—=

On effectue sur lintégrale définissant F(—z) le changement de variable ¢ = 1, de classe C', strictement

décroissant, bijectif de R} dans lui-méme. On a dt = —%. Ainsi :
+oo T —d +oo T
F(—;p):—/ w : ( 211,):/ —u 2du:F(x)
0 1 + w2 u 0 1 +u
Ainsi, | la fonction F est paire sur | — 1,1]. ‘

De plus, on a :

+oo
1
F(0)= —— dt = lim Arctanz — Arctan(0 = T
0 1+ t2 t——+o0 2

3. (a) Soit z €] —1,1].
e pour tout t € [0,1], 1+ ¢* < 2, donc

x x

— >
1+¢2 2

1 1 +*
/,hﬁﬁh>/,—dt
0 0 2
T T

t:ztf?

, et, les intégrales étant convergentes (la seconde en

tant qu’intégrale de Riemann) :

e Pour tout t € [1,+00[, 1+t < 22, donc e > 2 = g et, les intégrales étant convergentes
(la seconde en tant qu’intégrale de Riemann) :

“+o0 “+oo tw—2
/ fo(t) dt > / dt.
1 1 2

Ainsi, en sommant ces deux inégalités, et d’aprés la relation de Chasles, il vient, pour tout = €] — 1, 1] :

1 tz +oo tx72
F(z)> | —at dt |
0> [ arv / ;

(b) En calculant ces intégrales, il vient, pour tout « €] — 1, 1] :

1 1 1 1
Flx) 2 —— (1 — —(0-1)= .
@2 a0 V=3 Y aa—y
Or,
li ! + ! + et li ! + ! +
im = +00 im = +o0.
g——1+2(x+1)  2(1—2x) a—1- 2(x+1)  2(1—1x)

Ainsi, | lim F(z) = lim F(z) = +oo|

r——1+ r—1—

4. Soit z € [0,1], et a un réel tel que z < a < 1. Soit ¢ €]0, +o0].

La fonction g; : y — 1_1% = %1:; est de classe C? sur [0,a], comme composée et quotient de fonctions qui le
sont, et
(Int)ty (Iny)2tY
Yy €10,a], gi(y) = —L= t V(y) = ———.
yelba, a)="7"7 ¢ gW="7"7

or, pour tout y € [0,a] et pour tout ¢ €]0,4+o00[, on a t¥ <t*sit > 1, et t¥ < 1sit < 1. En mutlipliant par
(Int)?
1+¢2

qui est positif, on obtient donc :

<1 sitelol
Yy € [0, al, V¢ €]0, +o0], {'gt - si ¢ €]0, 1]
g I

t* site[l,4o0].



Ainsi, étant donné t €]0, +oo[ et y € [0, al, g; étant de classe C? sur [0, a], d’aprés I'inégalité de Taylor-Lagrange
a lordre 1 entre x et vy, il vient :

tY t® (Int)t*|  (y—x)? (Int)? .
- (y- < t €]0,1
e ire WoUTIe 5 13z el
tY t® (Int)t*|  (y—x)? (Int)?t .
- (y- < . te|l,
e ire WoUTIe 5 1 Stellbrol
1 2
. Int
5..Etudede]:/ udt
0o 1+1¢2

(Int)?

137~ est continue sur 10, 1]. Ainsi, 'intégrale I n’est impropre qu’en 0. Or, puisque

La fonction h : t —

Vit-h(t) = Mﬁ\/{' (Int)?,

1+t2
le théoréme de croissance comparée amene : hm+ Vth(t) = 0, donc h(t) = o % au voisinage de 0. Or
t—0
1
Iintégrale / W est convergente en tant qu’intégrale de Riemann de paramétre % < 1len 0. D’aprés le
0

critére de comparaison par négligeabilité, les fonctions étant positives, .

. 0 (Int)2te

e Etude de J = / (7)
1 14 ¢2

(Int)2t®
T+¢2

d’aprés les croissances comparées, puisque 1;—“ > 0, au voisinage de 400 :

La fonction k : ¢ est continue sur [1,+o0o[. Ainsi, l'intégrale J n’est impropre qu’en +oo. Or,

2 l1—a ta 1
(Int)* =o(t™ 2 ) et T8 e

k() = o (;_) p (tl_) .

+oo
Or, % — 5 > 1, car a < 1, donc l'intégrale de Riemann / P est convergente. On en déduit, par
1 272

théoréme de comparaison par négligeabilité, les fonctions étant positives, que .

Ainsi, au voisinage de +o0 :

6. I et J étant convergentes, on déduit du théoréme de comparaison par inégalité, que

ty SN ()
——— —(y—=
1+22 1+ ¥ 1+ 12

+oo T T
Y t (Int)t
a et L -
¢ /1 ’ e TieE WY

/

sont convergentes, donc que
1 T T +oo x x
tY t (Int)t tY t (Int)t
—_— = —(y — dt t —_— s — (¥ — dt
/0 <1+t2 e W J17)1+1t2> ¢ /1 (1+t2 e WY e

oo (Int)t®
sont absolument convergentes. De plus, on montre comme plus haut que e
0

Ainsi, d’apreés la linéarité, I'inégalité triangulaire et la positivité de l'intégrale :

’M _/0+oo (Int)¢ dt’ _ /O+°° (gt(y)—gt(:v) qnf)t:> dt’

y— 14 ¢2

dt est convergente.

| () f e
) L o) — o lntt: aul s gt(y):zt(:v)_(lnt)t: dt
\|§—x| y-= 1+t2 o e

< I+ ),



Or, 1}13% @(I +J) =0,, donc, d’aprés le théoréme d’encadrement,
y€[0,a]
yFx
_ +oo T
iy, KO F) e,
y€[0,a] yor 0 +
y#T

Si x # 0, ceci représente la limite (des deux c6tés), alors que si & = 0, puisqu’on impose aussi y > 0, ceci ne
représente que la limite a droite. Ainsi :

T (Int)t®
e Siz €]0,1],| F est dérivable en z, et F'(z) = / (In )2 dt
0 14t

o (Int)

e Siz=0,|F est dérivable & droite en 0, et F;(0) = / e dt.
0
o . T T (Int)”
7. Les deux intégrales considérées sont convergentes (on a déja mentionné plus haut la convergente de T dt).
0

Ainsi, le changement de variables u = 1, de classe C', strictement décroissant sur ]0, 1], bijectif de ]0, 1] dans

[1, 4+00[, ameéne l'égaliteé :
1 +oo 1 “+o0
Int In(:) d -1
[ g ) o,
o 1+t 1 1+ 25 u 1 1+u

et la variable d’intégration étant une variable muette, il vient bien :

L Int T Int
T A= 112
o 1+t L 14t
On a donc, d’aprés la relation de Chasles, et 1’égalité précédente :

T Int
F;(o)z/o s ar=[0= (0]

Or, F étant paire, I est aussi dérivable a gauche en 0, et F,(0) = —F}(0) = 0. Ainsi, Fy(0) = F;(0) = 0,
donc ‘ F est dérivable en 0, et F'(0) =0 ‘

8. (a) Soit x €] — 1,1[. Le méme changement de variable u = % que plus haut ameéne :

/1 (Int)t* . _ /+°° (Ing) o= du _ /+°° —(lnw)L du
0 1 1

1+¢2 1+ 5 w2 1+ u?

La variable d’intégration étant muette, il vient alors, d’apreés la relation de Chasles :

1 T +o0 T +oo Int 1 +o0 T
Fl(z) = / (Int)t dt 4+ / (Int)t gt — _/ (Int) it + / (Int)t ar,
0 1 1 1

1+t 142 142 1+t

et donc :

F/(x):/:mw dtl

1+ ¢2

(b) e Pour tout ¢ > 1, et tout €] — 1,0], t* < 1 < tiz, donc, par positivité de 'intégrale, F'(x) < 0. Ainsi,

‘ F est décroissante sur | — 1,0]. ‘

e Pour tout ¢ > 1, et tout = € [0,1[, t* > 1 > &, donc, par positivité de I'intégrale, F’(x) > 0. Ainsi,

‘ F est croissante sur [0, 1]. ‘

e Pour tout ¢t > 1, la fonction x — ¢* est croissante sur | — 1, 1[, et la fonction x — tiz est décroissante.

Donc la fonction x — t* — tiz est croissante sur | — 1, 1[. Par croissance de l'intégrale, on en déduit que

F’ est croissante sur | — 1, 1[, donc que ‘ F est convexe sur | — 1, 1]. ‘

(c) On obtient I'allure suivante pour F (voir figure 1)

Correction de ’exercice 15 —



(SIE]

FiG. 1 — Graphe de F

e Commencons par déterminer le domaine de définition de F' : une étude de continuité rapide montre que les seules
impropretés sont en 0 et en 400

cost 1 . ) . oae 3 v s

En 0, |—e ~ — donc, les fonctions étant positives, et — étant convergente en tant qu’intégrale de
Vi 0\t 0 Vit

Riemann de paramétre % en 0, on en déduit que l'intégrale définissant F'(x) est convergente en 0, ceci quelle que
soit la valeur de z.

En 400 :

x Six > 0, alors pour tout ¢t > 1, on a :

—xt

cost _ _
\/Ee xt <€ zt,

+oo
et / e " dt est convergente (intégrale exponentielle). Donc, d’aprés le théoréme de comparaison par
1

+oo

e . " cost _

inégalités d’intégrales de fonctions positives, / We “t dt est absolument convergente, donc convergente.
oo coslt

x Six =0, on est ramené a I’étude de / 7 dt. Faisons une intégration par parties, en posant
1
1 , -1 . /
Vit e [1,4+o00[, u(t)= u'(t) = ——= v(t) = sint, v'(t) = cost.

Vi

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [1, +oc, et . lim w(t)v(t) = 0. Ainsi, d’aprés le théoréme d’intégration

—+
T cost - too «
par parties, I'intégrale W dt est de méme nature que l'intégrale fl St‘\% dt. Or, pour tout t > 1,
1
sint 1
t\/% S tga

donc, par comparaison & une intégrale de Riemann, les fonctions étant positives, on obtient la convergence

T sint . T cost
absolue, donc la convergence de —— dt, donc la convergence (mais pas absolue) de —.
1

1 t/t Vit

x Six <0, on a, pour tout n € N* :

T m, cost e—z(@nm+3)
Vte [2nm — =, 2nm + =], —e %' > cost  ———
[ 2 2] Vi - V2T + %

10



le cosinus étant positif sur cet intervalle. Ainsi :

2nm+ 3 cost e—T(2nT+3) 2nm+ 3 e—T(2nT+3) 2w+ 2 2¢—r(2nm+3)
/ et dt > ——rxr costziﬂ{sint} =
nm—T Vi V2nm + 5 nm—2 2nm + 3 2nm—% V2nm + 5

Or, d’apreés les croissances comparées,

267m(2nﬂ'+g )

lim ———— = +o00,
n—too \/2nmw + §
puisque z < 0, et donc
T3 cost
lim e % dt = 4-o00.

n—+o00 2nm—7% \/E

Si l'intégrale était convergente cette limite devrait étre nulle (différence de deux intégrales partielles dont
les bornes supérieures tendent vers 4+oco, donc les deux intégrales partielles aurait méme limite en cas de
convergence)

T cost

1 Ve
Par conséquent, | Dp = [0, 400 |

La fonction F' n’est en fait pas dérivable en 0 (nous ne le démontrerons pas), nous nous contentons donc d’obtenir
sa dérivabilité sur ]0, +ool.

Ainsi, si x < 0, e~ dt diverge.

cost
Soit ¢t > 0 fixé, et f; : x — ——e ' sur Ry. La fonction f; est de classe C2 sur R, et

Vit
cost .

VteRy, fl(z)=—t-— = —Vtcoste ™ et (x) = tV/tcoste ',

Vit

Soit x €]0, +oo[, et h € R* tel que || < §. Alors, pour tout y € [z — |h[,z + |h|], on a
Ainsi,

N8

xt

¥y € [z — [z +[hl], |f ()] <tV costle™ 2.

Par conséquent, en appliquant I’inégalité de Taylor & 'ordre 1 & lta fonction f; entre x et x + h, f; étant de classe
C? entre ces deux valeurs, et |f/’| étant majorée par tv't|costle™ 2 entre ces deux valeurs, on obtient :

2
|fe(x 4+ h) — fi(z) — hf{(z)] < %t\/ﬂ costle™ 7.

Cette inégalité est vraie pour tout ¢ > 0. Or, t — t\/| cos t|e727t est continue sur |0, +o00[, prolongeable par continuité
—+o0
en 0. Donc l'intégrale / t\/ﬂ cos t|e*%t dt est faussement impropre (donc convergente) en 0, et impropre en
0
+o0o. Mais, puisque § > 0, d’aprés les croissances comparées,

1 xt 1
=0 (—5> donc: tVt|costle™2 =o <_2) .
T

€xr2z

e

w8

+oo
X
L’intégrale / —,- étant convergente en tant qu’intégrale de Riemann de parameétre 2 > 1 en +oo, d’apres le
x
1 . t
théoréme de comparaison par négligeabilité d’intégrales de fonctions positives, I'intégrale / tVt| costle™ % dt
0
est convergente. Notons I(z) sa valeur.
“+oo
D’aprés le théoréme de comparaison par inégalité d’intégrales de fonctions positives, on en déduit que / | fe(x+
0
h) — fi(z) — hfi(x)| dt est aussi convergente, et que :

2

+o0 h
| a0 = @) = i) at < 1),

+oo
Puisque f0+°o | fe(x+h)— fi(x)—hf]| dt converge, / ft(z + h) — fi(x) — hf; dt| converge absolument, et d’apres
0

I’inégalité triangulaire,

2

+oo +oo h
| = o) = st ad) < [ ka4 1) = o) - i) e < 1),
0 0

11



En utilisant la linéarité de l'intégrale (2 des trois termes étant convergeants, donc le troisiéme aussi), et en divisant
par |h| > 0, il vient alors :

’F(:v + hl’)l, F(z) _/ t coste ! dt’ < |_}2L|I($)
0

||

Puisque I(z) ne dépend pas de h, }llin%) 7[(3:) = 0, donc, d’aprés le théoréme d’encadrement :

_ +oo
lim Flz+h) - Flx) = / t coste™ %t dt.
0

h—0 h

Par conséquent,

F' est dérivable en tout = € R%

, et :

“+oo
Ve e RY, |F'(2) = / tcoste "t dt.
0

Correction de I’exercice 16 — On définit, pour tout z € R :

e’ +e " e’ —e™ " sh(z

- = th(z) = (z) )
2 ch(z)

1. Les fonctions sh, ch et th sont définies, continues et dérivables sur R, en tant que sommes, quotients de
fonctions dérivables sur R, le dénominateur (pour th) ne s’annulant pas (ch est strictement positif). On a :

_ o h2 _ h2
= chz, ch’(z) = e-e - sh(z) et th'z = w
ch”(z)

2. Puisque sh’ = ch, sh’ est strictement positive sur R, donc sh est strictement croissante sur R. On n’a aucune
forme indéterminée pour le calcul des limites et on obtient directement :

ch(z) =

e:E + e—LE

Vr € R, sh'(z) = 5

lim sh(z) = —o00 et lim sh(z) = +oo.
r——00 Tr——+00
3. On a, pour tout z € R,
e +e7 " el —le™® e’ —e™ "
cha| = | 2 | > ||e”] 2| _ | = [shal,

d’aprés linégalité triangulaire. Ainsi, ch?(z) — sh®(z) > 0, et donc th’ > 0 sur R. Par conséquent, th est
croissante sur R.
De plus,

et —e™"
et +e % bet e~ "
Donc lim th(z) = —1. De méme, lim thz =1.

TrT——00 r——+00

4. Soit x € R. On a :

thz = =-1.

1 1
ch?z — sh’z = 1 (" +e ™) = (" —e ™)?) = 1 (e +24e 2 —e® +2—e ) =1
. dx . . ,
5. La fonction z +— W est continue sur R, donc on a deux impropretés, en —oco et en +oc0. On a :
+x°)2
1 1 1 1
3 ™ 3 et 3z T3

(1+22)3 —= o3 (1+22)F 4 o3

Donc, par comparaison aux deux bornes avec deux intégrales de Riemann convergentes (car de paramétre
% > 1 en des bornes infines), et par positivité des fonctions, on en déduit que l'intégrale est convergente.
On fait le changement de variable x = shy (désolé, j’avais inversé z et y, mais les variables étant muettes...),
donc dx = chy dy. Alors sh étant, d’aprés I’étude qui précéde, de classe C!, strictement croissante, bijective
de R dans R, il vient :

/+°° dx _/+°° chy dy _/+°° chy dy _/+°° dy
e U a)E e Uiy e @t S @y

d’aprés la relation du (iv). Ainsi, d’aprés ’expression de la dérivée de th, et la relation (iv), on obtient :

too lim 4 0o
i:[thy} o1 (-n=2
oo (1422)2 lim— o
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