
Lyée La Bruyère, Versailles 2011/2012ECS 2 � Mathématiques Analyse 3 � Intégrales impropresCorretion de l'exerie 1 �1. Soit f : x 7→ 1
x(x−1) . La fontion f est ontinue sur ]0, 1[, don I1 possède deux impropretés en 0 et en 1. Onpeut remarquer que f(x)∼

0
− 1

x
, qui est de signe onstant au voisinage de 0+. Ainsi, par omparaison à uneintégrale de Riemann divergente, I1 diverge. On peut aussi le prouver en onstatant qu'une primitive de fest F : x 7→ ln |x − 1| − lnx, qui n'a pas de limite �nie en 0+.2. Soit f : x 7→ dx

(x+1)(x+2) . Cette fontion est ontinue sur [0, +∞[ d'où une unique impropreté en +∞. De plus,une primitive de F est :
F : x 7→ ln(x + 1) − ln(x + 2) = ln

(

x + 1

x + 2

)

,qui admet une limite �nie (nulle) en +∞. Ainsi :
I2 =

[

F (x)
] lim

x→+∞
0

= ln 2.3. Soit f : x 7→ tan x. Cette fontion est ontinue sur [0, π
2 , d'où une unique impropreté en π

2 . Une primitive de
f est F : x 7→ − ln(cosx), qui n'admet pas de limite �nie lorsque x tend vers π

2 . Ainsi, I3 diverge4. Soit f : x 7→ sin x√
cos x

, qui est ontinue sur ] − π
2 , π

2 [. Ainsi, I4 a deux impropretés en −π
2 et π

2 . Une primitivede f est F : x 7→ −2
√

cosx, qui tend vers 0 en −π
2 et en π

2 . D'où la onvergene de I4, et
I4 =

[

− 2
√

cos(x)
]

lim
x→π

2

lim
x→−π

2

= 0.(la valeur ne nous étonne pas, par imparité de la fontion. Mais l'imparité ne su�t pas à justi�er la onver-gene !)5. Soit f : x 7→ 1
cos2 x

, ontinue sur [0, π
2 [. Une primitive : F : x 7→ tanx, qui n'admet pas de limite �nie en π

2 ,don I5 diverge.6. Soit f : 1
(x2+1)(x+1) , ontinue sur [0, +∞[, et équivalente à 1

x3 en +∞, d'où la onvergene. Une primitive(s'obtient par DES) :
F : x 7→ 1

2
ln(x + 1) − 1

4
ln(x2 + 1) +

1

2
Arctan x =

1

4
ln

(

(x + 1)2

x2 + 1

)

+
1

2
Arctan x.Ainsi, lim

x→+∞
F (x) =

π

4
, don

I6 =
[

F (x)
] lim

x→+∞
0

=
π

4
.7. Soit f l'intégrande, ontinue sur ]1, 2], d'où une impropreté en 1.

• Si β 6= 1, une primitive de f est F : x 7→ 1
1−β

ln1−β x. AinsiF admet une limite �nie en 1 si et seulement si
1 − β > 0, don β < 1. Ainsi, on a divergene si β > 1, et onvergene si β < 1, et dans e as,

I7 =
[ 1

1 − β
ln1−β x

]2

lim
x→1+

=
ln1−β(2)

1 − β
.

• Si β = 1, une primitive est F : ln(lnx), qui n'a pas de limite �nie en 1, d'où la divergene.Soit f l'intégrande, ontinue sur [3, +∞[, d'où une impropreté en +∞.
• Si β 6= 1, une primitive de f est F : x 7→ 1

1−β
(ln lnx)1−β . Ainsi F admet une limite �nie en +∞ si etseulement si 1−β < 0, don β > 1. Ainsi, on a divergene si β < 1, et onvergene si β > 1, et dans e as,

I7 =
[ 1

1 − β
(ln lnx)1−β

] lim
x→+∞
3

=
(ln ln(3))1−β

β − 1
.

• Si β = 1, une primitive est F : ln(ln(ln x)), qui n'a pas de limite �nie en +∞, d'où la divergene.1



Corretion de l'exerie 2 � (résultat du ours) Si f admet une limite �nie non nulle en +∞, alors f est de signeonstant au voisinage de +∞ (disons positif, on se ramène à e as, en onsidérant éventuellement −f). Comme 1
xest de limite nulle quand x tend vers +∞, et f de limite non nulle, on a 1

x
= o(f(x)), et la ontraposée du théorèmede omparaison par négligeabilité amène la divergene de ∫ +∞

1

f(t) dt.Corretion de l'exerie 5 � Soitx > 1. D'après l'inégalité des aroissements �nis entre a et x, f étant de lasse
C1 sur ]a, x[, ontinue sur [a, x], et f ′ étant minorée sur [a, x] par α, on a :

f(x) − f(a) > α(x − a) don: f(x) > f(a) + α(x − a).Alors, pour tout x ∈ [1, +∞[, f(x)

x2
>

f(a)

x2
+ α

x − a

x2
.Or, l'intégrale ∫ +∞

1

f(a)

x2
dx est onvergente, en tant qu'intégrale de Riemann de paramètre 2, et de plus

x − a

x2
∼

x→+∞

1

x
,don, les deux expressions étant positives au voisinage de +∞, il en déoule que ∫ +∞

1

x − a

x2
dx diverge, paromparaison à une intégrale de Riemann de paramètre 1. Ainsi, ∫ +∞

1

(

f(a)

x2
+ α

x − a

x2

)

dx diverge, omme sommed'une intégrale onvergente et d'une intégrale divergente. Par onséquent, d'après le théorème de omparaison parinégalité, la fontion minorante étant positive pour x assez grand (don la majorante aussi), on obtient la divergenede ∫ +∞

1

f(x)

x2
dx.Corretion de l'exerie 6 �1. La fontion x 7→ xnf(x) est ontinue sur [0, 1[. On a, pour tout x de [0, 1[ :

|xnf(x)| 6 |f(x)|,et, par hypothèse, ∫ 1

0

|f(x)| dx onverge, don, d'après le théorème de omparaison, les fontions ompa-rées étant positives, ∫ 1

0

|xnf(x)| dx est onvergente, don ∫ 1

0

xnf(x) dx est absolument onvergente (dononvergente).2. Soit ε > 0(a) L'intégrale ∫ 1

0

|f(x)| dx étant onvergente, la fontion y 7→
∫ 1

y
|f(x)| dx tend vers 0 lorsque y tend vers

1. Ainsi, il existe a tel que
∫ 1

a

|f(x)| dx <
ε

2
.De plus, pour tout x ∈ [a, 1[, et tout n ∈ N, |xnf(x)| 6 |f(x)|, don, par la propriété de roissane del'intrégrale,

∫ 1

a

|xnf(x)| dx 6

∫ 1

a

|f(x)| dx <
ε

2
.D'après l'inégalité triangulaire, l'intégrale étant absolument onvergente, il vient alors :

∣

∣

∣

∣

∫ 1

a

xnf(x) dx

∣

∣

∣

∣

6

∫ 1

a

|xnf(x)| dx <
ε

2
.(b) Soit a �xé omme i-dessus. la fontion |f | est alors ontinue sur [0, a] fermé borné, don elle est bornée.Ainsi, il existe M tel que pour tout x ∈ [0, a], |f(x)| 6 M . On a alors, toujours d'après l'inégalitétriangulaire et la roissane de l'intégrale :

∣

∣

∣

∣

∫ a

0

f(x)xn dx

∣

∣

∣

∣

6

∫ a

0

|f(x)|xn dx 6

∫ a

0

Mxn = M
an+1

n + 1
.2



() La suite (M an+1

n+1

) onverge vers 0, puisque a ∈ [0, 1[. Ainsi, il existe N tel que
∀n 6 N,

∣

∣

∣

∣

∫ a

0

f(x)xn dx

∣

∣

∣

∣

6
ε

2
.On a alors, pour tout n > N :

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

f(x)xn dx

∣

∣

∣

∣

6

∣

∣

∣

∣

∫ a

0

f(x)xn dx

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∫ 1

a

f(x)xn dx

∣

∣

∣

∣

<
ε

2
+

ε

2
= ε.Par dé�nition de la onvergene d'une suite, on en déduit que :

lim
n→+∞

∫ 1

0

xnf(x) dx = 0.Corretion de l'exerie 7 � (Rédation à parfaire : e ne sont que des shémas des aluls)4. Impropreté en 0 seulement. IPP en posant pour tout t de ]0, 1] :
u′(t) = tα u(t) =

tα+1

α + 1
v(t) = ln t v′(t) =

1

t
.La fontion uv tend vers 0 don IPP sur l'intégrale impropre, en omparant d'abord la nature de l'intégrale(la seonde CV ar 'est une intégrale de Riemann) :

∫ 1

0

tα ln t

dt
= −

∫ 1

0

tα

α + 1
dt = − 1

(α + 1)2
.5. On va être obligé de séparer l'intégrale, a�n de faire une IPP sur le deuxième terme seulement. La premièredes deux intégrales au moins étant divergente, on ne peut pas le faire sans restreindre l'intervalle d'intégration.Soit [a, b] ⊂]0, +∞[,

∫ b

a

(

1 − xArctan
1

x

)

dx = b − a −
∫ b

a

xArctan
1

x
dx.Ainsi, une IPP (validité à justi�er) donne

I(a, b) =

∫ b

a

xArctan
1

x
dx =

b2

2
Arctan

1

b
− a2

2
Arctan

1

a
+

1

2

∫ b

a

x2

1 + x2
dx

=
b2

2
Arctan

1

b
− a2

2
Arctan

1

a
+

1

2
(b − a) −

∫ b

a

1

1 + x2
dx

=
b2

2
Arctan

1

b
− a2

2
Arctan

1

a
+

1

2
(b − a) − 1

2
Arctan b +

1

2
Arctana.Par onséquent,

∫ b

a

(

1 − xArctan
1

x

)

dx = b − a −
(

b2

2
Arctan

1

b
− a2

2
Arctan

1

a
+

1

2
(b − a) − 1

2
Arctan b +

1

2
Arctana.

)On fait tendre a vers 0, sans problème :
∫ b

0

(

1 − xArctan
1

x

)

dx = b − b2

2
Arctan

1

b
− 1

2
b +

1

2
Arctan b.On fait tendre b vers +∞, en utilisant Arctanx = x − x3

3 + o(x3) au voisinage de 0 :
∫ +∞

0

(

1 − xArctan
1

x

)

dx =
π

4
.6. Une impropreté en +∞. Convergene immédiate par x2f(x), du fait de l'exponentielle.dv : y =

√
1 + ex, x = ln(y2 − 1), dx = 2y

y2−1 .
∫ +∞

0

1√
1 + ex

dx =

∫ +∞

√
2

2

y2 − 1
dy =

[

ln

(
∣

∣

∣

∣

y − 1

y + 1

∣

∣

∣

∣

)

]lim+∞

√
2

= ln

(√
2 + 1√
2 − 1

)

= 2 ln(
√

2 + 1).3



7. Mise sous forme anonique :
∫ +∞

0

1

x2 + x + 1
dx =

∫ +∞

0

1

3
4

(

(

2√
3
x + 1√

3

)2

+ 1

) dt =
2√
3

[

Arctan

(

2√
3
x +

1√
3

)

]lim+∞

0
=

π√
3
− π

3
√

3
=

2π

3
√

3
.8. Prendre I =

∫ 2

1

dx
√

(x − 1)(2 − x)
(sinon e n'est pas dé�ni). Impropretés en 1 et 2.

I =

∫ 2

1

2 dx
√

1 − (2x − 3)2
. dv y = 2x − 3 : I =

∫ 1

−1

1
√

1 − y2
dy. dv y = sin t : I =

∫ π
2

π
2

1 dt = π.Corretion de l'exerie 10 �1. I1 = 4 (utiliser la fontion Γ !)2. I2 = 38e−2 (dv et développement du bin�me)3. I3 = 3 (dv)4. I4 = 5
√

π

72
√

3
(dv u = 3t, puis se ramener à Γ

(

1
2

))5. I5 = 23 (dv x = −t)6. I6 = 6 +
√

π (parité /imparité pour ramener à ∫ +∞

0

)7. I7 =
√

π (dv puis intégrale de Gauss)8. I8 =
√

π

e (mise sous forme anonique, puis dv)9. I9 = e
7
2

√
π10. I10 = n!

2 (dv y = x2)11. I11 = Γ
(

5
2

)

= 3
4

√
π12. I12 = e10√π

2 (mise sous forme anonique puis dv)Corretion de l'exerie 13 � (Étude de la fontion Γ)1. On rappelle que d'après le ours, Γ est dé�nie sur R
∗
+. Soit x > 0. Alors

Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−t
>

∫ 1

0

tx−1e−t dt,ar la fontion intégrée est positive et ]0, 1] ⊂]0, +∞[. De plus, pour tout t ∈]0, 1], e−t > e−1, don, tx−1étant positif, et par propriété de roissane de l'intégrale,
Γ(x) >

1

e

∫ 1

0

tx−1 dt.On en déduit que
Γ(x) >

1

e

[ tx

x

]1

lim
0+

=
1

xe
.Or, lim

x→0+

1

xe
= +∞, don, d'après le théorème d'existene d'une limite in�nie par minoration, Γ admet unelimite en 0+, et lim

x→0+
Γ(x) = +∞.2. Soit x > 1. De la même façon, puisque la fontion intégrée est positive, et que [2, +∞[⊂]0, +∞[, on a :
Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−t dt >

∫ +∞

2

tx−1e−t dt > 2x−1

∫ +∞

2

e−t dt,ar la fontion t 7→ tx−1 est roissante sur [2, +∞[ (puisque x− 1 > 0), don minorée sur et intervalle par savaleur en 2.Ainsi, pour tout x > 1,
Γ(x) > 2x−1

[

− e−t
]+∞

2
=

2x−1

e2
.Or, lim

x→+∞

2x−1

e2
= +∞, don, d'après le théorème de minoration, Γ admet une limite en +∞, et lim

x→+∞
Γ(x) =

+∞. 4



On pose, pour tout t ∈ R
∗
+, ft la fontion dé�nie sur R

∗
+ par ft(x) = tx−1e−t.3. À t �xé, x 7→ tx−1 = e(x−1) ln t est de lasse C2 (et même C+∞) sur R

∗
+, en tant que omposée d'une fontiona�ne et d'une exponentielle. Ainsi, ft est de lasse C2 sur R

∗
+, puisque e−t est une onstante par rapport à

x. De plus (on dérive par rapport à x) :
∀x ∈ R

∗
+, f ′

t(x) = e−t ln te(x−1) ln t = e−t ln t·tx−1, puis: f ′′
t (x) = e−t(ln t)2e(x−1) ln t = e−t(ln t)2tx−1.4. Soit x ∈ R

∗
+, et h ∈ R tel que |h| 6 min

(

x
2 , 1
).(a) Soit αx = min

(

x
2 , 1
). On �xe x ∈ R

∗
+ et t ∈ R

∗
+. La fontion ft est de lasse C2 sur R

∗
+, don sur [x

2 , 3x
2 ],don sur le sous-intervalle [x − αx, x + αx]. Or, puisque |h| 6 αx, x + h est dans et intervalle. Don,d'après l'inégalité de Taylor Lagrange appliquée entre x et x + h,

|ft(x + h) − ft(x) − hf ′
t(x)| 6

h2

2
M2(t, x),où M2(t, x) est un majorant de |f ′′

t | sur l'intervalle [x − αx, x + αx] (il peut dépendre de t et x quisont �xés, mais pas de h). Remarquez que l'inégalité de l'énoné n'est pas dé�nie lorsque h = 0, nousrajoutons don l'hypothèse h 6= 0. Dans es onditions, on peut diviser par |h| et on obtient :
∣

∣

∣

∣

ft(x + h) − ft(x)

h
− f ′

t(x)

∣

∣

∣

∣

6
|h|
2

M2(t, x),Vous aurez reti�é par vous-même la valeur absolue manquante.Déterminons une valeur possible de M2(t, x).
• Supposons t > 1. Alors pour tout y ∈ [x − αx, x + αx],

|f ′′
t (y)| = (ln t)2e−tty−1

6 (ln t)2e−ttx,ar, puisque αx 6 1, y 6 x + 1, don y − 1 6 x, et de plus t > 1.
• Supposons t < 1. Alors par le même raisonnement y > x−αx > x− x

2 , don y − 1 >
x
2 − 1, et omme

0 < t < 1, ty−1 6 t
x
2
−1. Ainsi,

|f ′′
t (y)| 6 (ln t)2e−tt

x
2
−1,On peut don hoisir M2(t, x) omme étant égal à une de es deux valeurs, en disutant suivant la valeurde t.(b) Soit x ∈ R

∗
+.

• La fontion g : t 7→ (ln t)2e−tt
x
2
−1 est ontinue sur ]0, 1]. La seule impropreté de l'intégrale se trouvedon en 0. Or, en 0, on a

t−
x
4
+1|g(t)| = t

x
4 (ln t)2e−t.Puisque x

4 > 0, les roissanes omparées ntre puissanes et logarithme en 0 amènent :
lim

t→0+
t−

x
4
+1|g(t)| = 0, don: |g(t)| = o

0+

(

1

t1−
x
4

)

.Or, ∫ 1

0

dt

t1−
x
4

onverge en tant qu'intégrale de Riemann de paramètre 1 − x
4 < 1, don, les fontionsétant positives, ∫ 1

0

|g(t)| dt onverge, don ∫ 1

0

g(t) dt onverge, don onverge absolument.
• La fontion h : t 7→ (ln t)2e−ttx est ontinue sur [1, +∞[. La seule impropreté de l'intégrale se situedons en +∞. Or, l'exponentielle � va l'emporter �. Plus préisément, d'après les roissanes omparées,

(ln t)2 = o

+∞
(t) don: (ln t)2t

x
2
−1 = o

+∞
(t

x
2 ).De plus, d'après les roissanes omparées, e−t = o

+∞

(

1

t2+
x
2

), don :
h(t) = o

+∞

(

t
x
2

t2+
x
2

) don: h(t) = o

+∞

(

1

t2

)

.Ainsi, omme ∫ +∞

1

1

t2
dt onverge en tant qu'intégrale de Riemann de paramètre 2, et par positivitédes fontions, on en déduit, d'après le théorème de omparaison par o que ∫ +∞

1

h(t) dt onverge.5



() On déduit de la question préédente que, à x �xé, ∫ +∞

0

M2(t, x) dt est onvergente. Alors, par lethéorème de omparaison par inégalité, pour tout h ∈ [x−αx, x +αx], h 6= 0, ∫ +∞

0

ft(x + h) − ft(x)

h
−

f ′
t(x) dt onverge absolument. Ainsi, d'après l'inégalité triangulaire, on obtient :
∣

∣

∣

∣

∫ +∞

0

ft(x + h) − ft(x)

h
− f ′

t(x) dt

∣

∣

∣

∣

6

∫ +∞

0

∣

∣

∣

∣

ft(x + h) − ft(x)

h
− f ′

t(x)

∣

∣

∣

∣

dt 6
|h|
2

∫ +∞

0

M2(t, x) dt.Or, par les propriétés de onvergene de l'intégrale Γ, ∫ +∞

0

ft(x + h) dt et ∫ +∞

0

ft(x) dt onvergent.Comme ∫ +∞

0

ft(x + h) − ft(x)

h
−f ′

t(x) dt onverge également, on en déduit la onvergene de ∫ +∞

0

f ′
t(x) dt.Ainsi, on peut érire :

∣

∣

∣

∣

∫ +∞

0

ft(x + h) − ft(x)

h
− f ′

t(x) dt

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ +∞

0

ft(x + h) dt −
∫ +∞

0

ft(x) dt

h
−
∫ +∞

0

f ′
t(x) dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

Γ(x + h) − Γ(x)

h
−
∫ +∞

0

f ′
t(x) dt

∣

∣

∣

∣

.Ainsi, on obtient, pour tout h ∈ [x − αx, x + αx], h 6= 0 :
∣

∣

∣

∣

Γ(x + h) − Γ(x)

h
−
∫ +∞

0

f ′
t(x) dt

∣

∣

∣

∣

6
|h|
2

∫ +∞

0

M2(t, x) dt.Cette intégrale est onvergente, et sa valeur ne dépend par de h, don
lim

|h|
2

∫ +∞

0

M2(t, x) dt = 0.Puisque ∫ +∞

0

f ′
t(x) ne dépend pas de h, on en déduit que Γ(x + h) − Γ(x)

h
admet une limite lorsque htend vers 0, don que Γ est dérivable en x, et que :

Γ′(x) = lim
h→0

Γ(x + h) − Γ(x)

h
=

∫ +∞

0

f ′
t(x) dt.Cei étant vrai pour tout x ∈ R

∗
+, Γ est dériable sur R

∗
+, l'expression i-dessus donnant l'expression de

Γ′ en tout point de R
∗
+.5. L'expression trouvée pour f ′′
t montre lairement que f ′′

t est une fontion positive sur R
∗
+, don f ′

t est roissantesur R
∗
+, à t �xé. Soit don 0 < x < y. Alors pour tout t ∈ R

∗
+, f ′

t(x) 6 f ′
t(y). Par la propriété de roissanede l'intégrale, on en déduit, es intégrales étant onvergentes, que :

∫ +∞

0

f ′
t(x) dt 6

∫ +∞

0

f ′
t(y) dt don: Γ′(x) 6 Γ′(y).Ainsi, Γ′ est une fontion roissante sur R

∗
+, don Γ est onvexe sur R

∗
+.Corretion de l'exerie 14 �1. Soit, pour tout x ∈ R, fx : t 7→ tx

1+t2
, dé�nie et ontinue sur ]0, +∞[. La ontinuité assure que l'intégraledé�nissant F (x) n'est impropre qu'en 0 et en +∞.

• On a fx(t)∼
0

tx, et ∫ 1

0

tx dx étant une intégrale de Riemann en 0 de paramètre −x, elle onverge si etseulement si x > −1. Les fontions étant positives, ∫ 1

0

fx(t) dt onverge si et seulement si x > −1.
• On a fx(t) ∼

+∞
tx−2, et ∫ +∞

1

tx−2 dx étant une intégrale de Riemann en +∞ de paramètre −x + 2, elleonverge si et seulement si x < 1. Les fontions étant positives, ∫ +∞

1

fx(t) dt onverge si et seulement si
x < 1. 6



Ainsi, ∫ +∞

0

tx

1 + t2
dt onverge si et seulement si −1 < x < 1. Par onséquent, le domaine de dé�nition de Fest D =] − 1, 1[ .2. Soit x ∈] − 1, 1[. On a :

F (−x) =

∫ +∞

0

t−x

1 + t2
dt.On e�etue sur l'intégrale dé�nissant F (−x) le hangement de variable t = 1

u
, de lasse C1, stritementdéroissant, bijetif de R

∗
+ dans lui-même. On a dt = − du

u2 . Ainsi :
F (−x) = −

∫ +∞

0

ux

1 + 1
u2

(− du)

u2
=

∫ +∞

0

ux

1 + u2
du = F (x).Ainsi, la fontion F est paire sur ] − 1, 1[.De plus, on a :

F (0) =

∫ +∞

0

1

1 + t2
dt = lim

t→+∞
Arctanx − Arctan 0 =

π

2
= F (0) .3. (a) Soit x ∈] − 1, 1[.

• pour tout t ∈ [0, 1], 1 + t2 6 2, don tx

1 + t2
>

tx

2
, et, les intégrales étant onvergentes (la seonde entant qu'intégrale de Riemann) :

∫ 1

0

fx(t) dt >

∫ 1

0

tx

2
dt.

• Pour tout t ∈ [1, +∞[, 1 + t2 6 2t2, don tx

1 + t2
>

tx

2t2
=

tx−2

2
, et, les intégrales étant onvergentes(la seonde en tant qu'intégrale de Riemann) :

∫ +∞

1

fx(t) dt >

∫ +∞

1

tx−2

2
dt.Ainsi, en sommant es deux inégalités, et d'après la relation de Chasles, il vient, pour tout x ∈]− 1, 1[ :

F (x) >

∫ 1

0

tx

2
dt +

∫ +∞

1

tx−2

2
dt .(b) En alulant es intégrales, il vient, pour tout x ∈] − 1, 1[ :

F (x) >
1

2(x + 1)
(1 − 0) +

1

2(x − 1)
(0 − 1) =

1

2(x + 1)
+

1

2(1 − x)
.Or,

lim
x→−1+

1

2(x + 1)
+

1

2(1 − x)
= +∞ et lim

x→1−

1

2(x + 1)
+

1

2(1 − x)
= +∞.Ainsi, lim

x→−1+
F (x) = lim

x→1−

F (x) = +∞ .4. Soit x ∈ [0, 1[, et a un réel tel que x < a < 1. Soit t ∈]0, +∞[.La fontion gt : y 7→ ty

1+t2
= ey ln t

1+t2
est de lasse C2 sur [0, a], omme omposée et quotient de fontions qui lesont, et

∀y ∈ [0, a], g′t(y) =
(ln t)ty

1 + t2
et g′′t (y) =

(ln y)2ty

1 + t2
.or, pour tout y ∈ [0, a] et pour tout t ∈]0, +∞[, on a ty 6 ta si t > 1, et ty 6 1 si t 6 1. En mutlipliant par

(ln t)2

1+t2
qui est positif, on obtient don :

∀y ∈ [0, a], ∀t ∈]0, +∞[,

{

|g′′t (y)| 6 1 si t ∈]0, 1]

|g′′t (y)| 6 ta si t ∈ [1, +∞[.7



Ainsi, étant donné t ∈]0, +∞[ et y ∈ [0, a], gt étant de lasse C2 sur [0, a], d'après l'inégalité de Taylor-Lagrangeà l'ordre 1 entre x et y, il vient :














∣

∣

∣

∣

ty

1 + t2
− tx

1 + t2
− (y − x)

(ln t)tx

1 + t2

∣

∣

∣

∣

6
(y − x)2

2

(ln t)2

1 + t2
si t ∈]0, 1]

∣

∣

∣

∣

ty

1 + t2
− tx

1 + t2
− (y − x)

(ln t)tx

1 + t2

∣

∣

∣

∣

6
(y − x)2

2

(ln t)2ta

1 + t2
. si t ∈ [1, +∞[5. • Étude de I =

∫ 1

0

(ln t)2

1 + t2
dt.La fontion h : t 7→ (ln t)2

1+t2
est ontinue sur ]0, 1]. Ainsi, l'intégrale I n'est impropre qu'en 0. Or, puisque

√
t · h(t) =

√
t · (ln t)2

1 + t2
∼
0

√
t · (ln t)2,le théorème de roissane omparée amène : lim

t→0+

√
th(t) = 0, don h(t) = o

(

1√
t

) au voisinage de 0. Orl'intégrale ∫ 1

0

dt√
t
est onvergente en tant qu'intégrale de Riemann de paramètre 1

2 < 1 en 0. D'après leritère de omparaison par négligeabilité, les fontions étant positives, I onverge .
• Étude de J =

∫ +∞

1

(ln t)2ta

1 + t2
dt.La fontion k : t 7→ (ln t)2ta

1+t2
est ontinue sur [1, +∞[. Ainsi, l'intégrale J n'est impropre qu'en +∞. Or,d'après les roissanes omparées, puisque 1−a

2 > 0, au voisinage de +∞ :
(ln t)2 = o(t

1−a

2 ) et ta

1 + t2
∼

+∞

1

t2−a
.Ainsi, au voisinage de +∞ :

k(t) = o

(

t
1−a

2

t2−a

)

= o

(

1

t
3
2
−a

2

)

.Or, 3
2 − a

2 > 1, ar a < 1, don l'intégrale de Riemann ∫ +∞

1

dt

t
3
2
− a

2

est onvergente. On en déduit, parthéorème de omparaison par négligeabilité, les fontions étant positives, que J onverge .6. I et J étant onvergentes, on déduit du théorème de omparaison par inégalité, que
∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

ty

1 + t2
− tx

1 + t2
− (y − x)

(ln t)tx

1 + t2

∣

∣

∣

∣

dt et ∫ +∞

1

∣

∣

∣

∣

ty

1 + t2
− tx

1 + t2
− (y − x)

(ln t)tx

1 + t2

∣

∣

∣

∣

dtsont onvergentes, don que
∫ 1

0

(

ty

1 + t2
− tx

1 + t2
− (y − x)

(ln t)tx

1 + t2

)

dt et ∫ +∞

1

(

ty

1 + t2
− tx

1 + t2
− (y − x)

(ln t)tx

1 + t2

)

dtsont absolument onvergentes. De plus, on montre omme plus haut que ∫ +∞

0

(ln t)tx

1 + t2
dt est onvergente.Ainsi, d'après la linéarité, l'inégalité triangulaire et la positivité de l'intégrale :

∣

∣

∣

∣

F (y) − F (x)

y − x
−
∫ +∞

0

(ln t)tx

1 + t2
dt

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫ +∞

0

(

gt(y) − gt(x)

y − x
− (ln t)tx

1 + t2

)

dt

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

(

gt(y) − gt(x)

y − x
− (ln t)tx

1 + t2

)

dt +

∫ +∞

1

(

gt(y) − gt(x)

y − x
− (ln t)tx

1 + t2

)

dt

∣

∣

∣

∣

6

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

(

gt(y) − gt(x)

y − x
− (ln t)tx

1 + t2

)

dt

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∫ +∞

1

(

gt(y) − gt(x)

y − x
− (ln t)tx

1 + t2

)

dt

∣

∣

∣

∣

6

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

(

gt(y) − gt(x)

y − x
− (ln t)tx

1 + t2

)∣

∣

∣

∣

dt +

∫ +∞

1

∣

∣

∣

∣

(

gt(y) − gt(x)

y − x
− (ln t)tx

1 + t2

)∣

∣

∣

∣

dt

6
|y − x|

2
(I + J). 8



Or, lim
y→x

y∈[0,a]
y 6=x

|y − x|
2

(I + J) = 0,, don, d'après le théorème d'enadrement,
lim
y→x

y∈[0,a]
y 6=x

F (y) − F (x)

y − x
=

∫ +∞

0

(ln t)tx

1 + t2
dt.Si x 6= 0, ei représente la limite (des deux �tés), alors que si x = 0, puisqu'on impose aussi y > 0, ei nereprésente que la limite à droite. Ainsi :

• Si x ∈]0, 1[, F est dérivable en x, et F ′(x) =

∫ +∞

0

(ln t)tx

1 + t2
dt

• Si x = 0, F est dérivable à droite en 0, et F ′
d(0) =

∫ +∞

0

(ln t)

1 + t2
dt.7. Les deux intégrales onsidérées sont onvergentes (on a déjà mentionné plus haut la onvergente de ∫ +∞

0

(ln t)2

1 + t2
dt).Ainsi, le hangement de variables u = 1

t
, de lasse C1, stritement déroissant sur ]0, 1], bijetif de ]0, 1] dans

[1, +∞[, amène l'égalité :
∫ 1

0

ln t

1 + t2
dt =

∫ +∞

1

ln
(

1
u

)

1 + 1
u2

du

u2
=

∫ +∞

1

− lnu

1 + u2
du,et la variable d'intégration étant une variable muette, il vient bien :

∫ 1

0

ln t

1 + t2
dt = −

∫ +∞

1

ln t

1 + t2On a don, d'après la relation de Chasles, et l'égalité préédente :
F ′

d(0) =

∫ +∞

0

ln t

1 + t2
dt = 0 = F ′

d(0) .Or, F étant paire, F est aussi dérivable à gauhe en 0, et F ′
g(0) = −F ′

d(0) = 0. Ainsi, F ′
g(0) = F ′

d(0) = 0,don F est dérivable en 0, et F ′(0) = 0 .8. (a) Soit x ∈] − 1, 1[. Le même hangement de variable u = 1
t
que plus haut amène :

∫ 1

0

(ln t)tx

1 + t2
dt =

∫ +∞

1

(

ln 1
u

)

1
ux

1 + 1
u2

du

u2
=

∫ +∞

1

−(lnu) 1
ux

1 + u2
du.La variable d'intégration étant muette, il vient alors, d'après la relation de Chasles :

F ′(x) =

∫ 1

0

(ln t)tx

1 + t2
dt +

∫ +∞

1

(ln t)tx

1 + t2
dt = −

∫ +∞

1

(ln t) 1
tx

1 + t2
dt +

∫ +∞

1

(ln t)tx

1 + t2
dt,et don :

F ′(x) =

∫ +∞

1

(ln t)
(

tx − 1
tx

)

1 + t2
dt .(b) • Pour tout t > 1, et tout x ∈] − 1, 0], tx 6 1 6 1

tx , don, par positivité de l'intégrale, F ′(x) 6 0. Ainsi,
F est déroissante sur ] − 1, 0].

• Pour tout t > 1, et tout x ∈ [0, 1[, tx > 1 > 1
tx , don, par positivité de l'intégrale, F ′(x) > 0. Ainsi,

F est roissante sur [0, 1[.
• Pour tout t > 1, la fontion x 7→ tx est roissante sur ] − 1, 1[, et la fontion x 7→ 1

tx est déroissante.Don la fontion x 7→ tx − 1
tx est roissante sur ]−1, 1[. Par roissane de l'intégrale, on en déduit que

F ′ est roissante sur ] − 1, 1[, don que F est onvexe sur ] − 1, 1[.() On obtient l'allure suivante pour F (voir �gure 1)Corretion de l'exerie 15 � 9
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Fig. 1 � Graphe de F

• Commençons par déterminer le domaine de dé�nition de F : une étude de ontinuité rapide montre que les seulesimpropretés sont en 0 et en +∞En 0, ∣∣∣
∣

cos t√
t

e−xt

∣

∣

∣

∣

∼
0

1√
t
, don, les fontions étant positives, et ∫ 1

0

dt√
t
étant onvergente en tant qu'intégrale deRiemann de paramètre 1

2 en 0, on en déduit que l'intégrale dé�nissant F (x) est onvergente en 0, ei quelle quesoit la valeur de x.En +∞ :
∗ Si x > 0, alors pour tout t > 1, on a :

∣

∣

∣

∣

cos t√
t

e−xt

∣

∣

∣

∣

6 e−xt,et ∫ +∞

1

e−xt dt est onvergente (intégrale exponentielle). Don, d'après le théorème de omparaison parinégalités d'intégrales de fontions positives, ∫ +∞

1

cos t√
t

e−xt dt est absolument onvergente, don onvergente.
∗ Si x = 0, on est ramené à l'étude de ∫ +∞

1

cos t√
t

dt. Faisons une intégration par parties, en posant
∀t ∈ [1, +∞[, u(t) =

1√
t

u′(t) =
−1

2t
√

t
, v(t) = sin t, v′(t) = cos t.Les fontions u et v sont de lasse C1 sur [1, +∞[, et lim

t→+∞
u(t)v(t) = 0. Ainsi, d'après le théorème d'intégrationpar parties, l'intégrale ∫ +∞

1

cos t√
t

dt est de même nature que l'intégrale ∫ +∞
1

sin t

t
√

t
dt. Or, pour tout t > 1,

∣

∣

∣

∣

sin t

t
√

t

∣

∣

∣

∣

6
1

t
3
2

,don, par omparaison à une intégrale de Riemann, les fontions étant positives, on obtient la onvergeneabsolue, don la onvergene de ∫ +∞

1

sin t

t
√

t
dt, don la onvergene (mais pas absolue) de ∫ +∞

1

cos t√
t
.

∗ Si x < 0, on a, pour tout n ∈ N
∗ :

∀t ∈ [2nπ − π

2
, 2nπ +

π

2
],

cos t√
t

e−xt
> cos t · e−x(2nπ+ π

2
)

√

2nπ + π
2

,10



le osinus étant positif sur et intervalle. Ainsi :
∫ 2nπ+ π

2

2nπ−π
2

cos t√
t

e−xt dt >
e−x(2nπ+ π

2
)

√

2nπ + π
2

∫ 2nπ+ π
2

2nπ−π
2

cos t =
e−x(2nπ+ π

2
)

√

2nπ + π
2

[

sin t
]2nπ+ π

2

2nπ−π
2

=
2e−x(2nπ+π

2
)

√

2nπ + π
2

.Or, d'après les roissanes omparées,
lim

n→+∞

2e−x(2nπ+π
2
)

√

2nπ + π
2

= +∞,puisque x < 0, et don
lim

n→+∞

∫ 2nπ+ π
2

2nπ−π
2

cos t√
t

e−xt dt = +∞.Si l'intégrale était onvergente ette limite devrait être nulle (di�érene de deux intégrales partielles dontles bornes supérieures tendent vers +∞, don les deux intégrales partielles aurait même limite en as deonvergene)Ainsi, si x < 0, ∫ +∞

1

cos t√
t

e−xt dt diverge.Par onséquent, DF = [0, +∞[ .La fontion F n'est en fait pas dérivable en 0 (nous ne le démontrerons pas), nous nous ontentons don d'obtenirsa dérivabilité sur ]0, +∞[.Soit t > 0 �xé, et ft : x 7→ cos t√
t

e−tx sur R+. La fontion ft est de lasse C2 sur R+, et
∀t ∈ R+, f ′

t(x) = −t · cos t√
t

= −
√

t cos te−tx et f ′′
t (x) = t

√
t cos te−tx.Soit x ∈]0, +∞[, et h ∈ R

∗ tel que |h| < x
2 . Alors, pour tout y ∈ [x − |h|, x + |h|], on a x

2 6 y 6
3x
2 .Ainsi,

∀y ∈ [x − |h|, x + |h|], |f ′′
t (y)| 6 t

√
t| cos t|e− xt

2 .Par onséquent, en appliquant l'inégalité de Taylor à l'ordre 1 à la fontion ft entre x et x + h, ft étant de lasse
C2 entre es deux valeurs, et |f ′′

t | étant majorée par t
√

t| cos t|e− xt
2 entre es deux valeurs, on obtient :

|ft(x + h) − ft(x) − hf ′
t(x)| 6

h2

2
t
√

t| cos t|e−xt
2 .Cette inégalité est vraie pour tout t > 0. Or, t 7→ t

√
t| cos t|e− xt

2 est ontinue sur ]0, +∞[, prolongeable par ontinuitéen 0. Don l'intégrale ∫ +∞

0

t
√

t| cos t|e− xt
2 dt est faussement impropre (don onvergente) en 0, et impropre en

+∞. Mais, puisque x
2 > 0, d'après les roissanes omparées,

e−
xt
2 = o

(

1

x
5
2

) don: t
√

t| cos t|e− xt
2 = o

(

1

x2

)

.L'intégrale ∫ +∞

1

dx

x2
étant onvergente en tant qu'intégrale de Riemann de paramètre 2 > 1 en +∞, d'après lethéorème de omparaison par négligeabilité d'intégrales de fontions positives, l'intégrale ∫ +∞

0

t
√

t| cos t|e− xt
2 dtest onvergente. Notons I(x) sa valeur.D'après le théorème de omparaison par inégalité d'intégrales de fontions positives, on en déduit que ∫ +∞

0

|ft(x+

h) − ft(x) − hf ′
t(x)| dt est aussi onvergente, et que :

∫ +∞

0

|ft(x + h) − ft(x) − hf ′
t(x)| dt 6

h2

2
I(x).Puisque ∫ +∞

0
|ft(x+h)−ft(x)−hf ′

t| dt onverge, ∣∣∣
∣

∫ +∞

0

ft(x + h) − ft(x) − hf ′
t dt

∣

∣

∣

∣

onverge absolument, et d'aprèsl'inégalité triangulaire,
∣

∣

∣

∣

∫ +∞

0

ft(x + h) − ft(x) − hf ′
t(x) dt

∣

∣

∣

∣

6

∫ +∞

0

|ft(x + h) − ft(x) − hf ′
t(x)| dt 6

h2

2
I(x).11



En utilisant la linéarité de l'intégrale (2 des trois termes étant onvergeants, don le troisième aussi), et en divisantpar |h| > 0, il vient alors :
∣

∣

∣

∣

F (x + h) − F (x)

h
−
∫ +∞

0

t cos te−xt dt

∣

∣

∣

∣

6
|h|
2

I(x).Puisque I(x) ne dépend pas de h, lim
h→0

|h|
2

I(x) = 0, don, d'après le théorème d'enadrement :
lim
h→0

F (x + h) − F (x)

h
=

∫ +∞

0

t cos te−xt dt.Par onséquent, F est dérivable en tout x ∈ R
∗
+ , et :

∀x ∈ R
∗
+, F ′(x) =

∫ +∞

0

t cos te−xt dt.Corretion de l'exerie 16 � On dé�nit, pour tout x ∈ R :h(x) =
ex + e−x

2
, sh(x) =

ex − e−x

2
, th(x) =

sh(x)h(x)
.1. Les fontions sh, h et th sont dé�nies, ontinues et dérivables sur R, en tant que sommes, quotients defontions dérivables sur R, le dénominateur (pour th) ne s'annulant pas (h est stritement positif). On a :

∀x ∈ R, sh′(x) =
ex + e−x

2
= hx, h′(x) =

ex − e−x

2
= sh(x) et th′x =

h2x − sh2xh2(x)
.2. Puisque sh′ = h, sh′ est stritement positive sur R, don sh est stritement roissante sur R. On n'a auuneforme indéterminée pour le alul des limites et on obtient diretement :

lim
x→−∞

sh(x) = −∞ et lim
x→+∞

sh(x) = +∞.3. On a, pour tout x ∈ R,
|hx| =

|ex + e−x|
2

>
||ex| − |e−x||

2
=

|ex − e−x

2
= |shx|,d'après l'inégalité triangulaire. Ainsi, h2(x) − sh2(x) > 0, et don th′ > 0 sur R. Par onséquent, th estroissante sur R.De plus, thx =

ex − e−x

ex + e−x
∼
−∞

−e−x

e−x
= −1.Don lim

x→−∞
th(x) = −1. De même, lim

x→+∞
thx = 1.4. Soit x ∈ R. On a :h2x − sh2x =

1

4

(

(ex + e−x)2 − (ex − e−x)2
)

=
1

4

(

e2x + 2 + e−2x − e2x + 2 − e−2x
)

= 1.5. La fontion x 7→ dx

(1 + x2)
3
2

est ontinue sur R, don on a deux impropretés, en −∞ et en +∞. On a :
1

(1 + x2)
3
2

∼
−∞

1

|x| 32
et 1

(1 + x2)
3
2

∼
+∞

1

x
3
2

.Don, par omparaison aux deux bornes ave deux intégrales de Riemann onvergentes (ar de paramètre
3
2 > 1 en des bornes in�nes), et par positivité des fontions, on en déduit que l'intégrale est onvergente.On fait le hangement de variable x = shy (désolé, j'avais inversé x et y, mais les variables étant muettes...),don dx = hy dy. Alors sh étant, d'après l'étude qui préède, de lasse C1, stritement roissante, bijetivede R dans R, il vient :

∫ +∞

−∞

dx

(1 + x2)
3
2

=

∫ +∞

−∞

hy dy

(1 + sh2y)
3
2

=

∫ +∞

−∞

hy dy

(h2y)
3
2

=

∫ +∞

−∞

dyh2y
,d'après la relation du (iv). Ainsi, d'après l'expression de la dérivée de th, et la relation (iv), on obtient :

∫ +∞

−∞

dx

(1 + x2)
3
2

=
[thy

]lim+∞

lim−∞

= 1 − (−1) = 2.12


