LycEE LA BRUYERE, VERSAILLES 2011/2012
ECS 2 — Mathématiques

Correction Analyse 4 — Feuille technique

Calculez, et vous deviendrez bons.

Correction de 1’exercice 2 — On note & chaque fois F' les primitives. L’expression +C' signifie qu’on obtient
toutes les primitives en ajoutant & 'expression donnée n’importe quelle constante réelle.

1.

10.

11.

12.

13.

. N’admet pas de primitive explicitable (on est ramené & [

1 2
F(x):lnx—l—;——x—kc, sur RY.

7

- < . _3
N’hésitez par & écrire le dernier terme sous la forme =~ 2

pour vous aider a le primitiver
3
F(z) = Q(Arctan x)% + C, sur RY (éventuellement sur R*)

En effet, on a une expression de la forme v’ w3

F(z) =+v22 - 22+ 5+ C, sur R,

En effet, le polynome de degré 2 est toujours positif (A > 0), et on a une expression du type % cul s,
F(x) =In(|Inz|) + C sur R%.

En effet on a du %

F(z) = —cos(e®) + C sur R

sin y
Y

dy aprés changement de variable, donc & une
primitive pour l'intégrale de Dirichlet).

Par composition : F(x) = tan(lnx) + C.

Si on ne voit pas la composition, on peut aussi faire un changement de variable y = Int sur lintégrale

/lw f(t) dt.
F(z) =In(e*+e*)4+C

En effet, c’est %

Le degré du numérateur est inférieur au degré du dénominateur, on pourra donc écrire cette fraction rationnelle
sous la forme —f5 + bz + 3. On trouve b =3 et a = -2, d’ou :
F(z) =3In|z+ 3| —2In|x + 2| + C, sur chacun des intervalles | — 00, 2], |2, 3], |3, +o0].
1 3 1
On't tout x € R\ {0, 1,2}, =3 -4+ — .
n trouve pour tout x \ { }, f(x) x+x+x—1+:1:—|—1
Ainsi : F(z) = 32? + In|z| 4+ 3In|z — 1| + In |z + 1| + C, sur chaque intervalle | — oo, —1[, ] — 1,0, ]0,1],

|1, +o0].
N’oubliez pas de sortir la partie polynomiale de la fraction, obtenue en effectuant une division euclidienne.

1 1 1 1 1 1
On trouve, pour tout z € R\ {—1,1}, f(z) = 17°1 1371 2 25T
Ainsi, F(z) = {Injz — 1| — 1In|z + 1| =  Arctanz + C sur ] — oo, —1[, ]1, —1[ ou ]1, 00|

Constatez que la dérivée de o — Arctan L est z —

—1 PR / Yy -
Tz Ainsi, on a —u - u, d’ou :

1 1)
F(x) = ~3 (Arctan E) +C, sur R* , ou RY.

On peut le retrouver par un changement de variable y = %
1 1
On a, pour tout « # 0, f(z) = E_l—i—xxi_:—x?’puis:
1 T+ 3 1 1
f(x)25+$2+$2+1+§'3 2 1)
z(qutg (I+§)) +1
1, ety e
x x224+z+1 /3 (l(az l))2+1
/3 2

_|_
Donc F(z) =In|x| + l11(1(:102 +z+1)+ iArctam (l (w—i— 1)) + C, sur R* | ou R*
2 N Vs ")) TG R on



14.

15.

16.

17.

Apreés factorisation du dénominateur, et décomposition en éléments simples :

1 1 1 1
v __ 33t Te BN
24+V2-x 41 22 —V2-x+1
1 27 + /2 1 1 1 22 — /2 1

1
— . J’__. — . _|__.
42 2242241 4 2242241 4V2 224V2-2—1 4 22—-V2-2+1
1 2z + /2 L V2 1 2z — /2 L V2
A2 242241 22 (V241241 42 22 —V2-z41 22 (V2ex—1)2+1
On obtient donc :
1
F(x) = ——=
(2) Wi

(111(:02 +V2-z+1)—In(@* = V2 -24+1) + 2Arctan(vV2 -z + 1) + 2 Arctan(vV2 - = — 1)) +C,

sur R.

Rappel : Si on note [ f(z) dz une primitive de f (notation définie & une constante additive
prés), le changement de variable s’exprime par la formule

[t do= [ se@e a,

ou la premiére primitive est exprimée avec la variable z, et la seconde avec la variable ¢. Les
nouvelles expressions des bornes partent pour la borne inférieure dans la constante (on base
simplement la primitive en un autre point), ou dans la réexpression de ¢ en fonction de z,
effectuée en fin de calcul.

La fonction est définie sur | — 1,1]. Ici, on pose y = i—jr} On a alors
1+ 92 4y
T= 1= 7 = o(y) donc: dzr = 7(1 mpyp

puis, ¢ étant C! sur | — 1, 1],

/f(:c) dx_/ﬁ dy.

Second rappel : ’intégration par partie s’exprime sur les primitives sous la forme :

/ o (2)v(z) dz = u(z)v(z) — / u(z)v' (),

le seconde terme de la variation de wv partant dans le constante d’intégration
Ainsi, en posant

y, wy)=2y et vy T
de classe C', on obtient :
2y 2 2y
/f(:v)dx:l_yQ—/l_yz:1_y2+1n|1—y|—1n|1+y|.

o x—1 . .
On trouve alors les primitives de f en remplacant y par o dans cette expression, et en ajoutant une
x
constante quelconque.

On fait une IPP, sur le méme principe que dans la question précédente :

/f(:c) dI:_lnx+ 1 :_l—i—lna:_i_o7

T 22 x
sur ]0, +0o0l.
Ona:
f(z) = sinz cos® 2(1 — cos® ) = sinz cos® x — sin x cos” x.
Donc ] ]
F(z) = 3 cos® . — R cos® x + O, sur R.



18. f(x) = sin*z — sin® . On linéarise :
—ix _ iz\4 1
Vr € R, sintz = % = E(Qcosél:z: — 8cos2x + 6),
en développant la puissance quatriéme & I'aide de la formule du binéme de Newton. De méme

1
Vo € R, sin®z = ——(2cos6x — 12 cos4x + 30 cos 2z — 20)

64
Ainsi,
1 cos2xr cosdxr  cosbx
R = - -
VreR, fl#) =15~ 5 6 32
et donc,
t sin2r sindx  sin6x
R, F(z)= — — -
Ve eR, Fl@) =16~ 51 61 102 ¢
Correction de ’exercice 3 —
1. Soit k € Z. On a : Vx €lkr, (k+ x|, f(z) = c.osx —coszsinz, d'ou :
sinx

1
Vo €lkm, (k+ 7], F(z)=In|sinz| — 3 sin®z + C

2. En effectuant un changement de variables u = cosx

/f(x)dx:—/2_1u2 du—2\1/§/(u_1\/§—u+1\/§) du.

1 1
F(I) = 2—\/§1n|COSI—\/§|—2—\/§1n|COS$+\/§|,
sur | — oo, —v/2[, ] — v/2,v/2[ ou ]v/2, +00].

3. Un changement de variables y = cosx donne :

Ainsi :

1
/f("”) R T IRy

Et 13, bonjour les calculs.

Soit on fait une décomposition en éléments simples de la fraction, donc de la forme
1 a b c d ey+g
2)2 2y 7+ + 7+ 27
1=y?)?(1+y?) (A-y)? 1-y (@Q+y)? 14y 1+y
Soit on ruse, en décomposant d’abord la fraction en z = 32, donc de la forme :
1 B a n b n c
1-2)2(14+2) (1-2)2 (1-2) 1+2
Apreés mise sur le méme dénominateur et identification, on trouve :
1 2 1 1 1

-2 +y8) 3 A-y)% 3 1+

/ @ —sz>2 :/ 1@32;;)22 :/ <1—1y2>+/ § —y;w

et en effectuant une IPP dans ce dernier terme :

dy 1 Y 1 dy :1 1 Y
/(1—y2>2‘/<1—y2>+2<1—y2> 2/1—y2 2/(1—y2>+2<1—y2>

1 1 1
or: [ =y [ (ot —ve ) ) s

Ona:

1y 1 1 1
F(a:):—g- 1_y2+61n|1—y|—Eln|1—|—y|—§Arctany+C

1 cosx

1 1 1
3 Snz + 6 In(1 — cosz) — 6 In(1 + cosz) — 3 Arctancosx + C

sur tout intervalle |km, (k + 1)7[, k € Z.



4. Changement de variable ¢t = tanx :

1 1 1
/f(x)_/coszx "o+ fBtan’x dgc_/oz—l—ﬂt2 dt

e Si a=p0=0, ce n’est pas défini;

Sia=0,0#0, F(x) = _ﬁtanw
_ tanx

Sia#0,8=0, F(z) = - +C

+C

Sia#O,ﬁ#O,aﬁ>O,F(m):ﬁArctan(@tanx)—|—C

Sia#O,B#O,a6<O,F(x):; In +C.
2y/|af|

(défini sur R)

5. On traite les deux derniéres questions conjointement en notant F' une primitive de 5, G une primitive de 6.
Alors :

(0%

5 L

tanz| — In tanx

14y

‘ a

F(x)—i—G(:c):/ldx:x—i-Cl

et .
cosx — sinx

G(z)— F(z) = /

Ainsi, en résolvant le systéme obtenu :

———— dz =1In|sinx + cosz| + Cs.
sSinx + cosx

1 1
F(x):§1n|sinx+00sx|+g+03, et G(x):—§ln|sinx+cos:v|+g+04,

sur tout intervalle |kr — 7, (k + 1)7 — §[, k € Z.
6. Voir question précédente.

Correction de ’exercice 4 —

3 dx 1 1
L. 3 = 25 2
o zln"x 2In“2  2In°3

4 ™ 2 1
2. / tanz dor = [—ln|cosx|} :1n£:——1n2.
3z 3z 2 2
3. Cest de la forme %, avec v = Inoln. Ainsi :
* d¢ z
/ _— = [ln|lnlnx|} =In|lnlnz|,
e t(Int)(Inlnt) ee

pour z €]1, +oo[\{e}

/4 /4 =
4./ tanzxdx:/ 1+tan?z—1dz = [tanx—:v] =1-
0 0

g

0

2 2
/ ln2xdx:2ln22—2/ Inz dz,
1 1

2 2
/ ln2xdx:2ln22—21n2+2/ 1dz=2(In*2—-1In2+1).
1 1

5. IPP avec u(z) = In®z, v'(z) = 1 :

et re-IPP :

6. Quatre IPP successives, pour diminuer petit & petit le degré de x* :
1 1 1 1 1
/ zte® dx:1—4/ 3e” do = —3+12/ r2e” da::9—24/ re” dx:—15—|—24/ e” dr = 24e — 39.
0 0 0 0 0
7. Deux IPP successives, en dérivant a chaque fois la fonction trigonométrique (calcul classique) :

v s v
/ e’ sinx dxz—/ e” cosx dac:e”—i—l—/ e’ sinx dx.
0 0 0

4 1
Ainsi, / e’sinx dz = 5(67r +1)
0



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Une IPP en dérivant x :

7T/3 T 71-/3 71’/3 1
/ ——— dx = {xtan:v] —/ tanxdac:\/g—l—lrli:\/g—lnz
0 0

cos?(x) 0
Rebelotte.
/3 /3 2 2
/ xtan? () dxz/ z(tan’z +1) dz — —= =3 - —= +1n2,
par IPP en intégrant 1 + tan? z.
Cdv x =y° :

64 2 5 2
d 6y° d 1
[ | (yQ—erl——) dy.
1 \/E_’_\'g/z 1 y3+y2 1 1+y

par une division euclidienne. Ainsi,

64 da

1 VEt Ve
cdv & = sint, pour faire partir la racine avec les propriétés du sin et du cos :

1 E
/(1—3:2)% d:z::/ costcos® t dt
0

0

6(;—1+1—1n3+1n2) =14—-6In3+6In2.

puis linéarisation :

1
Vt€R, cos't = 16 (2 cos4t + 8cos2t + 6),

/Olu—:ﬁ)

¢ dx e
—— = {Arctanln:v] =—.
1 z(14+1In"x) 1 4
On pose y = /& + 1, soit x = y? — 1. Alors
V2 2

/0 Tt =) 2y = 1) dy = 3(V2-1)? —2(vV2 - 1),

/1 dx _/1 xn—l dx dx_/l dy
a(@ +3) Jy 2@ +3) T Jayy+3)

Pi

1 1 1 n—2 1 1
=—-In(2")— = (In4 -1 — = In2+ =1 —
311( ) 3(11 n<3+2n)> 3 n +3n<3+2n>

On fait une DES (décomposition en éléments simples) en 2 étapes, en commengant par une DES de la fraction
en la variable y = z2. Ainsi :

3 dz 371 1 1 1 37101 11 1 1
1 — — . — . dx: e — dx
5 at—1 9 \2 22-1 2 2241 o \4 z—-1 4 z4+1 2 22+1

On trouve alors :

donc
3T

wlw

dx

Fastoche!

cdvy=2z":

-1 4

On obtient 'expression suivante (voir Exo 5, n°® 14), aprés DES, découpage des fractions obtenues, et mise
sous forme canonique :

5 d 1 1
/ I -(In3—-1n2) — 5(Arctan3 — Arctan 2).
2

1 1Y 242 1/ V2
[roe=rs | i v s e
2I—\/§ \/5
—1

1 ! 1 !
— dz + / dz
4\/5/0 22 —V2-2+1 2v2 Jo (V2 a

)2 +1

puis

! 1 V2-1 1
/Of(:v) dx:4\/§1n\/§+1+2\/§ (Arctan(\/ﬁ—l—l)—Arctan(ﬁ—l)).



Correction de ’exercice 7 —

1.

e e e
= W N = O

15.

16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

24.

© X N o N

Diverge (cdv, puis minorer l'intégrale sur chaque intervalle [k, (k + 1)7])
Converge (cdv puis IPP)

Diverge (équivalent a une série de Bertrand)
Inxz )

Converge (faire un DL & l'ordre 2 en la variable ==
Converge (majoration pour z assez grand)
Converge

Diverge (équivalent)

Converge (z%f(x))

Converge (z%f(x))

Diverge (zf(z))

. Diverge (minoration)

. Converge ssi 3a — 2b > —1 (montrer que Arctant(1 4 ¢) > ¢, puis équivalents)

s 1

. Diverge (minorer l'intégrale sur [§ — -~ + nm, T + n7| par le terme général d’une série divergente)

. Diverge (méme principe, sur Uintervalle [2nm + T, 2nm + 3T].)

(n+1)7w d 1
Converge / e < )

( nar 1+ 23sin’z  2n3
Converge (cdv)
Converge (DL pour se ramener & une intégrale de Dirichlet et un o qui assure la convergence absolue)
Converge (cdv)
Diverge (DL)
Converge (équivalents)
Converge (z%f(x))
Converge (cdv y = —Inz)

Converge ssi a € 2N* (séparer a > 0 et a < 0, puis étudier 'existence d’une racine du dénominateur, suivant
la parité de a)

Converge (en 0, cdv y = 1, en 400, formules de trigonométrie)

z?

Correction de ’exercice 8 —

1.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

AN

© o N

Iy = 1 1n 2 (DES directement, ou plus astucieux : cdv y = )

1
I, =2 —2In2 (DES)
I3 = {5 (cdv)
Iy = 5 (mise sous forme canonique du dénominateur)
I = \/iﬁ (cdv & = sint puis u = tant)
Iy = 22 (cdv y = V)
Ir =2In(v2 +1) (cdv y = Ve +1)
Ig = 27 (IPP puis cdv)
Iy =0 (IPP ou cdv y = 1, au choix)

Lo = —4(1 — In2) (cdv puis IPP)
111 =—2In2 (IPP)
112 = —% —In2 (IPP)

Ii3=1In (zf}) (cdv y = chz, aprés avoir multiplié numérateur et dénominateur par sh(z))

Ly =7 (cdv y = shx)
Ii5 = % (écrire sous forme d’une fraction en e puis primitiver directement)

Iig =In(v/2 4+ 1) (cdv y = 22 puis 2z = /T + y.)



Arctane®

prynpe est continue sur R. L’intégrale admet donc deux
e’ +e

Correction de ’exercice 11 — La fonction f : z +—

impropretés en —oco et +o00.
Soit u définie sur R par u(z) = Arctane”. Alors u est de classe C' sur R et
e’ 1

Ve eR, o = )
r € R, u(a:)1+(em)2 P

Ainsi, f = w-«’. Une primitive de f est donc F = %u2, c’est-a-dire :

1
VreR, F(z)= 3 Arctan? e®.
1 (m

Par composition des limites, F' admet une limite égale & % (%)2 en +oo, et une limite égale & —3 (5)2 en —oo.
Ainsi, 'intégrale est convergente, et

/+°° Arctan e® 1
Y Qe = =
et +e T 2

— 00

Correction de ’exercice 12 —
4
x* do
1. Soit f:z+— ﬁ La fonction f est continue sur ]0, 1], donc admet uniquement deux impropretés, aux
z(l—x
bornes 0 et 1.
La fonction f admet une limite nulle en 0, donc "intégrale est faussement impropre en 0, donc convergente.
De plus, f est équivalente en 1 a \/%, dont "intégrale est convergente en 1 (intégrale de Riemann). La
fonction f étaznt positive, on en déduit qu’elle est aussi convergente pour la borne 1

Ainsi, / f(z) da converge.
0

Pour tout = de [0,1], on a :

1\ 1 1
_ — 2= - =y 1-2-1)?
Vel —z) = Vo —a? = (w 2>+4 21(290 1)~
Ainsi, en effectuant le changement de variables y = 2z — 1, de classe C! sur [0, 1], strictement croissant et
bijectif de [0, 1] sur [—1, 1], on obtient :

gtde [P (y+Dtdy

c1—2) Jo116y/T—32

Posons maintenant y = sint, de classe C! sur [—m, 7], strictement croissante, et bijective de [—7, 7] dans
[-1,1]. On a dy = cost dt, d’ou

24 dx (sint 4+ 1 cost dt
w/x(l—x —n V1 —sin?¢ ,

et comme le cosinus est positif sur 'intervalle considéré :

Uoatde I 4 1 (7 9 3 4

—_— = — sint + t=— +4sint 4 6sin“t 4 4sin” t 4 sin t
- 6 i H*d 6 1+ 4sint + 6si 4 si in“t) d
— X -7 -7

1 ™
=1 (1+6sin’¢ +sin*¢) dt,

par imparité des fonctions sin et sin®. Or, en linéarisant sin ¢ :

it it 4
- 1 1 3
sint = (%) =3 cos(4t) — B cos(2t) + g’

et



Or, pour tout k # 0,
/ cos(kt) dt = %(sin(ﬂ'k) —sin(—nk)) = 0.

—T

Ainsi,

442 dt ==

0 \/a:(l—a:):E o 8 64

est continue sur [1,+oo[, donc il y a une seule impropreté en +0o0. Or, au

Voot de 1 /’f 3 357

2. La fOnCthn f Y A d W
voisinage de +00, # — et tend vers +oo et  — 377 tend vers 0, donc e>~% = o(e**1), et on obtient donc :

11,
f($) —',:;o s = g e .
+o0 too
Ces fonctions sont positives sur [1,+oc[, donc I = f(x) dx est de méme nature que e " dz, qui

1
est convergente, puisque a réduction prés de 'intervalle d’intégration, il s’agit de I'(1).

Pour calculer I, on effectue le changement de variables y = e¥, strictement croissant, bijectif de [1, 4+o00]
sur [e, +0o[, et de classe C' sur [1,+oc[. De plus, dy = e® dz On obtient donc (la convergence étant déja

prouvée) :
I/+OO e’ dx /+°° dy
- ) e?m-{-l + e3 - o ey2 + e3

!
1

- {Arctan (y
e e

In®
2 Z
x5 |1 — x|5 Arctan+/z
composées et produits de fonctions continues sur leur domaine. Ainsi, l'intégrale I est impropre en 0, en 1 et en

+o00.
e Etude de la convergence en la borne 0

est continue sur ]0, 1{U]1, +o00[, comme

Correction de I’exercice 13 — La fonction f : x —

In® z In®

Oun a, au voisinage de 0, Arctany ~y, donc f(z)~ —; = —.
0 0 xg\/i 10

N - . .. 1
De plus, d’apreés les croissances comparées, au voisinage de 0, |Inz| = o ( L ), donc |1n3 x| =o0 (:E 20)
xr

On obtient donc, au voisinage de 0 :

In® 2 1 1 1
Loo(r)=o(og) o l@l=o(p).
10 10 120 xX 20 €20

2 dx

[N

converge, donc, les fonctions étant positive, il en est de méme de / |f(x)] dz,

Puisque % < 1, l'intégrale / 5
0 0

0 2 )
3
par critére de comparaison par négligeabilité. Ainsi, / f(z) da converge absolument, donc converge.
0

e Etude de la convergence en la borne 1.

4
Puisque Inz o 1, f(2) T(I —1)|z— 1|§ -—, et f tend donc vers 0 en 1. Ainsi, f est prolongeable par continuité
™
1
en 1 (& gauche et & droite). Ainsi, I est faussement impropre en 1 (4 gauche et a droite), donc / fx) do et
1
2

2
/ f(z) da convergent.
1

e Etude de la convergence en la borne +oc.
Puisque Arctan admet une limite 5 en +o0o, on a I’équivalent suivant :




. . ) .. N
D’aprés les croissances comparées, au voisinage de +oo, Iz =o0 (x 10), et donc f(x) =0 (%) .
x 10
1

—+o0
Comme % > 1, / — est une intégrale de Riemann convergente, donc par comparaison par négligeabilité,
2 xr1z

—+oo
les fonctions étant positives sur Uintervalle [2, +00], / f(z) da converge.
2
Ainsi, l'intégrale I est convergente.
Correction de I’exercice 14 — Attention a ne pas aller trop vite, et & ne pas utiliser directement un équivalent
ou une inégalité, car 'intégrande n’est pas de signe constant ici.

La fonction f : z +— /z + cosz — /7 est continue sur R, il n’y a donc qu’une impropreté en +oo.
On a, au voisinage de 400 :

F(z) = VT T oosa—/7 = VT R _VE lcosx_lcos2:1:+0 cos® x :lcosx_lcoij_H) cos? x .
T 2 x 8 2 x2 2 Jx 8 g3 x

3
2

Or, pour tout € Ry,

T dx
et /
1

3
T2
T cos?
5— dx converge.
O :I; 2 . . .
D’aprés le théoréme de comparaison par o, il en résulte que la nature de 'intégrale de f est la méme que la nature

+oo
de dx.

cos? z 1
g 3
x

0<

vl
Njw

T

en tant qu’intégrale de Riemann de parameétre % > 1, en +oo. Ainsi, les fonctions étant positives,

COsST

o VT

On fait une IPP, en posant les fonctions de classe C* sur [0, +o0] :

1 ) 1
ﬁ’ U(x)__%—%

Vo € [0, +infty[, u(z) =sinz, u'(r) = cosz, v(z) =

sinx .
=— dx, qui est
T2

—+o0
La limite de uv étant nulle en +o0, 'intégrale de f a la méme nature que l'intégrale /
0

absolument convergente, puisque

i 1
Vo € [17+OO[7 Slnsx X 3>
xr2 xr2

“+o0
et par comparaison & une intégrale de Riemann convergente. Ainsi, / (s/az + cosx — \/E) dx converge.
0

Correction de ’exercice 15 —

13
1. sinz cos2z =z — —a° + o(z?)

S 32
2. 8127 — 1 4 25 + 227 — 220 — 15 + o(a)

15
3. In(1 +sinz) =z — 13:2 + 13:3 - i:z:4 + o(z*)
' 2 6 12 '
4. Attention, pensez & sortir un facteur e, pour vous ramener & une composition par une expression de limite
nulle. o
ecosac —e— — '$2+ = .$4+0($4).

2 6

5. De méme, mettez 2 en facteur dans la racine.

2 1
V1+cosz =2 (1 - % + @x‘l) + o(z®)

6. sin’ z -~ 23, ainsi, pour obtenir 'ordre 5, comme on doit diviser par z°, il va falloir aller & I’ordre 8 pour
o0
sin®, et comme chaque DL du sin est multipli¢ au moins par 2 (un terme x provenant de chacun des deux
autres sinus), il suffit d’aller a 'ordre 6 pour le sinus. On a alors

.3 2
sin"z T 13 5
7 Tl Tt o)

3



10.

11.

12.

13.

14.

puis, en inversant :

3 2
T x 17
=1-" 4+ 2t 4 o(z%).
sin® z 2 120 (=)
1 1 1 . , . - y s 1 .
= — + -, pour se ramener a l'inverse d’une expression de limite 1, afin d’utilise 1= . Ainsi, comme

sinx x
on divise tout globalement par z, il faudra le DL de % a l’ordre 6, donc le DL de sin & ’ordre 7.

sinx

_ r.,oxr T 6
x ¢ T120 T ol
puis, en inversant :
x2 7 31
B R I 6 6

sz 1T E tae® T st o)
et enfin,

11z 7T 5, 31 s

v wme 6 Tae0” T szt ol

1 x2 ) 61
R L I S g ¢ 6
coss 1T P Tyt tel@)
Utiliser la m-périodicité de tan pour se ramener en 0, et puis un peu de calcul...
tan(me”) = ma + —a> + 7T+7T3 (= +7T3 Y+ o(a*)
an(re®) = 7z + o sT3) 51 T g )@ o).
(1- azsina:)é = ex In(I=wsing) g
1 7
- In(l —zsinz) = —x — % - @xf’ + o(x®), puis :
3

(1—3:sina:)é S T —a2° + o(x®)

(cosx) 2 = ea? In(cos x)
Comme on divise par z2, on doit prendre 'ordre 5 pour In(cos ). Ainsi :

2 4
In(coszx) = —% + % + o(x%),
puis :

(cosz) =z = % (1 + %2 + 0(903)) .

N’oubliez pas de mettre 4 en facteur, pour vous ramener & /1 4 u, ou u est de limite nulle. Ensuite,

n’oubliez pas de sortir un facteur e? de méme. Ainsi, on a les étapes suivantes :

X X I2 IB 3
° 1/14—1:14—?—%4'%4—0(:17)

2 3

X X xr
° \/4+5E:2+§—?+?+0($3)
2 3 2 3
Az 2 X X X 3 2 xr X xr 3
e c =e (14—?4—%4'3.294—0(55))—6 (14—14—@4'@4—0(58))

Du calcul! Les étapes (tout est au voisinage de 0) :
uw o u?  wd but W 2148 6
.\/1+u:1+§—§+?—7 ?—W—FO(U)
3 5 45 4, 95 5 465 4 6
2" 73" T16% " 128" " 26° 102a® o) 1
e Comme cosx — 1 est de valuation 2, il suffit d’aller & 'ordre 3 (heureusement) pour (1 + u)3 :
1 1
(1+ u)% =1+ U~ §u2 + 581u® 4 o(u®)
1 3
o _r _ 6 6
* (cos)? 6 73 om0t oW

119 3 421 95 1315523
1 a2 lzl__ Y2 2.3 e 4 YY 5 29O YYEeY 6 6'
* Vitz—a?-(cosz)? 5* 21" T 16" "1’ 236°  2903040° T o)

[
—

|
8

[
8

no
|
—

[

|
8

|

|
8

[\
[

A vos souhaits.

Tout d’abord, puisque tanz tend vers 0 lorsque x tend vers 0, on va pourvoir composer le DL de

celui de la tangente. On obtient donc les étapes suivantes :

10
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x? 5 2
- 4 6 7.
cosz 3 ut TI" o)
£ 2, 31 . .

t = —_— —_— —_—
o tanz =z + 3 +15x —|—315x +o(z")

1
o 1—|—_u =14 2u + 2u? + 2u® + 2u® + 2u® + 2u8 + 20" + o(u”)
—u
1+ tanz 9 85 10 , 64 5 184 1753 , 7
—— =142 2 = — — — —_—
* T tonz l—l—tx—l— x +3x4+34x4+154$ +41559x5+315x +o(z")
+ tanx
Et enfin : In——— =2 235 X6 297907 7
e Et enfin : In -——— x+3x =% 3% 53 % +o(z"),
si je ne me suis pas trompé (les calculs m’ont tout de méme pris 45 minutes).
15. On a sinz — sinbz = —4x + o(z), donc en divisant par z, on est ramené & une forme ﬁ Ainsi, on peut
écrire :
cosx —coshHhr 1 T
————— = —(cosz —cosbx) —————.
sinx — sindx x sinz — sin oz

Il faut donc aller jusqu’a l'ordre 6, avant de diviser par x. La fraction en sinus donne une terme constant
non nul, donc si faudra bien aller & I'ordre 6 pour les cosinus. En revanche, les termes constant des cosinus
se compensent, et le premier terme non nul dans la différence des cosinus est un terme en 2. Ainsi, il suffira
d’aller a l'ordre 4 pour la fraction des sinus. Comme on divise la différence des sinus par z, il faut aller a
I’ordre 5 pour les sinus. On obtient :

sinx — sin 5x 31 781
2o Pt 41— 2 4 4
. . < 57 +12Ox + o(z%)
* dssinw—;ﬂsin&n = _% (1 + %I2 +2%x4 ' 0(x4))
e cosx — cosbx = 1222 — 262 + 1—0:106 + o(x%)
519
e (cosz — cosbz) - m = 327 — 92" — ﬁxﬁ + o(z%)

COST — COS DT
I T 3 — 93— 5 5.
* sinx — sin b5x v v 10x +ola?)
16. 0 ViFa=14+5 -2 18 4 o)
. e T = — — — + — 4+ o(z”).

2 23 24 .

x 21
l—l—\/l—l—x—\/§<1+¥—?x2+ﬁx3+0(x3))

\/1+\/1+\/1+x_\/1+\/§- <1+2_\/§x— 13_12\/§x2+124_69\/§x3+o(x3)>

24 28 912

Correction de ’exercice 16 —

1. On pose y =z — 1, y tend vers 0 quand x tend vers 1, et :

T e (0 1y _ lty e (n 1) _ 3/_2_ 6(6_1)2_ _ 275.2 2
e’ —a°—(e—1)=e (I4+y)°—(e 1)_e(1+y+2) (I1+ey+ 5 y)—(e—1)+o(y”) = ) ¥ +o(y?).

2
Donc e —z° — (e — 1) ~, %(x — 1)

2. On pose y = = — e. Au voisinage de 0 pour y :
2

¢ =0 (e y) = (gt L o) (14 U
2 2
e y y _ele=1 y
= e(1 A O A VA A
e(1+y+ 5 e = 5 e2)
2
— e
2e
x e 1 e—1 2
Donc e* — 2z ~ 3¢ (x —e)”.
n 9 5
3. Vz—Vemr=vz[1-y 2~y =8
x 0 12 12
4. % _Sinxsinx :ezlnz (l_esinxlnsinzlenx) Nexlnx(xlnx—sinxlnx),
o+
car lim (zlnz —sinzlna) = 0. De plus :
r—0
: z? 3 a? 2 x? 2
In(sinz) = In(x — g—i—o(ac ))=Inx +1In(l — 5 +o(z%)) =lnz — F—i—o(m ),

11



et donc :

sinz In(sinz) = <33 - %3 + o(x3)) <ln3: - %2 + 0(:1:2)>

3
z’lnzx =z
=zlnx — — 4 o(z*Inx)
6 6
3
z°Inx
=zlnx — 5 +o(z®Inx),
car % = o(x® Inz) au voisinage de 0. Donc
. Inzx . - . sing . 3Inzx 23t ng
zlnx —sinzlnz ~ puis: z¥ —sinzx ~ " =
o+ 6 o+ 6 6
.Ona:
(tan:z:)m _ xtanz _ emlntanz _ etanmlnm — etanzlnm(ez Intanx—tanxlnz _ 1)

Or,tanznz ol Inz et est donc de limite nulle. De méme, z In tan x —tan  In = est de limite nulle. On obtient

donc :

tan x

(tanz)® — x raxlntanx—tanxlnx.

Or,
3 3
rln(tanz) —tanzlnz = zIn(z + 3 +o(z®) — (z + 3 +o(z®)) Inx

z? x3
=zlnz+zln (1—|— 3 +0(x2)) —zlnx — ?lnx—l—o(gﬁlnx)

3 31 31
= % -2 31190 +o(z®) +o(z® Inx) = _r e +o(z®Inz),
car ¥3 = o(x® Inz), puisque Inz tend vers —oo en 0. Ainsi,
31
(tanx)m _ xtanm ~ _‘T nr
0 3
On fait de méme pour le numérateur. On rappelle (ou définit) que :
e’ —e™” e +e’ " shz
V. R, shz = —— hy = —— ther = —.
T € R, shx 5 , chzx 5 , x ha
Ainsi, on trouve :
{Es 3 $2 3 x?) 5
shx:x—i—g—i—o(a@), chle—i—?—i—o(x), thx:x—?—i—o(;v)

A quelques signes prés, le calcul s’opére de la méme facon, et on trouve :

Slnz
hz)® — tthI
(thz)® —x AT

donc

t r _ .tanx
G e
z—0t (thz)® — gthz

C’est aussi I’équivalent.

. Voir la question précédente pour la définition de sh (sinus hyperbolique) Quelques essais montrent qu’il faut
aller jusqu’a lordre 7. En utilisant la définition du sh, on obtient :

2 2 z’
she =2+ — 4+ —— + —— +o(a”
v=et 5 10 om0 To)

Vous remarquez que c’est le méme développement que sinx, & part que tous les signes sont positifs. C’est

pareil pour chz et cosx d’ailleurs. On trouve alors :

5 7 5 7

sh(sinz) =« — 916—5 + % +o(z") et sin(sh(z)) =« — 916—5 - % + o(z").
x7 z7
Ainsi, sh(sinz) — sin(shz) = o + o(z"), et donc sh(sin z) — sin(shz) TR

12



7. Sans difficulté. On a Arctan:z:zzzr. A savoir! Et si vous I’avez oublié, comme Arctanz tend vers 0 quand

tend vers 0, on obtient, en utilisant 1’équivalent de tan en O :

Arctanz ¥ tan(Arctanx) = x.

Ainsi, puisque lim x — zcosx = 0,
z—0
3
x
Arctan(x — z cosx) TT o TCosTY o

Meéme pas besoin de DL ici.

1—=z
8. La encore, on est ramené & un équivalent classique de ’Arctan, mais en +oco. En effet, lim 4/ —— = 4o00. Cet
x

x—0
équivalent n’est pas nécessairement & connaitre par coeur, mais il faut savoir le retrouver, par une méthode
similaire & celle utilisée dans la question précédente. On a :

lim Arctany — g =0,

Yy——+o0

donc, en utilisant ’équivalent classique en 0 de la tangente :

T Arct tan (2 — Arctany ) = = !
— — Arctany ~ tan (= — Arctan _— =
2 Y i 2 4 tan(Arctany) y
Ainsi,
Arct ~—
rctan - V.
Correction de I’exercice 17 —
1. Au voisinage de 0, on a :
B x> n x? + o(a®)
sinzx =z <t T30 ,

donc, cette expression tendant vers 0 en O :

1 x3 25\ 2 1 x3 25 \* 1 x3 25\ ° 6
inz)=1- = (z—— 4+ = S (O I R (PP T
cos(sinz) 2 (w 6 120) T (w 6 " 120) 720 (w 6 120) + o)

1 6 4 6 1 2 1
—1——<x2+x——x—+x—)+—<x4——:176>——:176+0(:176)

2 36 3 60 24 3 720
=1- %x2+2—i 4—%1:6—1-0(:1:6)
Ainsi,
Wlinﬂ o (%xz - %x4 i 7377()966) * (éﬁ 254 o 73770 6)2 i (éxz 254 T %xﬁ)s +o(z?)
—1+;x2—25—4 +73770 6+%$4 2—54.%'6-1—%5864—0(586)
S|t ;x + % B 7273030 ol 6) - cos(iin:r)
2. Tout d’abord, constatons que In (—%—) = —In(cos® z), ce qui nous simplifiera les calculs...

Au voisinage de 0 :
1 1 1
—1_= e S 6
cosx 2:10 +24x 720£L' + o(z).

Ainsi,
1 1 1 6\
cos? & = <1 - 51“2 + ﬂafl - %xﬁ) + o(z%)
1 1 1
o . SR B SN R N - 6
I TR Tt T oW
1 2
:1—x2+§x4—4—5x6+0(:176).



In(cos?z) = | —a? + 1:104 25 ) — 1 z? + 1904 3:106 i + 1 2+ —at — 3:106 ’ + o(z°)
3 45 2 3 45 3 3 45
1 2 1 2
= —x2 + §$4 — EIG — 5 ( 4 — §I6> 3$6 + 0($6)
2
=—z% - Ex4 — R:zrﬁ + o(z°)

Ainsi, on obtient finalement, au voisinage de 0 :

1 o 14 2 6 6
1n<cos2x) =z +6:17 —i—Ex + o(z®) .

1
On obtient bien entendu la méme chose si on calcule d’abord un DL de P et qu’on prend le logarithme
X
seulement aprés, mais avec un peu plus de calculs.

. On a, au voisinage de O :

3 : 1
sinx =x — % + 0(3:4) donc: SH;:E =1- 61“2 + 0(3:3).
Ainsi,
sin x 2
e =e.e 8" + o(z?),

et I’exposant de I’exponentielle tendant vers 0 lorsque x tend vers 0, on obtient :

sin o 1
e @ ze(l—gxz—i—o(xg)).

S DD ) o0

et enfin :

sin x

e z

1 ) 7
————=e¢ (1 — x4 —2* - —x3> + o(z?).
V1+sinz 2 24 48

. 1 1
. Evidemment, pensez a écrire In(v/3 + x) = 3 In(3+z) = 3 (ln?) +In (1 + %)) Ainsi, au voisinage de 0 :

In3 1 /x 1/x\2 1 /2z\3 1 /x\*% 4
1“<V3”>—7+5(§‘5(§) +3(3) —1(3) )“W
w31 1,1 1,

> T 36" T et Tow

Par ailleurs, au voisinage de 0,

, o1 11 2, 112 5 5 1 1 [ 2 5 8\ . A
\/1+x—1+3x+2 3 ( 3)3: +6 3 3 3 :17—1—24 3 3 3 3 z* 4+ o(z")

1 1 ) 10
=14 -z— 2>+ 2% — —z' +o(z?).

14



On obtient donc :

In3 1 1 1 77
1 3 _31 -2 _1_-= 2 -3 4 4
n(v3+z) tr=o 6Pt Y T tom® tol)
Correction de ’exercice 18 —
1. Au voisinage de 0, on a :
2 ozt 5
cosac:l—?—i—ﬂ—i—g)o(x ),

donc

2 xt 5
1n(1+cos:v)=1n(2—?+ﬂ++go(x ))

2 4
=1n2+1n(1—$—+$—+ 0 (x5))

4 48  +4oo
2?2zt 12t 5
—1n2—Z 4_8 51—64‘0(,@)
z? ozt
=n2—- —— — 5
n : 96—|—0(x)

x? x?
=n2(1l-—F - —— >
. ( 4In2 961112) +ola?)
On inverse cela, et on obtient donc :

1 2 4 4

S T S
In(l +cosz) In2 4In2  96In2  161n%2

2 1 1

x + ( + )$4+0(£L’5)

=— +
In2  4In%2 96In22  161n°2

—_

. On a, au voisinage de O :

sinx ¥ — %-l—o(;v‘o’) x> x2 3 x> 3
anx cos 1 1_%2-1—0(953) <:1? 6>< +2>+0(x) x+3+0(x)

Pour calculer le DL de I’Arctan, on peut déterminer (c’est facile) celui de sa dérivée, puis intégrer. Mais
I'intégration de DL n’est en fait pas au programme. On peut s’en sortir a l'aide de la formule de Taylor-
Young, du fait que Arctan est de classe C3. Il faut pour cela déterminer les dérivées successives de Arctan en
0. Pour cela, on va en fait calculer les dérivées successives de sa dérivée définie par

1

Vr € R, Arctan’(r) = ——
x rctan’(x) T2

=1—2%+o(z?).
Or, en identifiant avec le DL obtenu pour cette fonction par la formule de Taylor-Young (par unicité du DL),
on obtient :

Arctan’(0) Arctan” (0) = 0 et Arctan®(0) = 2/(=1) = —2.

= 1,
Comme de plus, Arctan(0) = 0, il vient, d’aprés la formule de Taylor-Young,
2 3 3 x? 3
Arctan(z) = x — g% +o(z’) =z — 3 + o(z”).

C’est la seule méthode que vous puissiez appliquer systématiquement pour intégrer un DL, & condition d’avoir
les hypothéses de régularité nécessaires.

Pour l'arctangente, on peut utiliser une autre méthode, issue du fait qu’il s’agit de la réciproque de tan. Tout
d’abord, étant de classe C3, Arctan admet un DL & l'ordre 3, d’aprés la formule de Taylor-Young. Comme
Arctanz = 0, il n’y a pas de terme constant. Notons donc ce DL :

Arctanz = ax + bx? + ca® + o(2?).

On a tan(Arctan z) = x, donc, en composant ce DL avec celui de la tangente :

3
ax + bx? + cxd + %x?’ +o(z?) = .

15



On identifie (unicité du DL), et on obtient :

a 1
a 3 ) & 3 3
23
On retrouve donc le DL : Arctanz = = — 3 + o(z?).
On a alors :
2
Arct 1— % 4 o(a?
In(Arctanz) — In(tanz) = In TANT 3 o)
tan x 1+ 2 4 o(2?)
2 2 2
=In <<1 — %) (1 - %) + o(:z:2)) =In (1 — garz + 0(172)
2 o

Correction de ’exercice 19 —

1. Effectuons un changement de variables y = = — %, ainsi, y tend vers 0 lorsque z tend vers % On a donc au
voisinage de % pour z :

it o () () i)

cos (%) cos(my?) + sin (g) sin(my?)

_ g (1+ o(y®) + my® + o(y?)) = g (1+ 7% +o(y?))

2 (ier (i) ()

2. Une remarque : n’utilisez pas la formule pour la racine 5e! Ici, le logarithme permet de nettement simplifier
I’expression, puisque :

f(=)

1
In V2 + cosx = = In(2 + cos z)...

On a, au voisinage de 0 :

x2 $4 x2 $4
P —3-Z 4T =3(1-Z 4+L 5
+cosz =3 2+24+0(x) 3( 6+72>+0(:1:),
donc
2 4 1 2 4\ 2
In(2 +cosz) =1In3 + <<—%+%) —3 <—%+I—2> + o(x®)
ZZ?2 ZZ?4 ZZ?4 x2
n3- g T o) =3 -+l
Ainsi,

s In3 22 5
In v2 + cosx = ?—%—l—o(x ).

3. On fait le changement de variable y = x — %, ainsi, y est au voisinage de 0 lorsque x est au voisinage de 7.

16



Par conséquent, au voisinage de %, on a :
. . . (T TN .
In(sinz) = In (sm (g + y)) =In (sm (g) cosy + cos (g) s1ny)
V3 g 1
=1In (7 (1 -5+ 0(y2)> +5 (y+o(y”)

ln(£> —l—ln(
2

2
11m3—1m2+(i-1—y—>—

2

Correction de D’exercice 20 — Nous avons, au voisinage de 0 :

2 £L'3

1+e” :2+x+%+g+o(x3).
Ainsi, d’aprés la formule donnant cos(a + b), il vient :
2 3 2 3
cos (1 + e®) = cos (2) cos (x + % + % + 0(173)> — sin (2) sin (a: + % + % + 0(x3)> .

Ainsi, les termes dans le sinus et le cosinus tendant vers 0, on obtient, par composition :

cos(1 + e*) = cos(2) (1_ % <x+%2+%3>2> — sin(2) ((:17—0—%24—%3) —% (x+x—;+§)3> +o(a®)

cos(2) N sin(2) sin(2)> 2+ o(z?),

= cos(2) — sin(2)z — %(cos@) +sin(2))x? — (

2 6 6
d’otu enfin :
z : 1 : a2 C08(2) 3 3
cos(1 4 ") = cos(2) — sin(2)x — 5(cos(2) + sin(2))z® — 5L + o(z”)
Correction de I’exercice 21 — Nous avons, au voisinage de 0,
P =l T Tp2 T3 Tt + o(z*).

2 4 4 4 8 24 96

Ainsi, en utilisant une formule de trigonométrie :

cos (z — zew) = cos (z) cos (zx + T2 + I g3 + 1$4) + sin (E) sin (zx + T2 + T8 + 11:4) + o(z)

2 4 4 4 8 24 96 4 4 8 24 96
V2 1 /m T s T 2 1 /@ T T s 4
_ V= 1__(_ ma2a, T 3 _4) _(_ T2, T 3 _4)
2 < o\t T T o™ g™ ) T\ gt TR g™ T

(zx LT Ty i:&) _1 (Ew L2 Ty 114)3
4 24 96 6 \4 8 24 96
4

2 2 1
LRI W_xs) ot (Zot Dot 4 Lo+ T

+
V2
2 16 64 16 256 4 8 24 96

el
3
)

71+7T n T w2 2 T 2 3 3 T w2 371'3+ 7t 4 (4)
- . . . 96 128 128 ' 6144) " TV
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1

Correction de ’exercice 22 — On a : f(z) ~ ———5 ~ x, donc admet un développement asymptotique
oo ln (1+ ) +oo

(DA) de valuation —1.

Le DA a l’ordre 0, sl existe, fournit ’équation de la tangente, et le DA a lordre 1 fournit, si le terme d’ordre 1

est non nul, la position de la courbe par rapport & I’asymptote au voisinage de +oo.

Pour aller jusqu’a lordre 1, il faut faire un DL & l'ordre 2 de (qu’on divisera ensuite par %),

xln (1+ln (1 + %))
1 1
donc un DL & l’ordre 2 de zIn (1 +In <1 + ;>>, donc un DL & l’ordre 3 de In <1 +In (1 + E)) au voisinage de

m(ie =1L, 1., (L
x) x 222 323  +oo\z3)’
Ainsi,

1n(1+1n<1+1)>_<l—i+i)—1<1—i+i)2+1(1—i+i>3+ 0 (i>
T r 2x2  3z3 2\z 222 3x3 3\z 222  3x3 +oo \ z3
1
z

1 n 1 1 1 n 1 1 n 1 1 n 1 1 1 n 7 1 n 1
I - . — - . — - . — 1) — _ - - — _ . — 0 — .
222 323 2 22 2 a3 3 3  4oo\ 23 r 22 6 23 4oo\z3

~+o00. Or,

On en déduit que

puis
1 1+171+1712+ Ly _, b1 1 1
= - = S — o [ = | = S — o | = 1.
:vln(l—i—ln(l—i—%)) r 6 22 r 6 x2 foo \ 22 z 6 22 4oo \ 22

Ainsi,

1 1
f(x)—iE+1—6—x++go(E>

On en déduit que la courbe de f présente en +0co une asymptote d’équation y = x + 1, et qu’au voisinage de +o0,
f(z) — (x+1) est du meéme signe que 5 c’est-a-dire négatif. Ainsi, au voisinage de 400, la courbe de f est sous
x

son asymptote.
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