
Lyée La Bruyère, Versailles 2011/2012ECS 2 � Mathématiques Corretion Analyse 4 � Feuille tehniqueCalulez, et vous deviendrez bons.Corretion de l'exerie 2 � On note à haque fois F les primitives. L'expression +C signi�e qu'on obtienttoutes les primitives en ajoutant à l'expression donnée n'importe quelle onstante réelle.1. F (x) = lnx +
1

x
− 2√

x
+ C, sur R

∗
+.N'hésitez par à érire le dernier terme sous la forme x− 3

2 pour vous aider à le primitiver2. F (x) =
3

2
(Arctan x)

2
3 + C, sur R

∗
+ (éventuellement sur R

∗
−)En e�et, on a une expression de la forme u′u− 1

33. F (x) =
√

x2 − 2x + 5 + C, sur R.En e�et, le polyn�me de degré 2 est toujours positif (∆ > 0), et on a une expression du type 1
2 · u′ · u\ 1

2 .4. F (x) = ln(| lnx|) + C sur R
∗
+.En e�et on a du u′

u .5. F (x) = − cos(ex) + C sur R6. N'admet pas de primitive expliitable (on est ramené à ∫ sin y
y dy après hangement de variable, don à uneprimitive pour l'intégrale de Dirihlet).7. Par omposition : F (x) = tan(lnx) + C.Si on ne voit pas la omposition, on peut aussi faire un hangement de variable y = ln t sur l'intégrale

∫ x

1

f(t) dt.8. F (x) = ln(ex + e−x) + CEn e�et, 'est u′

u .9. Le degré du numérateur est inférieur au degré du dénominateur, on pourra don érire ette fration rationnellesous la forme a
x+2 + bx + 3. On trouve b = 3 et a = −2, d'où :

F (x) = 3 ln |x + 3| − 2 ln |x + 2| + C, sur haun des intervalles ] −∞, 2[, ]2, 3[, ]3, +∞[.10. On trouve pour tout x ∈ R \ {0, 1, 2}, f(x) = 3x +
1

x
+

3

x − 1
+

1

x + 1
.Ainsi : F (x) = 3

2x2 + ln |x| + 3 ln |x − 1| + ln |x + 1| + C, sur haque intervalle ] − ∞,−1[, ] − 1, 0[, ]0, 1[,
]1, +∞[.N'oubliez pas de sortir la partie polynomiale de la fration, obtenue en e�etuant une division eulidienne.11. On trouve, pour tout x ∈ R \ {−1, 1}, f(x) =

1

4
· 1

x − 1
− 1

4
· 1

x + 1
− 1

2
· 1

x2 + 1
.Ainsi, F (x) = 1

4 ln |x − 1| − 1
4 ln |x + 1| − 1

2 Arctan x + C sur ] −∞,−1[, ]1,−1[ ou ]1, +∞[.12. Constatez que la dérivée de x 7→ Arctan 1
x est x 7→ −1

1+x2 . Ainsi, on a −u′ · u, d'où :
F (x) = −1

2

(

Arctan
1

x

)2

+ C, sur R
∗
−, ou R

∗
+.On peut le retrouver par un hangement de variable y = 1

x .13. On a, pour tout x 6= 0, f(x) =
1

x
− x + 1

1 + x + x2
, puis :

f(x) =
1

x
+

x + 1
2

x2 + x + 1
+

1

2
· 1

3
4

(

2
sqrt3

(

x + 1
2

)

)2

+ 1

=
1

x
+

x + 1
2

x2 + x + 1
+

1√
3
·

2√
3

(

2√
3

(

x + 1
2

)

)2

+ 1Don F (x) = ln |x| + 1

2
ln(x2 + x + 1) +

1√
3

Arctan

(

2√
3

(

x +
1

2

))

+ C, sur R
∗
−, ou R

∗
+.1



14. Après fatorisation du dénominateur, et déomposition en éléments simples :
∀x ∈ R, f(x) =

1
2
√

2
x + 1

2

x2 +
√

2 · x + 1
+

− 1
2
√

2
x + 1

2

x2 −
√

2 · x + 1

=
1

4
√

2
· 2x +

√
2

x2 +
√

2 · x + 1
+

1

4
· 1

x2 +
√

2 · x + 1
− 1

4
√

2
· 2x −

√
2

x2 +
√

2 · x − 1
+

1

4
· 1

x2 −
√

2 · x + 1

=
1

4
√

2
· 2x +

√
2

x2 +
√

2 · x + 1
+

1

2
√

2
·

√
2

(
√

2 · x + 1)2 + 1
− 1

4
√

2
· 2x −

√
2

x2 −
√

2 · x + 1
+

1

2
√

2
·

√
2

(
√

2 · x − 1)2 + 1On obtient don :
F (x) =

1

4
√

2

(

ln(x2 +
√

2 · x + 1) − ln(x2 −
√

2 · x + 1) + 2 Arctan(
√

2 · x + 1) + 2 Arctan(
√

2 · x − 1)
)

+ C,sur R.15. Rappel : Si on note ∫ f(x) dx une primitive de f (notation dé�nie à une onstante additiveprès), le hangement de variable s'exprime par la formule
∫

f(x) dx =

∫

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt,où la première primitive est exprimée ave la variable x, et la seonde ave la variable t. Lesnouvelles expressions des bornes partent pour la borne inférieure dans la onstante (on basesimplement la primitive en un autre point), ou dans la réexpression de t en fontion de x,e�etuée en �n de alul.La fontion est dé�nie sur ] − 1, 1]. Ii, on pose y =
√

x−1
x+1 . On a alors

x =
1 + y2

1 − y2
= ϕ(y) don: dx =

4y

(1 − y2)2puis, ϕ étant C1 sur ] − 1, 1],
∫

f(x) dx =

∫

4y2

(1 − y2)2
dy.Seond rappel : l'intégration par partie s'exprime sur les primitives sous la forme :

∫

u′(x)v(x) dx = u(x)v(x) −
∫

u(x)v′(x),le seonde terme de la variation de uv partant dans le onstante d'intégrationAinsi, en posant
∀y, u(y) = 2y et v(y) =

1

1 − y2
,de lasse C1, on obtient :

∫

f(x) dx =
2y

1 − y2
−
∫

2

1 − y2
=

2y

1 − y2
+ ln |1 − y| − ln |1 + y|.On trouve alors les primitives de f en remplaçant y par √x − 1

x + 1
dans ette expression, et en ajoutant uneonstante quelonque.16. On fait une IPP, sur le même prinipe que dans la question préédente :

∫

f(x) dx = − lnx

x
+

∫

1

x2
= −1 + lnx

x
+ C,sur ]0, +∞[.17. On a :

f(x) = sin x cos2 x(1 − cos2 x) = sinx cos2 x − sin x cos4 x.Don
F (x) =

1

3
cos3 x − 1

5
cos5 x + C, sur R.2



18. f(x) = sin4 x − sin6 x. On linéarise :
∀x ∈ R, sin4 x =

(e− i x − ei x)4

(2 i)4
=

1

16
(2 cos 4x − 8 cos 2x + 6),en développant la puissane quatrième à l'aide de la formule du bin�me de Newton. De même

∀x ∈ R, sin6 x = − 1

64
(2 cos 6x − 12 cos4x + 30 cos 2x − 20)Ainsi,

∀x ∈ R, f(x) =
1

16
− cos 2x

32
− cos 4x

16
+

cos 6x

32
,et don,

∀x ∈ R, F (x) =
t

16
− sin 2x

64
− sin 4x

64
+

sin 6x

192
+ CCorretion de l'exerie 3 �1. Soit k ∈ Z. On a : ∀x ∈]kπ, (k + 1)π[, f(x) =

cosx

sinx
− cosx sin x, d'où :

∀x ∈]kπ, (k + 1)π[, F (x) = ln | sin x| − 1

2
sin2 x + C2. En e�etuant un hangement de variables u = cosx

∫

f(x) dx = −
∫

1

2 − u2
du =

1

2
√

2

∫
(

1

u −
√

2
− 1

u +
√

2

)

du.Ainsi :
F (x) =

1

2
√

2
ln | cosx −

√
2| − 1

2
√

2
ln | cosx +

√
2|,sur ] −∞,−

√
2[, ] −

√
2,
√

2[ ou ]
√

2, +∞[.3. Un hangement de variables y = cosx donne :
∫

f(x) dx = − 1

(1 − y2)2(1 + y2)Et là, bonjour les aluls.Soit on fait une déomposition en éléments simples de la fration, don de la forme
1

1 − y2)2(1 + y2)
=

a

(1 − y)2
+

b

1 − y
+

c

(1 + y)2
+

d

1 + y
+

ey + g

1 + y2
,Soit on ruse, en déomposant d'abord la fration en z = y2, don de la forme :

1

(1 − z)2(1 + z)
=

a

(1 − z)2
+

b

(1 − z)
+

c

1 + z
.Après mise sur le même dénominateur et identi�ation, on trouve :

1

(1 − y2)2(1 + y2)
=

2

3
· 1

(1 − y2)2
+

1

3
· 1

1 + y2On a :
∫

dy

(1 − y2)2
=

∫

1 − y2 + y2

(1 − y2)2
=

∫

1

(1 − y2)
+

∫

y2

(1 − y2)2
,et en e�etuant une IPP dans e dernier terme :

∫

dy

(1 − y2)2
=

∫

1

(1 − y2)
+

y

2(1 − y2)
− 1

2

∫

dy

1 − y2
=

1

2

∫

1

(1 − y2)
+

y

2(1 − y2)Or : ∫ 1

1 − y2
=

1

2

∫
(

frac11 − y +
1

1 + y

)

dy. Ainsi :
F (x) = −1

3
· y

1 − y2
+

1

6
ln |1 − y| − 1

6
ln |1 + y| − 1

3
Arctan y + C

= −1

3
· cosx

sinx
+

1

6
ln(1 − cosx) − 1

6
ln(1 + cosx) − 1

3
Arctan cosx + Csur tout intervalle ]kπ, (k + 1)π[, k ∈ Z. 3



4. Changement de variable t = tanx :
∫

f(x) =

∫

1

cos2 x
· 1

α + β tan2 x
dx =

∫

1

α + βt2
dt

• Si α = β = 0, e n'est pas dé�ni ;
• Si α = 0, β 6= 0, F (x) = − 1

β tan x
+ C

• Si α 6= 0, β = 0, F (x) =
tan x

α
+ C

• Si α 6= 0, β 6= 0, αβ > 0, F (x) =
1√
αβ

Arctan

(

√

β

α
tan x

)

+ C

• Si α 6= 0, β 6= 0, αβ < 0, F (x) =
1

2
√

|αβ|

(

ln

∣

∣

∣

∣

∣

1 +

√

∣

∣

∣

∣

α

β

∣

∣

∣

∣

tan x

∣

∣

∣

∣

∣

− ln

∣

∣

∣

∣

∣

1 −
√

∣

∣

∣

∣

α

β

∣

∣

∣

∣

tan x

∣

∣

∣

∣

∣

)

+ C.(dé�ni sur R)5. On traite les deux dernières questions onjointement en notant F une primitive de 5, G une primitive de 6.Alors :
F (x) + G(x) =

∫

1 dx = x + C1et
G(x) − F (x) =

∫

cosx − sin x

sinx + cosx
dx = ln | sinx + cosx| + C2.Ainsi, en résolvant le système obtenu :

F (x) =
1

2
ln | sin x + cosx| + x

2
+ C3, et G(x) = −1

2
ln | sin x + cosx| + x

2
+ C4,sur tout intervalle ]kπ − π

4 , (k + 1)π − π
4 [, k ∈ Z.6. Voir question préédente.Corretion de l'exerie 4 �1. ∫ 3

2

dx

x ln3 x
=

1

2 ln2 2
− 1

2 ln2 32. ∫ π

3π

4

tan x dx =
[

− ln | cosx|
]π

3π

4

= ln

√
2

2
= −1

2
ln 2.3. C'est de la forme u′

u , ave u = ln ◦ ln. Ainsi :
∫ x

ee

dt

t(ln t)(ln ln t)
=
[

ln | ln lnx|
]x

ee
= ln | ln lnx|,pour x ∈]1, +∞[\{e}4. ∫ π/4

0

tan2 x dx =

∫ π/4

0

1 + tan2 x − 1 dx =
[

tan x − x
]

π

4

0
= 1 − π

4
.5. IPP ave u(x) = ln2 x, v′(x) = 1 :

∫ 2

1

ln2 x dx = 2 ln2 2 − 2

∫ 2

1

lnx dx,et re-IPP :
∫ 2

1

ln2 x dx = 2 ln2 2 − 2 ln 2 + 2

∫ 2

1

1 dx = 2(ln2 2 − ln 2 + 1).6. Quatre IPP suessives, pour diminuer petit à petit le degré de x4 :
∫ 1

0

x4ex dx = 1 − 4

∫ 1

0

x3ex dx = −3 + 12

∫ 1

0

x2ex dx = 9 − 24

∫ 1

0

xex dx = −15 + 24

∫ 1

0

ex dx = 24e− 39.7. Deux IPP suessives, en dérivant à haque fois la fontion trigonométrique (alul lassique) :
∫ π

0

ex sin x dx = −
∫ π

0

ex cosx dx = eπ + 1 −
∫ π

0

ex sin x dx.Ainsi, ∫ π

0

ex sin x dx =
1

2
(eπ + 1) 4



8. Une IPP en dérivant x :
∫ π/3

0

x

cos2(x)
dx =

[

x tan x
]π/3

0
−
∫ π/3

0

tan x dx =
√

3 + ln
1

2
=

√
3 − ln 2.9. Rebelotte.

∫ π/3

0

x tan2(x) dx =

∫ π/3

0

x(tan2 x + 1) dx − π2

18
=

√
3 − π2

18
+ ln 2,par IPP en intégrant 1 + tan2 x.10. Cdv x = y6 :

∫ 64

1

dx√
x + 3

√
x

=

∫ 2

1

6y5 dy

y3 + y2
= 6

∫ 2

1

(

y2 − y + 1 − 1

1 + y

)

dy,par une division eulidienne. Ainsi,
∫ 64

1

dx√
x + 3

√
x

= 6

(

7

3
− 1 + 1 − ln 3 + ln 2

)

= 14 − 6 ln 3 + 6 ln 2.11. dv x = sin t, pour faire partir la raine ave les propriétés du sin et du cos :
∫ 1

0

(1 − x2)
3
2 dx =

∫ π

2

0

cos t cos3 t dtpuis linéarisation :
∀t ∈ R, cos4 t =

1

16
(2 cos 4t + 8 cos 2t + 6) ,don

∫ 1

0

(1 − x2)
3
2 dx =

3π

16
.12. Fastohe !

∫ e

1

dx

x(1 + ln2 x)
=
[

Arctan lnx
]e

1
=

π

4
.13. On pose y =

√
x + 1, soit x = y2 − 1. Alors

∫ 1

0

x√
x + 1

dx =

∫

√
2

1

2(y2 − 1) dy =
2

3
(
√

2 − 1)2 − 2(
√

2 − 1).14. dv y = xn :
∫ 1

1
2

dx

x(xn + 3)
=

∫ 1

1
2

xn−1 dx

xn(xn + 3)
dx =

∫ 1

1
2n

dy

y(y + 3)

=
1

3
ln(2n) − 1

3

(

ln 4 − ln

(

3 +
1

2n

))

=
n − 2

3
ln 2 +

1

3
ln

(

3 +
1

2n

)15. On fait une DES (déomposition en éléments simples) en 2 étapes, en ommençant par une DES de la frationen la variable y = x2. Ainsi :
∫ 3

2

dx

x4 − 1
=

∫ 3

2

(

1

2
· 1

x2 − 1
− 1

2
· 1

x2 + 1

)

dx =

∫ 3

2

(

1

4
· 1

x − 1
− 1

4
· 1

x + 1
− 1

2
· 1

x2 + 1

)

dxOn trouve alors :
∫ 3

2

dx

x4 − 1
=

1

4
(ln 3 − ln 2) − 1

2
(Arctan 3 − Arctan 2).16. On obtient l'expression suivante (voir Exo 5, no 14), après DES, déoupage des frations obtenues, et misesous forme anonique :

∫ 1

0

f(x) dx =
1

4
√

2

∫ 1

0

2x +
√

2

x2 +
√

2 · x + 1
dx +

1

2
√

2

∫ 1

0

√
2

(
√

2 · x + 1)2 + 1
dx

− 1

4
√

2

∫ 1

0

2x −
√

2

x2 −
√

2 · x + 1
dx +

1

2
√

2

∫ 1

0

√
2

(
√

2 · x − 1)2 + 1
dxpuis

∫ 1

0

f(x) dx =
1

4
√

2
ln

√
2 − 1√
2 + 1

+
1

2
√

2

(

Arctan(
√

2 + 1) − Arctan(
√

2 − 1)
)

.5



Corretion de l'exerie 7 �1. Diverge (dv, puis minorer l'intégrale sur haque intervalle [kπ, (k + 1)π])2. Converge (dv puis IPP)3. Diverge (équivalent à une série de Bertrand)4. Converge (faire un DL à l'ordre 2 en la variable ln x
x )5. Converge (majoration pour x assez grand)6. Converge7. Diverge (équivalent)8. Converge (x2f(x))9. Converge (x2f(x))10. Diverge (xf(x))11. Diverge (minoration)12. Converge ssi 3a − 2b > −1 (montrer que Arctan t(1 + t) > t, puis équivalents)13. Diverge (minorer l'intégrale sur [π

2 − 1
n + nπ, π

2 + nπ] par le terme général d'une série divergente)14. Diverge (même prinipe, sur l'intervalle [2nπ + π
4 , 2nπ + 3π

4 ].)15. Converge ( ∫ (n+1)π

nπ

dx

1 + x3 sin2 x
6

1

2n
3
2

)16. Converge (dv)17. Converge (DL pour se ramener à une intégrale de Dirihlet et un o qui assure la onvergene absolue)18. Converge (dv)19. Diverge (DL)20. Converge (équivalents)21. Converge (x2f(x))22. Converge (dv y = − lnx)23. Converge ssi a ∈ 2N
∗ (séparer a > 0 et a 6 0, puis étudier l'existene d'une raine du dénominateur, suivantla parité de a)24. Converge (en 0, dv y = 1

x , en +∞, formules de trigonométrie)Corretion de l'exerie 8 �1. I1 = 1
4 ln 5

3 (DES diretement, ou plus astuieux : dv y = x2)2. I2 = 3
2 − 2 ln 2 (DES)3. I3 = π
12 (dv)4. I4 = π
2 (mise sous forme anonique du dénominateur)5. I5 = π√

2
(dv x = sin t puis u = tan t)6. I6 = π

√
2

4 (dv y =
√

x)7. I7 = 2 ln(
√

2 + 1) (dv y =
√

ex + 1)8. I8 = 2π (IPP puis dv)9. I9 = 0 (IPP ou dv y = 1
x , au hoix)10. I10 = −4(1 − ln 2) (dv puis IPP)11. I11 = −2 ln 2 (IPP)12. I12 = −π

2 − ln 2 (IPP)13. I13 = ln
(

e+1
e−1

) (dv y = hx, après avoir multiplié numérateur et dénominateur par sh(x))14. I14 = π (dv y = shx)15. I15 = 1
2 (érire sous forme d'une fration en ex puis primitiver diretement)16. I16 = ln(

√
2 + 1) (dv y = x2 puis z =

√
1 + y.)

6



Corretion de l'exerie 11 � La fontion f : x 7→ Arctan ex

ex + e−x
est ontinue sur R. L'intégrale admet don deuximpropretés en −∞ et +∞.Soit u dé�nie sur R par u(x) = Arctan ex. Alors u est de lasse C1 sur R et

∀x ∈ R, u′(x)
ex

1 + (ex)2
=

1

e−x + ex
.Ainsi, f = u · u′. Une primitive de f est don F = 1

2u2, 'est-à-dire :
∀x ∈ R, F (x) =

1

2
Arctan2 ex.Par omposition des limites, F admet une limite égale à 1

2

(

π
2

)2 en +∞, et une limite égale à − 1
2

(

π
2

)2 en −∞.Ainsi, l'intégrale est onvergente, et
∫ +∞

−∞

Arctan ex

ex + e−x
dx =

1

2

(π

2

)2

+
1

2

(π

2

)2

=
π2

4
.Corretion de l'exerie 12 �1. Soit f : x 7→ x4 dx

√

x(1 − x)
. La fontion f est ontinue sur ]0, 1[, don admet uniquement deux impropretés, auxbornes 0 et 1.La fontion f admet une limite nulle en 0, don l�intégrale est faussement impropre en 0, don onvergente.De plus, f est équivalente en 1 à 1√

1−x
, dont l�intégrale est onvergente en 1 (intégrale de Riemann). Lafontion f étaznt positive, on en déduit qu'elle est aussi onvergente pour la borne 1Ainsi, ∫ 1

0

f(x) dx onverge.Pour tout x de [0, 1], on a :
√

x(1 − x) =
√

x − x2 =

√

−
(

x − 1

2

)2

+
1

4
=

1

2

√

1 − (2x − 1)2.Ainsi, en e�etuant le hangement de variables y = 2x − 1, de lasse C1 sur [0, 1], stritement roissant etbijetif de [0, 1] sur [−1, 1], on obtient :
∫ 1

0

x4 dx
√

x(1 − x)
=

∫ 1

−1

(y + 1)4 dy

16
√

1 − y2
.Posons maintenant y = sin t, de lasse C1 sur [−π, π], stritement roissante, et bijetive de [−π, π] dans

[−1, 1]. On a dy = cos t dt, d'où
∫ 1

0

x4 dx
√

x(1 − x)
=

∫ π

−π

(sin t + 1)4 cos t dt

16
√

1 − sin2 t
,et omme le osinus est positif sur l'intervalle onsidéré :

∫ 1

0

x4 dx
√

x(1 − x)
=

1

16

∫ π

−π

(sin t + 1)4 dt =
1

16

∫ π

−π

(

1 + 4 sin t + 6 sin2 t + 4 sin3 t + sin4 t
)

dt

=
1

16

∫ π

−π

(

1 + 6 sin2 t + sin4 t
)

dt,par imparité des fontions sin et sin3. Or, en linéarisant sin4 t :
sin4 t =

(

eit − e−it

2 i

)4

=
1

8
cos(4t) − 1

2
cos(2t) +

3

8
,et

sin2 t =
1

2
− 1

2
cos 2t.7



Or, pour tout k 6= 0,
∫ π

−π

cos(kt) dt =
1

k
(sin(πk) − sin(−πk)) = 0.Ainsi,

∫ 1

0

x4 dx
√

x(1 − x)
=

1

16

∫ π

−π

4 +
3

8
dt =

35π

642. La fontion f : x 7→ 1

ex+1 + e3−x
est ontinue sur [1, +∞[, don il y a une seule impropreté en +∞. Or, auvoisinage de +∞, x 7→ ex+1 tend vers +∞ et x 7→ e3−x tend vers 0, don e3−x = o(ex+1), et on obtient don :

f(x) ∼
+∞

1

ex+1
=

1

e
· e−x.Ces fontions sont positives sur [1, +∞[, don I =

∫ +∞

1

f(x) dx est de même nature que ∫ +∞

1

e−x dx, quiest onvergente, puisque à rédution près de l'intervalle d'intégration, il s'agit de Γ(1).Pour aluler I, on e�etue le hangement de variables y = ex, stritement roissant, bijetif de [1, +∞[sur [e, +∞[, et de lasse C1 sur [1, +∞[. De plus, dy = ex dx On obtient don (la onvergene étant déjàprouvée) :
I =

∫ +∞

1

ex dx

e2x+1 + e3
=

∫ +∞

e

dy

ey2 + e3

=

∫ +∞

e

1

e2
· 1
(

y
e

)2
+ 1

· dy

e

=
1

e2

[

Arctan
(y

e

) ]lim+∞

e
=

1

e2

(π

2
− π

4

)

=
π

4e2
.Corretion de l'exerie 13 � La fontion f : x 7→ ln3 x

x
2
5 |1 − x| 45 Arctan

√
x
est ontinue sur ]0, 1[∪]1, +∞[, ommeomposées et produits de fontions ontinues sur leur domaine. Ainsi, l'intégrale I est impropre en 0, en 1 et en

+∞.
• Étude de la onvergene en la borne 0On a, au voisinage de 0, Arctan y ∼

0
y, don f(x)∼

0

ln3 x

x
2
5

√
x

=
ln3 x

x
9
10

.De plus, d'après les roissanes omparées, au voisinage de 0, | lnx| = o
(

1

x
1
60

), don | ln3 x| = o
(

x
1
20

)On obtient don, au voisinage de 0 :
ln3 x

x
9
10

= o

(

1

x
9
10 x

1
20

)

= o

(

1

x
19
20

) don: |f(x)| = o

(

1

x
19
20

)

.Puisque 19
20 < 1, l'intégrale ∫ 1

2

0

dx

x
19
20

onverge, don, les fontions étant positive, il en est de même de ∫ 1
2

0

|f(x)| dx,par ritère de omparaison par négligeabilité. Ainsi, ∫ 1
2

0

f(x) dx onverge absolument, don onverge.
• Étude de la onvergene en la borne 1.Puisque lnx∼

1
x−1, f(x)∼

1
(x−1)|x−1| 65 · 4

π
, et f tend don vers 0 en 1. Ainsi, f est prolongeable par ontinuitéen 1 (à gauhe et à droite). Ainsi, I est faussement impropre en 1 (à gauhe et à droite), don ∫ 1

1
2

f(x) dx et
∫ 2

1

f(x) dx onvergent.
• Étude de la onvergene en la borne +∞.Puisque Arctan admet une limite π

2 en +∞, on a l'équivalent suivant :
f(x) ∼

+∞
ln3 x

x
6
5

.8



D'après les roissanes omparées, au voisinage de +∞, ln3 x = o
(

x
1
10

), et don f(x) = o
(

1

x
11
10

)

.Comme 11
10 > 1, ∫ +∞

2

dx

x
11
12

est une intégrale de Riemann onvergente, don par omparaison par négligeabilité,les fontions étant positives sur l'intervalle [2, +∞[, ∫ +∞

2

f(x) dx onverge.Ainsi, l'intégrale I est onvergente.Corretion de l'exerie 14 � Attention à ne pas aller trop vite, et à ne pas utiliser diretement un équivalentou une inégalité, ar l'intégrande n'est pas de signe onstant ii.La fontion f : x 7→
√

x + cosx −√
x est ontinue sur R+, il n'y a don qu'une impropreté en +∞.On a, au voisinage de +∞ :

f(x) =
√

x + cosx−
√

x =
√

x

(
√

1 +
cosx

x
− 1

)

=
√

x

(

1

2

cosx

x
− 1

8

cos2 x

x2
+ o

(

cos2 x

x2

))

=
1

2

cosx√
x

−1

8

cos2 x

x
3
2

+o

(

cos2 x

x
3
2

)

.Or, pour tout x ∈ R+,
0 6

cos2 x

x
3
2

6
1

x
3
2

,et ∫ +∞

1

dx

x
3
2

en tant qu'intégrale de Riemann de paramètre 3
2 > 1, en +∞. Ainsi, les fontions étant positives,

∫ +∞

0

cos2 x

x
3
2

dx onverge.D'après le théorème de omparaison par o, il en résulte que la nature de l'intégrale de f est la même que la naturede ∫ +∞

0

cosx√
x

dx.On fait une IPP, en posant les fontions de lasse C1 sur [0, +∞[ :
∀x ∈ [0, +infty[, u(x) = sin x, u′(x) = cosx, v(x) =

1√
x

, v′(x) = − 1

2x
3
2

.La limite de uv étant nulle en +∞, l'intégrale de f a la même nature que l'intégrale ∫ +∞

0

sin x

x
3
2

dx, qui estabsolument onvergente, puisque
∀x ∈ [1, +∞[,

∣

∣

∣

∣

sinx

x
3
2

∣

∣

∣

∣

6
1

x
3
2

,et par omparaison à une intégrale de Riemann onvergente. Ainsi, ∫ +∞

0

(√
x + cosx −

√
x
)

dx onverge.Corretion de l'exerie 15 �1. sin x cos 2x = x − 13

6
x3 + o(x4)2. esin 2x = 1 + 2x + 2x2 − 2x4 − 32

15
x5 + o(x5)3. ln(1 + sinx) = x − 1

2
x2 +

1

6
x3 − 1

12
x4 + o(x4).4. Attention, pensez à sortir un fateur e, pour vous ramener à une omposition par une expression de limitenulle.

ecos x = e − e

2
· x2 +

e

6
· x4 + o(x4).5. De même, mettez 2 en fateur dans la raine.

√
1 + cosx =

√
2

(

1 − x2

8
+

1

384
x4

)

+ o(x5)6. sin3 x ∼
+∞

x3, ainsi, pour obtenir l'ordre 5, omme on doit diviser par x3, il va falloir aller à l'ordre 8 pour
sin3, et omme haque DL du sin est multiplié au moins par x2 (un terme x provenant de haun des deuxautres sinus), il su�t d'aller à l'ordre 6 pour le sinus. On a alors

sin3 x

x3
= 1 − x2

2
+

13

120
x4 + o(x5),9



puis, en inversant :
x3

sin3 x
= 1 − x2

2
+

17

120
x4 + o(x5).7. 1

sin x
=

1

x
· 1

sin x
x

, pour se ramener à l'inverse d'une expression de limite 1, a�n d'utilise 1
1−u . Ainsi, ommeon divise tout globalement par x, il faudra le DL de sin x

x à l'ordre 6, don le DL de sin à l'ordre 7.
sin x

x
= 1 − x2

6
+

x4

120
− x6

7!
+ o(x6),puis, en inversant :

x

sinx
= 1 +

x2

6
+

7

360
x4 +

31

15120
x6 + o(x6)et en�n,

1

x
− 1

sinx
=

x

6
+

7

360
x3 +

31

15120
x5 + o(x5).8. 1

cosx
= 1 +

x2

2
+

5

24
x4 +

61

720
x6 + o(x6)9. Utiliser la π-périodiité de tan pour se ramener en 0, et puis un peu de alul...

tan(πex) = πx +
π

2
x2 +

(

π

6
+

π3

3

)

x3 +

(

π

24
+

π3

2

)

x4 + o(x4).10. (1 − x sin x)
1
x = e

1
x
·ln(1−x sin x), puis :

1

x
ln(1 − x sin x) = −x − x3

3
− 7

40
x5 + o(x5), puis :

(1 − x sin x)
1
x = 1 − x +

x2

2
− x3

2
+

3

8
x4 − 7

20
x5 + o(x5).11. (cosx)

1

x
2 = e

1

x
2 ln(cos x)Comme on divise par x2, on doit prendre l'ordre 5 pour ln(cosx). Ainsi :

ln(cosx) = −x2

2
+

x4

6
+ o(x5),puis :

(cosx)
1

x
2 =

1√
e

(

1 +
x2

6
+ o(x3)

)

.12. N'oubliez pas de mettre 4 en fateur, pour vous ramener à √
1 + u, où u est de limite nulle. Ensuite,n'oubliez pas de sortir un fateur e2 de même. Ainsi, on a les étapes suivantes :

•
√

1 +
x

4
= 1 +

x

23
− x2

26
+

x3

210
+ o(x3)

•
√

4 + x = 2 +
x

22
− x2

27
+

x3

29
+ o(x3)

• e
√

4+x = e2

(

1 +
x

22
+

x2

26
+

x3

3 · 29
+ o(x3)

)

= e2

(

1 +
x

4
+

x2

64
+

x3

1536
+ o(x3)

)13. Du alul ! Les étapes (tout est au voisinage de 0) :
•
√

1 + u = 1 +
u

2
− u2

23
+

u3

24
− 5u4

27
+

7u5

28
− 21u6

210
+ o(u6)

•
√

1 − x − x2 = 1 − 1

2
x − 5

8
x2 − 3

16
x3 − 45

128
x4 − 95

256
x5 − 465

1024
x6 + o(x6).

• Comme cosx − 1 est de valuation 2, il su�t d'aller à l'ordre 3 (heureusement) pour (1 + u)
1
3 :

(1 + u)
1
3 = 1 +

1

3
u − 1

9
u2 + 581u3 + o(u3)

• (cosx)
1
3 = 1 − x2

6
− x4

72
− 43

6480
x6 + o(x6)

•
√

1 + x − x2 − (cosx)
1
3 = 1 − 1

2
x − 19

24
x2 − 3

16
x3 − 421

1152
x4 − 95

256
x5 − 1315523

2903040
x6 + o(x6).À vos souhaits.14. Tout d'abord, puisque tanx tend vers 0 lorsque x tend vers 0, on va pourvoir omposer le DL de 1+u

1−u parelui de la tangente. On obtient don les étapes suivantes :10



• 1

cosx
= 1 +

x2

2
+

5

24
x4 +

2

15
x6 + o(x7).

• tan x = x +
x3

3
+

2

15
x5 +

31

315
x7 + o(x7)

• 1 + u

1 − u
= 1 + 2u + 2u2 + 2u3 + 2u4 + 2u5 + 2u6 + 2u7 + o(u7)

• 1 + tanx

1 − tan x
= 1 + 2x + 2x2 +

8

3
x3 +

10

3
x4 +

64

15
x5 +

184

45
x6 +

1753

315
x7 + o(x7)

• Et en�n : ln
1 + tanx

1 − tan x
= 2x +

4

3
x3 − 44

15
x5 − 4

3
x6 − 1595

63
x7 + o(x7),si je ne me suis pas trompé (les aluls m'ont tout de même pris 45 minutes).15. On a sinx − sin 5x = −4x + o(x), don en divisant par x, on est ramené à une forme 1

1−u . Ainsi, on peutérire :
cosx − cos 5x

sin x − sin 5x
=

1

x
(cosx − cos 5x) · x

sin x − sin 5x
.Il faut don aller jusqu'à l'ordre 6, avant de diviser par x. La fration en sinus donne une terme onstantnon nul, don si faudra bien aller à l'ordre 6 pour les osinus. En revanhe, les termes onstant des osinusse ompensent, et le premier terme non nul dans la di�érene des osinus est un terme en x2. Ainsi, il su�rad'aller à l'ordre 4 pour la fration des sinus. Comme on divise la di�érene des sinus par x, il faut aller àl'ordre 5 pour les sinus. On obtient :

• sin x − sin 5x

x
= −4

(

1 − 31

6
x2 +

781

120
x4 + o(x4)

)

• ds x
sin x−sin 5x = − 1

4

(

1 + 31
6 x2 + 7267

360 x4 + o(x4)
)

• cosx − cos 5x = 12x2 − 26x4 +
217

10
x6 + o(x6)

• (cosx − cos 5x) · x

sin x − sin 5x
= −3x2 − 9x4 − 519

10
x6 + o(x6)

• cosx − cos 5x

sin x − sin 5x
= −3x − 9x3 − 519

10
x5 + o(x5).16. •

√
1 + x = 1 +

x

2
− x2

23
+

x3

24
+ o(x3).

•
√

1 +
√

1 + x =
√

2

(

1 +
x

23
− 5

27
x2 +

21

210
x3 + o(x3)

)

•
√

1 +

√

1 +
√

1 + x =

√

1 +
√

2 ·
(

1 +
2 −

√
2

24
x − 13 − 12

√
2

28
x2 +

124 − 69
√

2

212
x3 + o(x3)

)Corretion de l'exerie 16 �1. On pose y = x − 1, y tend vers 0 quand x tend vers 1, et :
ex−xe−(e−1) = e1+y−(1+y)e−(e−1) = e(1+y+

y2

2
)−(1+ey+

e(e − 1)

2
y2)−(e−1)+o(y2) =

e2

2
·y2+o(y2).Don ex − xe − (e − 1) ∼

x→1

e2

2
(x − 1)2.2. On pose y = x − e. Au voisinage de 0 pour y :

ex − xe = ey+e − (e + y)e = ee(1 + y +
y2

2
+ o(y2)) − ee(1 +

y

e
)e

= ee(1 + y +
y2

2
− 1 − e · y

e
− e(e − 1)

2
· y2

e2
)

= ee y2

2e
.Don ex − xe ∼

x→e

1

2
ee−1(x − e)2.3. √

x −
√

sin x =
√

x

(

1 −
√

sin x

x

)

∼
0

√
x · x2

12
=

x
5
2

124. xx − sinxsin x = ex ln x
(

1 − esin x ln sin x−x ln x
)

∼
0+

ex ln x(x ln x − sin x ln x),ar lim
x→0+

(x ln x − sin x lnx) = 0. De plus :
ln(sinx) = ln(x − x3

6
+ o(x3)) = lnx + ln(1 − x2

6
+ o(x2)) = lnx − x2

6
+ o(x2),11



et don :
sinx ln(sinx) =

(

x − x3

6
+ o(x3)

)(

lnx − x2

6
+ o(x2)

)

= x ln x − x3 lnx

6
− x3

6
+ o(x3 lnx)

= x ln x − x3 lnx

6
+ o(x3 lnx),ar x3 = o(x3 lnx) au voisinage de 0. Don

x lnx − sin x lnx ∼
0+

x3 lnx

6
puis: xx − sin xsin x ∼

0+
xx · x3 lnx

6
=

x3+x lnx

6
.5. On a :

(tanx)x − xtan x = ex ln tan x − etan x ln x = etan x lnx(ex ln tan x−tan x ln x − 1).Or, tan x lnx∼
0

x lnx et est don de limite nulle. De même, x ln tanx−tan x lnx est de limite nulle. On obtientdon :
(tanx)x − xtan x ∼

0
x ln tanx − tan x lnx.Or,

x ln(tanx) − tan x lnx = x ln(x +
x3

3
+ o(x3)) − (x +

x3

3
+ o(x3)) lnx

= x ln x + x ln

(

1 +
x2

3
+ o(x2)

)

− x ln x − x3

3
lnx + o(x3 lnx)

=
x3

3
− x3 lnx

3
+ o(x3) + o(x3 lnx) = −x3 lnx

3
+ o(x3 lnx),ar x3 = o(x3 lnx), puisque lnx tend vers −∞ en 0. Ainsi,

(tanx)x − xtan x ∼
0
−x3 lnx

3On fait de même pour le numérateur. On rappelle (ou dé�nit) que :
∀x ∈ R, shx =

ex − e−x

2
, hx =

ex + e−x

2
, thx =

shxhx
.Ainsi, on trouve :shx = x +

x3

6
+ o(x3), hx = 1 +

x2

2
+ o(x3), thx = x − x3

3
+ o(x3)À quelques signes près, le alul s'opère de la même façon, et on trouve :

(thx)x − xthx ∼
0

x3 ln x

3
,don

lim
x→0+

(tanx)x − xtan x

(thx)x − xthx
= −1.C'est aussi l'équivalent.6. Voir la question préédente pour la dé�nition de sh (sinus hyperbolique) Quelques essais montrent qu'il fautaller jusqu'à l'ordre 7. En utilisant la dé�nition du sh, on obtient :shx = x +

x3

6
+

x5

120
+

x7

5040
+ o(x7)Vous remarquez que 'est le même développement que sinx, à part que tous les signes sont positifs. C'estpareil pour hx et cosx d'ailleurs. On trouve alors :sh(sin x) = x − x5

15
+

x7

90
+ o(x7) et sin(sh(x)) = x − x5

15
− x7

90
+ o(x7).Ainsi, sh(sin x) − sin(shx) =

x7

45
+ o(x7), et don sh(sin x) − sin(shx)∼

0

x7

45
.12



7. Sans di�ulté. On a Arctan x∼
0

x. À savoir ! Et si vous l'avez oublié, omme Arctanx tend vers 0 quand xtend vers 0, on obtient, en utilisant l'équivalent de tan en 0 :
Arctan x∼

0
tan(Arctanx) = x.Ainsi, puisque lim

x→0
x − x cosx = 0,

Arctan(x − x cosx)∼
0

x − x cos x∼
0

x3

2
.Même pas besoin de DL ii.8. Là enore, on est ramené à un équivalent lassique de l'Artan, mais en +∞. En e�et, lim

x→0

√

1 − x

x
= +∞. Cetéquivalent n'est pas néessairement à onnaître par oeur, mais il faut savoir le retrouver, par une méthodesimilaire à elle utilisée dans la question préédente. On a :

lim
y→+∞

Arctan y − π

2
= 0,don, en utilisant l'équivalent lassique en 0 de la tangente :

π

2
− Arctan y ∼

+∞
tan

(π

2
− Arctan y

)

=
1

tan(Arctan y)
=

1

y
.Ainsi,

Arctan

√

1 − x

x
− π

2
∼
0
−
√

x

1 − x
∼
0
−
√

x.Corretion de l'exerie 17 �1. Au voisinage de 0, on a :
sin x = x − x3

6
+

x5

120
+ o(x6),don, ette expression tendant vers 0 en 0 :

cos(sin x) = 1 − 1

2

(

x − x3

6
+

x5

120

)2

+
1

24

(

x − x3

6
+

x5

120

)4

− 1

720

(

x − x3

6
+

x5

120

)6

+ o(x6)

= 1 − 1

2

(

x2 +
x6

36
− x4

3
+

x6

60

)

+
1

24

(

x4 − 2

3
x6

)

− 1

720
x6 + o(x6)

= 1 − 1

2
x2 +

5

24
x4 − 37

720
x6 + o(x6)Ainsi,

1

cos(sin x)
= 1 +

(

1

2
x2 − 5

24
x4 +

37

720
x6

)

+

(

1

2
x2 − 5

24
x4 +

37

720
x6

)2

+

(

1

2
x2 − 5

24
x4 +

37

720
x6

)3

+ o(x6)

= 1 +
1

2
x2 − 5

24
x4 +

37

720
x6 +

1

4
x4 − 5

24
x6 +

1

8
x6 + o(x6)

= 1 +
1

2
x2 +

1

24
x4 − 23

720
x6 + o(x6) =

1

cos(sin x)2. Tout d'abord, onstatons que ln
(

1
cos2 x

)

= − ln(cos2 x), e qui nous simpli�era les aluls...Au voisinage de 0 :
cosx = 1 − 1

2
x2 +

1

24
x4 − 1

720
x6 + o(x6).Ainsi,

cos2 x =

(

1 − 1

2
x2 +

1

24
x4 − 1

720
x6

)2

+ o(x6)

= 1 +
1

4
x4 − x2 +

1

12
x4 − 1

360
x6 − 1

24
x6 + o(x6)

= 1 − x2 +
1

3
x4 − 2

45
x6 + o(x6).13



Ainsi,
ln(cos2 x) =

(

−x2 +
1

3
x4 − 2

45
x6

)

− 1

2

(

−x2 +
1

3
x4 − 2

45
x6

)2

+
1

3

(

−x2 +
1

3
x4 − 2

45
x6

)3

+ o(x6)

= −x2 +
1

3
x4 − 2

45
x6 − 1

2

(

x4 − 2

3
x6

)

− 1

3
x6 + o(x6)

= −x2 − 1

6
x4 − 2

45
x6 + o(x6)Ainsi, on obtient �nalement, au voisinage de 0 :
ln

(

1

cos2 x

)

= x2 +
1

6
x4 +

2

45
x6 + o(x6) .On obtient bien entendu la même hose si on alule d'abord un DL de 1

cos2 x
, et qu'on prend le logarithmeseulement après, mais ave un peu plus de aluls.3. On a, au voisinage de 0 :

sinx = x − x3

6
+ o(x4) don: sinx

x
= 1 − 1

6
x2 + o(x3).Ainsi,

e
sin x

x = e · e− 1
6

x2

+ o(x3),et l'exposant de l'exponentielle tendant vers 0 lorsque x tend vers 0, on obtient :
e

sin x

x = e

(

1 − 1

6
x2 + o(x3)

)

.De plus,
1√

1 + sin x
= (1 + sinx)−

1
2

= 1 − 1

2

(

x − 1

6
x3

)

+
1

2

(

−1

2

)(

−3

2

)(

x − 1

6
x3

)2

+
1

6

(

−1

2

)(

−3

2

)(

−5

2

)(

x − 1

6
x3

)3

+ o(x3)

= 1 − 1

2
x +

1

12
x3 +

3

8
x2 − 5

16
x3 + o(x3)

= 1 − 1

2
x +

3

8
x2 − 11

48
x3 + o(x3).On obtient don �nalement :

e
sin x

x

√
1 + sin x

= e

(

1 − 1

6
x2

)(

1 − 1

2
x +

3

8
x2 − 11

48
x3

)

+ o(x3)

= e

(

1 − 1

2
x +

3

8
x2 − 11

48
x3 − 1

6
x2 +

1

12
x3

)

+ o(x3),et en�n :
e

sin x

x

√
1 + sinx

= e

(

1 − 1

2
x +

5

24
x2 − 7

48
x3

)

+ o(x3).4. Évidemment, pensez à érire ln(
√

3 + x) =
1

2
ln(3 + x) =

1

2

(

ln 3 + ln
(

1 +
x

3

)). Ainsi, au voisinage de 0 :
ln(

√
3 + x) =

ln 3

2
+

1

2

(

x

3
− 1

2

(x

3

)2

+
1

3

(x

3

)3

− 1

4

(x

3

)4
)

+ o(x4)

=
ln 3

2
+

1

6
x − 1

36
x2 +

1

162
x3 − 1

648
x4 + o(x4).Par ailleurs, au voisinage de 0,

3
√

1 + x = 1 +
1

3
x +

1

2
· 1

3
·
(

−2

3

)

x2 +
1

6
· 1

3
·
(

−2

3

)(

−5

3

)

x3 +
1

24
· 1

3
·
(

−2

3

)(

−5

3

)(

−8

3

)

x4 + o(x4)

= 1 +
1

3
x − 1

9
x2 +

5

81
x3 − 10

243
x4 + o(x4).14



On obtient don :
ln(

√
3 + x) − 3

√
1 + x =

ln 3

2
− 1 − 1

6
x +

1

12
x2 − 1

18
x3 +

77

1944
x4 + o(x4)Corretion de l'exerie 18 �1. Au voisinage de 0, on a :

cosx = 1 − x2

2
+

x4

24
+ o

+∞
(x5),don

ln(1 + cosx) = ln

(

2 − x2

2
+

x4

24
+ o

+∞
(x5)

)

= ln 2 + ln

(

1 − x2

4
+

x4

48
+ o

+∞
(x5)

)

= ln 2 − x2

4
+

x4

48
− 1

2

x4

16
+ o(x5)

= ln 2 − x2

4
− x4

96
+ o(x5)

= ln 2

(

1 − x2

4 ln 2
− x4

96 ln 2

)

+ o(x5)On inverse ela, et on obtient don :
1

ln(1 + cosx)
=

1

ln 2

(

1 +
x2

4 ln 2
+

x4

96 ln 2
+

x4

16 ln2 2

)

+ o(x5)

=
1

ln 2
+

x2

4 ln2 2
+

(

1

96 ln2 2
+

1

16 ln3 2

)

x4 + o(x5)2. On a, au voisinage de 0 :
tan x =

sin x

cosx
=

x − x3

6 + o(x3)

1 − x2

2 + o(x3)
=

(

x − x3

6

)(

1 +
x2

2

)

+ o(x3) = x +
x3

3
+ o(x3).Pour aluler le DL de l'Artan, on peut déterminer ('est faile) elui de sa dérivée, puis intégrer. Maisl'intégration de DL n'est en fait pas au programme. On peut s'en sortir à l'aide de la formule de Taylor-Young, du fait que Arctan est de lasse C3. Il faut pour ela déterminer les dérivées suessives de Arctan en

0. Pour ela, on va en fait aluler les dérivées suessives de sa dérivée dé�nie par
∀x ∈ R, Arctan′(x) =

1

1 + x2
= 1 − x2 + o(x2).Or, en identi�ant ave le DL obtenu pour ette fontion par la formule de Taylor-Young (par uniité du DL),on obtient :

Arctan′(0) = 1, Arctan′′(0) = 0 et Arctan(3)(0) = 2!(−1) = −2.Comme de plus, Arctan(0) = 0, il vient, d'après la formule de Taylor-Young,
Arctan(x) = x − 2

6
x3 + o(x3) = x − x3

3
+ o(x3).C'est la seule méthode que vous puissiez appliquer systématiquement pour intégrer un DL, à ondition d'avoirles hypothèses de régularité néessaires.Pour l'artangente, on peut utiliser une autre méthode, issue du fait qu'il s'agit de la réiproque de tan. Toutd'abord, étant de lasse C3, Arctan admet un DL à l'ordre 3, d'après la formule de Taylor-Young. Comme

Arctanx = 0, il n'y a pas de terme onstant. Notons don e DL :
Arctanx = ax + bx2 + cx3 + o(x3).On a tan(Arctanx) = x, don, en omposant e DL ave elui de la tangente :
ax + bx2 + cx3 +

a3

3
x3 + o(x3) = x.15



On identi�e (uniité du DL), et on obtient :
a = 1, b = 0, c = −a3

3
= −1

3
.On retrouve don le DL : Arctanx = x − x3

3
+ o(x3).On a alors :

ln(Arctanx) − ln(tanx) = ln
Arctan x

tan x
= ln

1 − x2

3 + o(x2)

1 + x2

3 + o(x2)

= ln

((

1 − x2

3

)(

1 − x2

3

)

+ o(x2)

)

= ln

(

1 − 2

3
x2 + o(x2

)

∼
0
−2

3
x2.Corretion de l'exerie 19 �1. E�etuons un hangement de variables y = x − 1

2 , ainsi, y tend vers 0 lorsque x tend vers 1
2 . On a don auvoisinage de 1

2 pour x :
f(x) = cos(πx(1 − x)) = cos

(

π

(

1

2
+ y

)(

1

2
− y

))

= cos
(π

4
− πy2

)

= cos
(π

4

)

cos(πy2) + sin
(π

4

)

sin(πy2)

=

√
2

2

(

1 + o(y3) + πy2 + o(y3)
)

=

√
2

2

(

1 + πy2 + o(y2)
)

=

√
2

2

(

1 + π

(

x − 1

2

)2

+ o

(

(

x − 1

2

)2
))2. Une remarque : n'utilisez pas la formule pour la raine 5e ! Ii, le logarithme permet de nettement simpli�erl'expression, puisque :

ln 5
√

2 + cosx =
1

5
ln(2 + cosx)...On a, au voisinage de 0 :

2 + cosx = 3 − x2

2
+

x4

24
+ o(x5) = 3

(

1 − x2

6
+

x4

72

)

+ o(x5),don
ln(2 + cosx) = ln 3 +

(

(

−x2

6
+

x4

72

)

− 1

2

(

−x2

6
+

x4

72

)2

+ o(x5)

)

= ln 3 − x2

6
+

x4

72
− x4

72
+ o(x5) = ln 3 − x2

6
+ o(x5).Ainsi,

ln 5
√

2 + cosx =
ln 3

5
− x2

30
+ o(x5).3. On fait le hangement de variable y = x − π

3 , ainsi, y est au voisinage de 0 lorsque x est au voisinage de π
3 .

16



Par onséquent, au voisinage de π
3 , on a :

ln(sinx) = ln
(

sin
(π

3
+ y
))

= ln
(

sin
(π

3

)

cos y + cos
(π

3

)

sin y
)

= ln

(√
3

2

(

1 − y2

2
+ o(y2)

)

+
1

2

(

y + o(y2)
)

)

= ln

(√
3

2

)

+ ln

(

1 +
1√
3
· y − y2

2
+ o(y2)

)

=
1

2
ln 3 − ln 2 +

(

1√
3
· 1

y
− y2

2

)

− 1

2

(

1√
3
· y − y2

2

)2

+ o(y2)

=
1

2
ln 3 − ln 2 +

1√
3
· y − 2

3
y2 + o(y2)

=
1

2
ln 3 − ln 2 +

1√
3
·
(

x − π

3

)

− 2

3

(

x − π

3

)2

+ o

(

(

x − π

3

)2
)Corretion de l'exerie 20 � Nous avons, au voisinage de 0 :

1 + ex = 2 + x +
x2

2
+

x3

6
+ o(x3).Ainsi, d'après la formule donnant cos(a + b), il vient :

cos (1 + ex) = cos (2) cos

(

x +
x2

2
+

x3

6
+ o(x3)

)

− sin (2) sin

(

x +
x2

2
+

x3

6
+ o(x3)

)

.Ainsi, les termes dans le sinus et le osinus tendant vers 0, on obtient, par omposition :
cos(1 + ex) = cos(2)

(

1 − 1

2

(

x +
x2

2
+

x3

6

)2
)

− sin(2)

(

(

x +
x2

2
+

x3

6

)

− 1

6

(

x +
x2

2
+

x3

6

)3
)

+ o(x3)

= cos(2) − sin(2)x − 1

2
(cos(2) + sin(2))x2 −

(

cos(2)

2
+

sin(2)

6
− sin(2)

6

)

x3 + o(x3),d'où en�n :
cos(1 + ex) = cos(2) − sin(2)x − 1

2
(cos(2) + sin(2))x2 − cos(2)

2
x3 + o(x3)Corretion de l'exerie 21 � Nous avons, au voisinage de 0,

π

2
− π

4
ex =

π

4
− π

4
x − π

8
x2 − π

24
x3 − π

96
x4 + o(x4).Ainsi, en utilisant une formule de trigonométrie :

cos
(π

2
− π

4
ex
)

= cos
(π

4

)

cos
(π

4
x +

π

8
x2 +

π

24
x3 +

π

96
x4
)

+ sin
(π

4

)

sin
(π

4
x +

π

8
x2 +

π

24
x3 +

π

96
x4
)

+ o(x4)

=

√
2

2

(

1 − 1

2

(π

4
x +

π

8
x2 +

π

24
x3 +

π

96
x4
)2

+
1

24

(π

4
x +

π

8
x2 +

π

24
x3 +

π

96
x4
)4

+
(π

4
x +

π

8
x2 +

π

24
x3 +

π

96
x4
)

− 1

6

(π

4
x +

π

8
x2 +

π

24
x3 +

π

96
x4
)3
)

=

√
2

2

(

1 − 1

2

(

π2

16
x2 +

π2

64
x4 +

π2

16
x3

)

+
1

24
· π4

256
x4 +

(π

4
x +

π

8
x2 +

π

24
x3 +

π

96
x4
)

−1

6

(

π3

64
x3 +

3π3

128
x4

)

+ o(x4)

)

= 1 +
π

4
x +

(

π

8
− π2

32

)

x2 +

(

π

24
− π2

32
− π3

384

)

x3 +

(

π

96
− π2

128
− 3π3

128
+

π4

6144

)

x4 + o(x4)

17



Corretion de l'exerie 22 � On a : f(x) ∼
+∞

1

ln
(

1 + 1
x

) ∼
+∞

x, don admet un développement asymptotique(DA) de valuation −1.Le DA à l'ordre 0, s'il existe, fournit l'équation de la tangente, et le DA à l'ordre 1 fournit, si le terme d'ordre 1est non nul, la position de la ourbe par rapport à l'asymptote au voisinage de +∞.Pour aller jusqu'à l'ordre 1, il faut faire un DL à l'ordre 2 de 1

x ln
(

1 + ln
(

1 + 1
x

)) (qu'on divisera ensuite par 1
x ),don un DL à l'ordre 2 de x ln

(

1 + ln

(

1 +
1

x

)), don un DL à l'ordre 3 de ln

(

1 + ln

(

1 +
1

x

)) au voisinage de
+∞. Or,

ln

(

1 +
1

x

)

=
1

x
− 1

2x2
+

1

3x3
+ o

+∞

(

1

x3

)

.Ainsi,
ln

(

1 + ln

(

1 +
1

x

))

=

(

1

x
− 1

2x2
+

1

3x3

)

− 1

2

(

1

x
− 1

2x2
+

1

3x3

)2

+
1

3

(

1

x
− 1

2x2
+

1

3x3

)3

+ o

+∞

(

1

x3

)

=
1

x
− 1

2x2
+

1

3x3
− 1

2
· 1

x2
+

1

2
· 1

x3
+

1

3
· 1

x3
+ o

+∞

(

1

x3

)

=
1

x
− 1

x2
+

7

6
· 1

x3
+ o

+∞

(

1

x3

)

.On en déduit que
x ln

(

1 + ln

(

1 +
1

x

))

= 1 − 1

x
+

7

6
· 1

x2
+ o

+∞

(

1

x2

)

,puis
1

x ln
(

1 + ln
(

1 + 1
x

)) = 1 +

(

1

x
− 7

6
· 1

x2

)

+

(

1

x
− 7

6
· 1

x2

)2

+ o

+∞

(

1

x2

)

= 1 +
1

x
− 1

6
· 1

x2
+ o

+∞

(

1

x2

)

.Ainsi,
f(x) = x + 1 − 1

6x
+ o

+∞

(

1

x

)

.On en déduit que la ourbe de f présente en +∞ une asymptote d'équation y = x + 1, et qu'au voisinage de +∞,
f(x)− (x + 1) est du même signe que − 1

6x
, 'est-à-dire négatif. Ainsi, au voisinage de +∞, la ourbe de f est sousson asymptote.
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