LyCEE LA BRUYERE, VERSAILLES 2011/2012
ECS 2 — Mathématiques

Analyse 5 — Fonctions de plusieurs variables : continuité, calcul différentiel

2y siz>y?
2x

Correction de ’exercice 7 — Soit f la fonction définie par : f(z) = —  sifzl < yrety#0
Yy

-2y sixz < —y2

1. Tout d’abord, remarquons que les redondances de définition de f ne donnent par de conflit. En effet :
o siz=uy? y#0, f est défini a la fois par la premiére et la deuxiéme égalité, ce qui n’est pas génant, car

on vérifie facilement que dans ce cas, 271 = 2y.

e Siz=—y? y#0, f est défini & la fois par la deuxiéme et la troisiéme égalité, ce qui n’est pas génant, car
on vérifie facilement que dans ce cas, 2?1 = —2y.

e Siz=y =0, f est défini a la fois par la premiére et la troisiéme égalité, ce qui n’est pas génant, car dans
ce cas, 2y = —2y = 0.
e Dans tous les autres cas, (z,y) vérifie une et une seule des trois conditions.

Ainsi, f est bien définie sur R?.

Les fonctions g et h définies pour tout (z,y) € R? par :
glwy) =y~ et hlzy) =y’ +a

sont continues sur R? en tant que fonctions polynomiales. Ainsi, les ensembles suivants :

o U1 ={(z,y) eER? |2 >y?} = g7'(] — 00,0[);

o Uz={(z,y) eR? | [z] <9} = {(z,y) e R? | —y* <2 <y’} = g71(]0, +00) N h~(]0, +00])

o Us={(z,y) eR? |z < —y?} = h™}(] — 00,0])

sont trois sous-ensembles ouverts de R?, en tant qu’images réciproques (ou intersection d’images réciproques)

de sous-ensembles ouverts de R par une fonction continue.

On remarquera que 'hypothése y # 0 est automatiquement vérifiée pour tout (x,y) € Us, car si y = 0, on ne

peut pas avoir |z| < y.

e Sur 'ouvert Uy, f coincide avec la fonction polynomiale (donc continue) (x,y) — 2y. Ainsi, U; étant ouvert,
f est continue sur U;.

e Sur Pouvert Us, f coincide avec la fonction (z,y) — 27””, continue en tant que quotient de deux fonctions
polynomiales (donc continues), le dénominateur ne s’annulant pas sur Us. Ainsi, U étant ouvert, f est
continue sur Us.

e Sur louvert Us, f coincide avec la fonction polynomiale (donc continue) (x,y) — —2y. Ainsi, Us étant
ouvert, f est continue sur Us.

Il reste a étudier la continuité de f a la jonction des trois domaines Uy, Us et Us.

e Soit (z9,y0) tel que g = y3, et yo # 0. Alors :

* lim T,y) = lim 29 =2
o) T OV = () Ry Y = B0
z>y° z>y°
2 2 292
* lim fz,y) = lim 22t % 240
(z,y)—(z0,y0) (z,y)—=(z0,y0) Y Yo Yo
O<z<y2 0<z<y2
Ainsi :
lim T,Y) = lim x,
(z,9)—(z0,y0) f( y) (z,y)—(z0,Y0) f( y)
z>y? o<z<y?

donc, les deux domaines {(z,y) € R? | z > y*} et {(z,y) € R? | 0 < z < y?} formant une partition de
R% x R, qui est un voisinage de (zo, yo), on en déduit que f est continue en (xo,yo)
e Méme raisonnement si zg = —y3

[ ] Si (wo,yo) = (0,0) :



* lim T,y) = lim 2y=0
(rﬁy)ﬂ(oyo)f( v) (z,5)—(0,0) Y
z>y? z>y?
* lim T,y) = lim —2y=0
(w,y)—>(070)f( 2 (z,y)—(0,0) v
z<—y? z<y?
2x 2
* lim z,y)= lim == =0, car | 22| < 22 =2y, qui tend vers 0.
(z,yH(oyO)f( v) (z,9)—(0,0) ¥ Y Y Y
o] <—y? |z|<y?
Ainsi :
lim T,y) = lim T,y) = lim x,
(w,y)—>(070)f( 2 (w,y)—>(070)f( 2 (w,y)—>(070)f( v)
z>y? z<—y? |lz|<y®

donc, les trois domaines {(z,y) € R? | z > y?}, {(x,y) € R? | 2 < —y?} et {(x,y) € R? | |z] < y?} formant
une partition de R?, on en déduit que f est continue en (0,0).
Ainsi, f est continue en tout point de R2.

2. Soit (A, a, ) € R x RY. Montrons qu'’il existe au moins un triplet
((E,(E/,y) E] - a,a[x] - a,a[X] - 6;6[

tel que |f(z,y) — f(a',y)| > Ale — .

Soit y €] — B, B[ non nul. Nous avons alors :
| = a,a[n] =y, y*[=] — min(a, y*), min(a, y*)[.

Puisque o > 0 et y? > 0, cet ensemble est un intervalle ouvert non vide. Notons-le I. L’intervalle I contient 0,

mais n’est pas égal & {0} (sinon il ne serait pas ouvert). Ainsi I\ {0} # @. Alors, pour tout (z,2’) € (I'\{0})?,

2z 22/

Y Y

2]z — |

11 suffit donc de choisir initialement y (non nul)tel que ‘—5‘ > A, donc |y| < %, ce qui est possible, puisque
] = B,B8IN] — %, %[ est un intervalle ouvert contenant 0 (donc non vide et non restreint a {0}), et de choisir
x et 2’ distincts dans I\ {0}, ce qui est possible aussi, car I \ {0} étant ouvert et non vide, il contient au
moins deux éléments distincts. Ce choix de y, puis de = et ' améne alors ’égalité

[f(z,y) = f@",y)| > Alz — 2.

Ayant trouvé des valeurs de x, z’ et y convenables quel que soit le choix de (4,, ) € R x R% x R%, on a
bien montré qu'il n’existe aucun (A4, a, 3) € R x R x R% tel que :

V(z,2',y) €] — a,a[x] —a,a[x] — B,8[, |f(x,y)— f(2',y)] < Alx — 2|

Correction de ’exercice 12 —

1. Soit (z,y) € R?% et z =x +1iy. Alors :
e =e 7 = ¢ "% (cosy — isiny).
Ainsi,
ze7? = (x+iy)e " (cosy —isiny) = e “(xcosy + ysiny) +ie “(ycosy — xsiny).

Par conséquent,
—z —x i sa—T el
e?e — e® (x cos y+ysiny) .ele (ycosy zsmy)_
La premiére exponentielle est réelle positive, et la deuxiéme de module 1 (car c’est 'exponentielle d’une
quantité imaginaire pure). Ainsi
—z —x .
|eze | — e® (z cosy+ysiny)

)

et enfin :

f(z,y) =Inle* | = e ®(xcosy + ysiny).



La fonction f est obtenue comme produits et sommes de fonctions de classe C? en une variable (donc aussi
de classe C? vues comme fonctions en 2 variables, par composition avec la projection sur un facteur, qui est

de classe C?). Ainsi, on peut calculer ses dérivées partielles. Soit (z,y) € R? :

9]
° a_f = —e “(zcosy+ysiny) +e “(cosy) =e “((1 —x)cosy — ysiny)
i
82
° a—J; =—e (1 —xz)cosy —ysiny) + e “(—cosy) = e “((x — 2) cosy + ysiny).
T
)
i a_f =e “(—zsiny +siny +ycosy) =e “((1 — z)siny + ycosy)
Y
0 : e .
o 2 =e *((1 —x)cosy + cosy — ysiny) = e *((2 — z)cosy — ysiny).

Ainsi, Af =0, donc f est harmonique sur R?.
. Soit f une fonction de classe C3, harmonique sur U.
0
e Puisque f est de classe C3?, 6_f est de classe C2. Ainsi, d’aprés le théoréme de Schwarz, appliqué d’abord &
Y
L Of
uis & ——,
fp By

Fop_ o or_ o
0y2 0xr  Oydx dy  (0x)(0y)?’

Ainsi,

AV OO O of 0 (0 0N _ 0
dxr  0x20x  0y20x Ox \0x2 Oy ox

puisque f est harmonique.

Af) =0,

. N . R of :
e Un raisonnement similaire, en inversant les réles de = et y, montre que == est harmonique.

Ay
e Soit g définie pour tout (z,y) € R? par :
_of af
Alors g est de classe C2 sur R? et
By ey - - Ly
or  Jog2\"Y zazay wY Oy wY
g Of >’f f
29 _ 2 _ _9
* 53 = Ygas (T Y) 520y (z,y) 920y (z,y)
. 0% *f *f *f
* De meme, 8—y2 = 71‘6—?}3(1', y) + y5y26x (ZL', y) =+ 26:{}6,(5 (ZL', y)
Ainsi, d’aprés le théoréme de Schwarz, il reste :
o3 f o3 f o f O3 f

Ag(z,y)

=Ygy + Y5700 (z,y) — T 920y (z,y) = ‘Ta—yg(x’ v),

et, par de nouvelles utilisations du théoréme de Schwarz, f étant de classe C3, on obtient :

of of
A =yA— — A=~
9(z,y) =yAo-—2 3y’
X o of of . .
et d’aprés ce qui précéde, AG_ =0et Aa— =0, donc Ag = 0. Ainsi, g est harmonique.
€ Y
Montrer que g % et y% — xg sont harmoniques.

Oz’ Oy Ox Ay
. La fonction f est de classe C2 sur R x R* car quotient et composée de fonctions de classe C2. On obtient alors,
pour tout (x,y) € R x R*

. 3f(x y)—l 1 _ y o
% ) _5 . 2_z2+y27
1+<§)
.ﬁ( ) = 2zy
o2 Y = (@2 + 42)?
g —x 1 —x




. 02f( ) —2xy

—(x = —_—

A2 Y (@2 + 42)?

Ainsi, on a bien, pour tout (z,y) € R x R*, Af(z,y) =0, donc f est harmonique sur R x R*.

x
Mountrer que la fonction définie par f(z,y) = Arctan — est harmonique sur R* x R.

Correction de ’exercice 19 —

1. Tout d’abord, justifions I'existence des dérivées partielles secondes de f.

e La fonction (z,y) — xy est de classe C* sur (R%)?, en tant que fonction polynomiale, et a valeurs dans
R’ . De plus, la fonction u — \/u est de classe C? sur R% . D’aprés le théoréme de composition, la fonction
composée (z,y) — /7y est donc de classe C? sur (R*)?.

e De méme, la fonction 6 étant de classe C? sur R7, la fonction (z,y) — 6(zy), égale a la composée de la
fonction (z,y) — zy et de la fonction 6, est de classe C? sur (R% ).

e De méme pour (z,y) — ¢ (%), la fonction (z,y) — £ étant de classe C? sur (R%) en tant que quotient de
deux fonctions polynomiales sur ce domaine, le dénominateur ne s’annulant pas.

e Ainsi, la fonction f s’écrit comme produit et somme de fonctions de classe C? sur (R%)?, elle est donc

elle-méme de classe C? sur ce domaine.

On peut donc calculer les dérivées partielles secondes de f : pour tout (z,y) de (R%)? :

.
¢ e =gl o (8) L (2) oo = 2o (2) 25 (2)

Y
i y? YN NI Y (N UBYE YN LY Y (YUY o
g/ -7 (L)L 2L L4 L4 LA L4 9"
. axQ(z,y) 1wl Y x) N (x)+2$g<p (x)er% 3¢ (x)ﬂ/ (zy),
2f 1 3 5
Y2 Yy y2 (Y yz (Y 2011
e )= (2) i (2] 0 (2) i
one : =5 (z,y) o P\t (D) T g +y70" (zy)
of xt (y) v: (Y ,
- T (1) 2 (1)
ay(:c Y) i) P p) e (zy)
>’ f 2y Ly 1y L YE (Y 5
_ g J 7 g g 9//
° o Q(zay) 4yg¢(x)+2$%y%@ <$)+2y%$%¢ <-T)+.T%<P (x)+1' (zy),
1 1
,an 2 Yy 1 1 (Y Yy (Y 2011
donc : Q(xay)__ 3P\~ + . 2 U +_3(10 - +$9 (‘Ty)
oy 4y T z3Y? T T3 T
Un calcul sans difficulté ameéne alors, pour tout (z,y) € (R%)? :

E)Qf 92f
2 2
) (z,9) —y e (z,y) = 0.

2. La fonction f est de classe C? sur (R%)?, et les fonctions (u,v) — % et (u,v) — y/uv sont de classe C* sur
(Rj_)Q, a valeurs dans R% , en tant que quotient de fonctions polynomiales, ou en tant que composée d’une
fonction polynomiale et de la fonction racine, de classe C? sur R?* . Ainsi, g est obtenue comme composées de
fonctions de classe C2, elle est donc de classe C2.

De plus, les régles de dérivation de fonctions composées aménent, pour tout (u,v) € (Ri)Q :
Ju
00 @ ) ) o (E )y SB[
-av<u,v>—<w(ﬁ,m),< # >>— S (Eva) S ().
0%g 1 of \/ﬂ 1 8%f U 1 8%f U
—auauw’”)—%m%( ‘V“_)ra—< ;’@)myax< ;’@)+
1 of U 1 9°f U 10%f U
* vy (Vo) * sy (Vo ve) + ir (Vv
B 1 Of U 1 of U 1 9°f U 10%f U
- dvy/uww Oz (\/:’m>+4\/ﬁ8y <\/;’m) 4v? Jx? v’\/ﬁ +48y2 v’\/ﬁ ’

d’aprés le théoréme de Schwarz, f étant de classe C? sur (R%)2.




Ainsi, pour tout (u,v) dans (R%)2,

autn) 2zt o) =g g (V5w 50 (Vi) + avgar (V5 v)
- (avim) « g (e vm) - 554 (15 )
=i g (5 v) 5 gk (5 V).

U
Or, f vérifie I'équation (1), donc en posant z = \/j et y = v/uv, qui sont bien dans (Ri)2 pour tout
v

(u,v) € (R%)?, il vient :
2 2

st () =555 (o) -

SEES

soit, en divisant par 2v > 0,

0 0?
Ainsi, en comparant a I’expression obtenue pour —g(u, v) — 2u (u,v), on peut conclure :
v Oudv
0 0?
V(u,v) € (R%)?, a—‘Z(u,v) - 2u8uagv (u,v) = 0.

3. On se propose de déterminer I’ensemble des fonctions h de classe C! sur R* qui vérifient :
Ve RY, K(t)+ %h(t) =0 (3

(a) Soit hg : t — t% = e @In? définie sur R*. Alors hg est de classe C! sur RY, en tant que composée de
fonctions exponentielles et logarithmiques, de classe C'. On a :
e sia#0,
* / —a—1 a a
vt€R+, ho(t):*at :*?—:*Eho(t),

e sia=0,

a

Vt e RY, ho(t) =0= —?ho(t).

Dans tous les cas, hg est solution de 'équation différentielle (3).

b) Soit h une solution de (3), et k définie sur R* par k : t — t*h(t). Alors, k est de classe C! sir R* en tant
+ +

quie produit de fonctions de classe C!, et, si a # 0 :
Ve e RY, K (t) = at® h(t) + 0 (t) = t“(%h(t) +R(t) =0,
d’aprés 'équation satisfaite par h. Si a = 0, on obtient directement
vVt e RY, K'(t)="h'(t)=0.

Ainsi, dans tous les cas, k" est nulle sur I'intervalle R? , donc & est une fonction constante (attention,

cette propriété est vraie car on est sur un intervalle).

(¢) Soit S I'ensemble des fonctions solutions de I’équation (3). Ainsi :
e d’apres 3(a), hg € S, et par linéarité de la dérivation, il en découle immédiatement que Vect(hg) C S;
o d’aprés 3(b), si h € S, t — t*h(t) est une fonction constante sur R, disons de valeur C' € R. Alors :

C

VEERL, t"h(t)=C  donc:  h(t) = = = Cho(t).

Ainsi, h € Vect(hg), d’oit I'inclusion § C Vect(hg).
Ainsi, I'ensemble des solutions de 'équation (3) est S = Vect(hg), ¢’est-a-dire I'ensemble des fonctions
t— £ C € R, définies sur R

ta)



4.

Soit f une fonction de classe C? sur (R%)?, solution de I'équation (1). Considérons la fonction g définie &

partir de f comme dans la question 2. D’aprés la question 2, on a,pour tout (u,v) € (R%)? :

22 (u,0) — 52 (u,0)
duov " T e

0
Alors, a v fixé, la fonction 99 yerifie (pour la dérivation par rapport a u) la relation (3), avec a = —%. Ainsi,
il existe une constante C' (constante par rapport a la variable u, mais pouvant dépendre de v), c’est a dire
une fonction C': R} — R ne dépendant que de v, telle que :
dg C(v

Vu € RY, %(u,v) = u*; =Vu-C(v). (4)

9]
La fonction de 2 variables 6_9 est de classe C!, car g est de classe C2. Ainsi, pour tout valeur de u € R%, la
v

0
fonction d’une variable v — —g(u, v) est de classe C! en la variable v sur R% . En particulier, pour u = 1, on
v
obtient le caractére C* de la fonction C. Ainsi, C' admet une primitive ¢ sur R, de classe C? sur cet intervalle
(sa dérivée C étant de classe C!). Ainsi, en primitivant I’égalité (4) par rapport a v, & u fixé, on obtient, pour

tout u € R, I'existence d'un réel (u) tel que :
Yo e RY, g(u,v) = Vu-o(v) + 0(u).

La fonction 6 s’écrit comme différence de deux fonctions de classe C? sur (R%.), donc est de classe C2, considérée
comme fonction de 2 variables, donc aussi en tant que fonction d’une variable. On a donc trouvé deux fonctions

de classe C?, ¢ et 0, telles que :
V(u,v) €RL, g(u,v) = Vai - p(v) + 0(u).

Soit maintenant (z,y) € (R%)?. Montrons qu’il existe des réels strictement positifs (u,v) tels que

xZ\/E et y = Vuv.
v

En mutlipliant ces deux équations, ou en les divisant, on trouve directement les seules valeurs possibles de u
et v:
Y

u=2xy et v= =
T

Réciproquement, ces valeurs de u et v conviennent, et sont bien dans R . Ainsi, d’aprés la relation liant f et

g, on a, pour tout (z,y) € (R%)?:
_ Y\ Yy
flz,y) =g (zy ;) =Ty (5) + 6(zy).
Définissons :
£= R ) (L) +0 0) € C2(R%)} C C2((R%)?
() e @) o vam o (L) o), (5.0) € R} C (R,
et F Pensemble des fonctions solutions de (1).
Nous venons de prouver que toute fonction de F est dans £, donc F C €£.

La premiére question justifie au contraire que £ C F.

Ainsi, on a 'égalité € = F.

Correction de ’exercice 20 — (fonctions homogénes)

1.

(a) Soit f une fonction positivement homogene de degré «, et i € [1,n]. Soit, a t > 0 fixé, g; la fonction

définie sur R™ par :

T
gt(x1,. . o) = f(txy, ... txy) c’est-a-dire 9:(X) = f(tX), oll X =

Tn



D’aprés les régles de dérivation de fonctions composées, g est de classe C! sur R”, et, en posant pour
tout j € [1,n], u;(X) = tz;,

agt au]
axz Z axz ax] X)-
Or, les u; ne dépendent pas de z; si j # j. Il reste donc :
09t Ou; of of
X) = tX)=t tX
axi( ) axl( )axl( ) axi( )
Or, pour tout X € R",
9¢(X) =t f(X),
donc, en dérivant par rapport & x;,
0gt of
X)=1t*
aIZ_( ) aIZ( )-
Ainsi, pour tout X € R™,
8 f af
tX =t° X).
axl 0,731( )
Comme t a été fixé strictement positif, on peut simplifier par ¢, et il vient :
af of
vX e R, =1t
o0x; 0,731( )
Ceci étant vrai pour tout ¢ > 0, on en déduit que 3 est positivement homogéne.
L

Soit I la fonction de R’ dans R définie par :

h(t) = f(tzq, ... txy).

Soit pour tout i € [1,n], v; définie sur R%. par v;(t) = t;, de classe C'.

D’aprés les régles de composition, h est de classe C! sur R%, et

T1
% _ . n / _ I _ .
VEERLVX =] : | €R", W)= Zvi(t)azi (tX) = leaxi (tX).
j=1 =1
In
De plus, pour tout ¢ > 0,
h(t) = t*f(X), donc:  R/(t) = at*" 1 f(X).
Ainsi, pour tout ¢ > 0,
n 8f )
i t* X
> £(X)
En particulier, en évaluant en ¢t = 1, on obtient
i X)= X
> 15, () = af (X)
Réciproquement, supposons que pour tout X € R",
Z zz . = af(X).
D’aprés les régles de composition, la fonction ¢ est de classe C' sur R%, et
. of 1 of 1
VE>0, o(t) = i—— (X)) =) to;=——(tX)=-af(tX),
(0 = D g (130 = 7 Dt (1) = Gl (1)



d’aprés 'équation satisfaite par f, prise au point ¢X. Ainsi,

V>0, () = Selt).

C’est une équation différentielle de type connu (¢’ = g¢), dont les solutions sont ¢ = Ke®, G étant une
primitive de g. Ainsi, il existe un réel K tel que

VteRY, ot) = Ke*™ = Kt*.
En évaluant en t = 1, on trouve K = ¢(1) = f(X). Ainsi :
VteRL, f(tX)=1t"f(X).

Ceci étant vrai pour tout vecteur X de R™, on en déduit que f est positivement homogéne de degré a.

Supposons que fj est une solution positivement homogéne de degré o de (x). D’apreés la question 1(b),

0 0
Yie,) € B 250w 0) + 45 (0, y) = o)

on a

Ainsi,
V(,y) € R%, afolr,y) = (z* +y*)2.

Ainsi, la seule fonction homogéne qui puisse étre solution de (*) est définie sur R? par

1 1
folz,y) = =(a" +y")2.
De plus, pour tout ¢ > 0,
((t2)* + (ty) )= = (2" + 47,
1
donc a = 2. Done, nécessairement fo(z,y) = 5(304 + y4)l.

Réciproquement, vérifions que fy ainsi définie est solution de (). On a :

1 1 3
%(I,y):—'4$3 1 i 1
Oz 2 2at+yh)r (at4yh)e

et de méme,

9fo L 1 y?
(ZC,y) =35 4y T = 1
y 207 20ty (attyt)e
Ainsi,
dfo dfo a 94 4 4\1
r-—(z,y)+y—(z,y) = T+ =@ +y)2.
5 (& Y) yay( y) R (=" +y")

Donc fy est bien solution de (x).
Vous aurez rectifiés le Jy qui s’était transformé en Ozx.

Soit f une solution de (x), et soit g = f — fo. Ainsi :

Jg dg of of
2 e e = —_— e —
V() €B?, agl @) +ug(ey) = oG (ny) $yg ()

= (@' +y")? — (@' +yh)% =0,

0 0

puisque f et fo sont toutes deux solutions de (x).

Réciproquement, soit f une fonction de R™ dans R et g = f — fy, donc f = g + fo. Supposons que

dg dg
2 —_ —_ =
V(z,y) € R, xax(x,y)way(w,y) 0.
Alors
of of dg dg dfo 0 fo
R? 2= hh — g2 = = =0
V(z,y) € R7, zax(x,yHyay(x,y) xax(w,y)way(z,y)ﬂ o (z,y) +y 9y (z,v)

=0+ (@' +yh)E = @t +yh)%.



Ainsi, f est solution de (x) si et seulement si

dg g
2 —_ —_ frnd frnd .
V(z,y) € R, wax(fc,y)way(:ﬂ,y) 0=0-g(z,y).

Dans ce cas, g est positivement homogene de degré 0, d’aprés la question 1(c). On en déduire que pour
tout X € R, et tout t > 0, g(tX) = t°g(X) = g(X). En particulier, en prenant la limite lorsque ¢ tend

vers 0 par valeurs supérieures, on trouve :
VX €R", g(X) = g(0).

Ainsi, g est constante

Soit S I’ensemble des solutions de (x). D’aprés la question précédente,
Sc{fo+C, CeR}

Réciproquement, la constante C' se dérivant en 0 par rapport & x et par rapport a y, et fy étant solution

de (%), les fonctions fo + C sont aussi solutions de (x). Par conséquent,
S={fo+C, CeR}

ol fo est la fonction (z,y) — % (z* + yh)z.



