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tion de l'exer
i
e � Soit a ∈ R
∗
+. Soit (un)n∈N la suite dé�nie par u0 = a et pour tout n ∈ N,

un+1 = ln(1 + u2
n).1. La fon
tion g : x 7→ ln(1 + x2) − x est dé�nie et dérivable sur R, de dérivée donnée par :

∀x ∈ R, g′(x) =
2x

1 + x2
− 1 = −

1 − 2x + x2

1 + x2
= −

(1 − x)2

1 + x2
6 0.Cette inégalité étant stri
te, sauf au point x = 1, la fon
tion g est stri
tement dé
roissante. Comme elle est
ontinue, d'après le théorème de la bije
tion, elle réalise une bije
tion de R sur ϕ(R) = R (les limites en −∞et +∞ étant respe
tivement +∞ et −∞, données par le terme −x, le ln étant négligeable devant 
e terme).Ainsi, 0 admet un unique anté
édent par g. Don
, l'équation x = ln(1 + x2) admet une unique solution dans

RPar ailleurs la valeur x = 0 est solution de 
ette équation, ainsi, d'après 
e qui pré
ède, 
'est la seule solution.2. Le logarithme étant 
roissant, pour tout x > 0, ln(1 + x2) > ln 1 = 0. Ainsi, R
∗
+ est un intervalle stable par

f . Comme u0 = a ∈ R
∗
+, on en déduit que pour tout n ∈ N, un > 0.3. La fon
tion g étant stri
tement dé
roissante et véri�ant g(0) = 0, pour tout x > 0, g(x) < 0. En parti
ulier,pour tout n ∈ N, puisque un > 0, on obtient g(un) < 0, don
 ln(1 + u2

n) − un < 0, don
 un+1 − un < 0.Ainsi, la suite (un)n∈N est dé
roissante. Comme elle est minorée par 0, elle est 
onvergente. La fon
tion
f : x 7→ ln(1 + x2) étant 
ontinue sur R, la limite de (un)n∈N est un point �xe de f , 
'est-à-dire une solutionde l'équation g(x) = 0. On en déudit que lim

n→+∞
un = 0.4. (a) On utilise dans 
ette question l'inégalité 
lassique ln(1+t) 6 t (provenant de la 
on
avité de t 7→ ln(1+t),par 
omparaison ave
 la tangente en 0)Soit n ∈ N. On a

ln(un+1) = ln(ln(1 + u2
n)) 6 ln(u2

n) = 2 lnun,l'inégalité provenant de la remarque 
i-dessus et de la 
roissan
e du logarithme.(b) Comme un → 0, en prenant ε = 1 dans la dé�nition de la 
onvergen
e, il existe un entier n0 tel quepour tout n > n0, un < 0 + ε = 1. En itérant la relation pré
édente, il vient don
, pour tout n > n0

ln(un) 6 2n−n0 ln(un0
) soit: ln(un)

2n
6

1

2n0
ln(un0

) < 0.Le majorant est une 
onstante stri
tement négative. Ainsi, si (

lnun

2n

)

n∈N

admet une limite ℓ, 
ettelimite véri�e
ℓ 6

1

2n0
ln(un0

) < 0,en parti
ulier, elle ne peut pas être nulle.5. (a) D'après la question 4(a), pour tout n ∈ N

ln(un+1) 6 2 ln(un).En divisant 
ette inégalité par 2n+1, il vient :
ln(un+1)

2n+1
6

ln(un)

2n
.Ainsi, la suite (

ln(un)

2n

)

n∈N

est dé
roissante.(b) La fon
tion ln étant de 
lasse C3, on peut utiliser l'inégalité de Taylor-Lagrange à l'ordre 2. La dérivée3-ième de h : t 7→ ln(1 + t) sur [0, 1] est donnée par :
∀t ∈ [0, 1], h(3)(t) =

2

(1 + t)3
> 0.Ainsi, d'après l'inégalité de Taylor-Lagrange,

∀x ∈]0, 1[, h(x) − h(0) + h′(0)x + h′′(0)x2
> 0 soit: ln(1 + x) − x +

x2

2
> 0.1



(
) L'inégalité n'est vraie que pour n assez grand. En e�et, pour appliquer la question pré
édente, il fautavoir que un ∈]0, 1[, 
e qui est le 
as au moins à partir d'un 
ertain rang (puisque un → 0), mais pasné
essairement pour des petites valeurs de n.Soit don
 n0 tel que pour tout n > n0, un ∈]0, 1[.Soit n > n0. D'après l'inégalité pré
édente, et la 
roissan
e du logarithme, on a :
ln(un+1) = ln(ln(1 + u2

n)) > ln

(

u2
n −

u4
n

2

)

= ln

(

u2
n

(

1 −
u2

n

2

))

= ln(u2
n) + ln

(

1 −
u2

n

2

)

.On obtient bien
∀n > n0, ln(un+1) > 2 ln(un) + ln

(

1 −
u2

n

2

)

.(d) Puisque (un) tend vers 0, ln
(

1 −
u2

n

2

) tend vers 0 aussi, don

∣

∣

∣

∣

1

2n
ln

(

1 −
u2

n

2

)∣

∣

∣

∣

= o

(

1

2n

)

.Or, la série ∑

1
2n est 
onvergente en tant que série géométrique de paramètre 1

2 ∈]0, 1[, et est posi-tive. Ainsi, d'après le théorème de 
omparaison des séries par négligeabilité, la série de terme général
1
2n ln

(

1 −
u2

n

2

) est absolument 
onvergente, don
 
onvergente.Soit n > n0. On a, pour tout k ∈ [[n0, n − 1]],
ln(un+1)

2n+1
>

ln(un)

2n
+

1

2n+1
ln

(

1 −
u2

n

2

)

.En sommant 
es inégalités, il vient :
n−1
∑

k=n0

ln(uk+1)

2k+1
>

n−1
∑

k=n0

ln(uk)

2k
+

1

2

n−1
∑

k=n0

1

2n
ln

(

1 −
u2

k

2

)

,soit, après simpli�
ation des termes des deux premières sommes :
ln(un)

2n
>

ln(un0
)

2n0
+

1

2

n−1
∑

k=n0

1

2n
ln

(

1 −
u2

k

2

)

.La série de terme général 1

2n
ln

(

1 −
u2

k

2

) étant 
onvergente (et à termes négatifs), sa somme partielle
onverge, don
 est bornée, et en parti
ulier, elle est minorée. Ainsi, il existe une 
onstante m telle que :
∀n > n0,

ln(un)

2n
>

ln(un0
)

2n0
+ m.Ainsi, le minorant étant indépendant de n, la suite (

ln(un)
2n

)

n∈N

est minorée.(e) Ainsi, (

ln(un)
2n

)

n∈N

est dé
roissante et minorée. Elle admet don
 une limite �nie ℓ. Cette limite estnégative (
ar ln(un) < 0 à partir d'un 
ertain rang, puisque un → 0). De plus elle est non nulle d'aprèsla question 4(b). Ainsi, ℓ < 0. Soit b = eℓ On a alors b ∈]0, 1[, et ln(un)
2n → ln(b) don
 ln(un) ∼

+∞
2n ln(b).(f) Posons c ∈]b, 1[ quel
onque. On a alors

un

c2n
= eln(un)−2n ln(c).Or, ln(un) ∼

+∞
2n ln(b), don
 ln(un) = 2n ln(b) + o(2n), don


ln(un) − 2n ln(c) = 2n(ln(b) − ln(c)) + o(2n).Comme b 6= c, ln(b) − ln(c) 6= 0, don

ln(un) − 2n ln(c) ∼

+∞
2n(ln(b) − ln(c)).En�n, par 
roissan
e de ln, puisque b < c, on obtient ln(b) − ln(c) < 0, don


lim
n→+∞

2n(ln(b) − ln(c)) = −∞.Il en résulte que lim
n→+∞

un

c2n
= 0. On a don
 (en prenant ε = 1 dans la dé�nition de la 
onvergen
e)l'existen
e d'un entier N tel que, pour tout n > N , un

c2n
6 1, don
 un 6 c2n .2



6. La série ∑

uα
n est à termes positifs, et ne diverge pas grossièrement puisque α ∈ R

∗
+.On a, pour tout n > N ,

0 6 uα
n 6 c2nα

6 c2nα,puisque 2n > 2n pour tout n ∈ N, et puisque c < 1. Or, ∑ c2nα est une série géométrique de raison c2α ∈]0, 1[,don
 elle est 
onvegente. On déduit don
 du théorème de 
omparaison des séries à termes positifs que ∑

uα
n
onverge.Corre
tion du problème �Partie I � Étude d'une suite (un)n∈N dé�nie impli
itement1. Soit n ∈ N

∗. Étudions la fon
tion fn. Elle est dé�nie sur R+, et y est dérivable, en tant que somme et quotientde fon
tions dérivables. On pourra remarquer que sous la forme suivante, fn est plus simple à dériver :
∀x ∈ R+, fn(x) = e−x − 1 +

2n

x + n
et f ′

n(x) = −e−x −
2n

(x + n)2
.Par 
onséquent, f ′

n est stri
tement négative sur R+, don
 fn est stri
tement dé
roissante. De plus, on a
fn(0) = 2 et lim

x→+∞
fn(x) = −1. On obtient don
 le tableau de variations suivant :

x

f ′(x)

f(x)

−∞ un +∞

− −

2

0

−1Comme fn est 
ontinue sur [0, +∞[, et y est stri
tement dé
roissante, d'après le théorème de la bije
tion, fnréalise une bije
tion de [0, +∞[ sur son image ] lim
x→+∞

fn(x), fn(0)] =]− 1, 2]. Comme 0 est dans 
et intervalleimage, il admet un et un seul anté
édent un par fn. Ainsi, l'équation fn(x) = 0 admet une unique solution
un.2. Soit n ∈ N

∗. On a : fn(n) = e−n > 0. Ainsi, fn(n) > fn(un). Puisque fn est dé
roissante, on en déduit que
n < un. Ainsi :

∀n ∈ N
∗, un > n.Comme lim

n→+∞
n = +∞, on en déduit, d'après le théorème de minoration, que lim

n→+∞
un = +∞.3. On a, pour tout n ∈ N

∗,
fn(n + 1) = e−(n+1) −

1

2n + 1
=

1

2n + 1

(

(2n + 1)e−(n+1) − 1
)

.Or, d'après les 
roissan
es 
omparées, lim
n→+∞

(2n + 1)e−(n+1) = 0, don
 lim
n→+∞

(

(2n + 1)e−(n+1) − 1
)

= −1.Par 
onséquent, par dé�nition de la limite, en prenant ε = 1, il existe N ∈ N tel que pour tout n > N ,
(2n + 1)e−(n+1) − 1 < 0, puis fn(n + 1) < 0.Alors, pour tout n > N , fn(n + 1) < fn(un), et fn étant dé
roissante, on en déduit que un < n + 1.En 
ombinant ave
 l'inégalité obtenue dans la question pré
édente, on obtient :

∀n > N, n < un < n + 1 soit: 1 <
un

n
< 1 +

1

n
.Les limites des termes en
adrants sont toutes deux égales à 1, don
, d'après le théorème d'en
adrement,

lim
n→+∞

un

n
= 1, 
e qui signi�e que un ∼

+∞
n.

3



4. Soit n ∈ N
∗. Par dé�nition, e−un+1 =

un+1 − n + 1

un+1 + (n + 1)
. Ainsi :

fn(un+1) = e−un+1 −
un+1 − n

un+1 + n
=

un+1 − (n + 1)

un+1 + (n + 1)
−

un+1 − n

un+1 + n

=
(un+1 − (n + 1))(un+1 + n) − (un+1 − n)(un+1 + (n + 1))

(un+1 + (n + 1))(un+1 + n)
=

−2un+1

(un+1 + (n + 1))(un+1 + n)
.Comme pour tout n ∈ N

∗, un+1 > n + 1 > 0, on en déduit que fn(un+1) < 0, don
 fn(un+1) < fn(un).Comme fn est dé
roissante, il en résulte que pour tout n ∈ N
∗, un+1 > un. Ainsi (un)n∈N∗ est dé
roissante.5. Soit n ∈ N

∗. On a : fn(un) = 0 soit: un − n

un + n
= e−un puis: un − n = (un + n)e−un .Comme n < un < n + 1, on obtient : 0 < un − n < (2n + 1)e−n.Les théorèmes de 
roissan
es 
omparées permettent d'a�rmer que lim

n→+∞
(2n + 1)e−n = 0, don
, d'après lethéorème d'en
adrement, (un − n)n∈N∗ admet une limite, et lim

n→+∞
(un − n) = 0, soit lim

n→+∞
an = 0.6. On a, d'après la relation dé�nissant (un)n∈N∗ : ∀n ∈ N

∗,
an

2ne−n
=

1

2

(

1 +
un

n

)

e−(un−n).Comme un ∼
+∞

n, on a lim
n→+∞

un

n
= 1. De plus, 
omme lim

n→+∞
(un − n) = 0, par 
ontinuité de l'exponentielle,

lim
n→+∞

e−(un−n) = 1. On en déduit que lim
n→+∞

an

2ne−n
= 1, puis que an ∼

+∞
2ne−n.Partie II � Étude de séries dont le terme général est donné en fon
tion de (un)n∈N∗1. Soit α ∈ R. Alors, puisqu'on peut élever un équivalent à une puissan
e �xe, uα

n ∼
+∞

nα. Comme ∑

uα
n est àtermes positifs, on peut appliquer le théorème de 
omparaison par équivalents : la série ∑

uα
n est de mêmenature que la série ∑

nα.Or, on re
onnaît dans 
ette dernière série une série de Riemann de paramètre −α. Elle est don
 
onvergentesi α < −1 et divergente si α > −1.Par 
onséquent, ∑

uα
n 
onverge si et seulement si α < −1.2. (a) • Puisque lim

n→+∞
un = +∞, si α > 0, lim

n→+∞
uα

n = +∞, don
 ((−1)nuα
n)n∈N∗ ne tend pas vers 0. Demême, si α = 0, alors pour tout n ∈ N

∗, (−1)nuα
n = (−1)n, et 
ette suite ne tend pas vers 0. Ainsi, si

α > 0, la série ∑

(−1)nuα
n est grossièrement divergente.

• Si α < −1, puisque ∑

|(−1)nuα
n| =

∑

uα
n est 
onvergente d'après la question pré
édente, on en déduitque ∑

(−1)nuα
n est absolument 
onvergente, don
 
onvergente.

• Supposons maintenant que −1 6 α < 0. Alors, (un)n∈N∗ étant 
roissante positive de limite +∞,
(uα

n)n∈N∗ est dé
roissante positive, de limite 0. Notons, pour tout n ∈ N
∗ :

Sn =

n
∑

k=1

(−1)kuα
k .On a alors :

∗ ∀n ∈ N
∗, S2n+2 − S2n = (−1)2n+1uα

2n+1 + (−1)2n+2uα
2n+2 = uα

2n+2 − uα
2n+1 6 0, 
ar (uα

n)n∈N∗ estdé
roissante ;
∗ ∀n ∈ N

∗, S2n+3 − S2n+1 = (−1)2n+2uα
2n+2 + (−1)2n+3uα

2n+3 = uα
2n+2 − uα

2n+3 > 0, 
ar (uα
n)n∈N∗ estdé
roissante ;

∗ ∀n ∈ N
∗, S2n+1 − S2n = (−1)2n+1uα

2n+1, don
 lim
n→+∞

(S2n+1 − S2n) = 0.Ainsi, (S2n)n∈N∗ est dé
roissante, (S2n+1)n∈N∗ est 
roissante et la limite de leur di�éren
e est 0. Par
onséquent, (S2n)n∈N∗ et (S2n+1)n∈N∗ sont adja
entes. Elles admettent don
 une même limite ℓ. Soit
ε > 0. Par dé�nition de la 
onvergen
e, on a :
∗ ∃N1, ∀n > N1, |S2n − ℓ| < ε ;
∗ ∃N2, ∀n > N2, |S2n+1 − ℓ| < ε ;Par 
onséquent : ∀n > 2 max(N1, N2), |Sn − ℓ| < ε.On en déduit que (Sn)n∈N∗ admet une limite ℓ, don
 que ∑

(−1)nuα
n 
onverge.Cette 
onvergen
e n'est pas absolue d'après la question pré
édente, puisque si α ∈ [−1, 0[, ∑

uα
ndiverge. Ainsi, on a une semi-
onvergen
e.En résumé :

• si α < −1, ∑

(−1)nuα
n 
onverge absolument ;

• si −1 6 α < 0, ∑

(−1)nuα
n est semi-
onvergente ;4



• si α > 0, ∑

(−1)nuα
n diverge grossièrement.(b) Le raisonnement qu'on a fait pour α ∈ [−1, 0[ serait bien sûr valable pour tout α < 0. Alors, dans 
e
as, (S2n)n∈N∗ est dé
roissante, don
 supérieure à sa limite +∞

∑

k=1

(−1)nuα
n, et de même, (S2n+1)n∈N∗ est
roissante, don
 inférieure à sa limite +∞

∑

k=1

(−1)nuα
n. On en déduit que pour tout n ∈ N

∗,
2n+1
∑

k=1

(−1)nuα
n 6

+∞
∑

k=1

(−1)nuα
n 6

2n
∑

k=1

(−1)nuα
n.(
) On déduit de la double-inégalité pré
édente que pour tout n ∈ N

∗ :
• 0 6

2n
∑

k=1

(−1)nuα
n −

+∞
∑

k=1

(−1)nuα
n 6

2n
∑

k=1

(−1)nuα
n −

2n+1
∑

k=1

(−1)nuα
n,soit : 0 6 −

+∞
∑

k=2n+1

(−1)nuα
n 6 uα

2n+1,d'où : ∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

k=2n+1

(−1)nuα
n

∣

∣

∣

∣

∣

6 uα
2n+1,

•

2n−1
∑

k=1

(−1)nuα
n 6

+∞
∑

k=1

(−1)nuα
n 6

2n
∑

k=1

(−1)nuα
n.d'où : 0 6

+∞
∑

k=1

(−1)nuα
n −

2n−1
∑

k=1

(−1)nuα
n 6

2n
∑

k=1

(−1)nuα
n −

2n−1
∑

k=1

(−1)nuα
n,soit : 0 6

+∞
∑

k=2n

(−1)nuα
n 6 uα

2n,d'où : ∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

k=2n

(−1)nuα
n

∣

∣

∣

∣

∣

6 uα
2n,Ainsi, pour tout n ∈ N

∗, ∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

k=n+1

(−1)nuα
n

∣

∣

∣

∣

∣

6 uα
n+1. Don
, en appelant S la somme de la série,

|S − Sn| =

∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

k=n+1

(−1)nuα
n

∣

∣

∣

∣

∣

= O(uα
n+1) = O

(

1

nα

)

,puisque uα
n+1 ∼

+∞

1

(n + 1)α
∼

+∞

1

nα
.Partie III � Étude de séries dont le terme général est donné en fon
tion de (an)n∈N∗1. (a) Si x = 0, la série ∑

anxn 
onverge trivialement (
'est une somme �nie, 
onstituée d'un seul terme). La
onvergen
e est bien sûr absolue !Supposons que x 6= 0. La suite (an)n∈N∗ étant à termes non nuls, on peut 
onsidérer, pour tout n ∈ N
∗,le quotient :

an+1x
n+1

anxn
∼

+∞
x ·

2(n + 1)e−(n+1)

2ne−n
∼

+∞

x

e
.Ainsi, lim

n→+∞

an+1x
n+1

anxn

x

e
.

• Si |x| < e, alors lim
n→+∞

∣

∣

∣

∣

an+1x
n+1

anxn

∣

∣

∣

∣

=
|x|

e
< 1. Soit ℓ ∈

]

|x|
e , 1

[. Par dé�nition de la limite, en
hoisissant ε = ℓ − |x|
e > 0 :

∃N ∈ N
∗, ∀n > N,

∣

∣

∣

∣

an+1x
n+1

anxn

∣

∣

∣

∣

< ℓ.Alors, étant donné une telle valeur de N :
∀n > N,

∣

∣an+1x
n+1

∣

∣ < ℓ|anxn|.5



Soit, pour tout n dans [[N, +∞[[, la propriété P(n): |anxn| 6 ℓn−N |aNxN |.
P(N) est immédiat : |aNxN | 6 |aNxN |.Soit n ∈ [[N, +∞[[ tel que P(n) soit véri�é. Alors :

|an+1x
n+1| < ℓ|anxn| 6 ℓ · ℓn−N |aNxN | = ℓ(n+1)−N |aNxN |,
e qui montre que dans 
e 
as, P(n + 1) est en
ore véri�é.Par 
onséquent, P(N) est vraie, et pour tout n dans [[N, +∞[[, P(n) entraîne P(n + 1). D'après leprin
ipe de ré
urren
e, P(n) est vraie pour tout n dans [[N, +∞[[.Ainsi, pour tout n > N , |anxn| 6

|aNxN |

ℓN
· ℓn.Or, puisque ℓ ∈]0, 1[, la série géométrique ∑

ℓn 
onverge, don
 aussi ∑ |aNxN |

ℓN
·ℓn. D'après le théorèmede 
omparaison des séries à termes positifs, les séries 
onsidérées étant à termes positifs, on en déduitque ∑

|anxn| 
onverge, don
 que ∑

anxn 
onverge absolument (don
 
onverge).
• Si |x| > e, alors :

∀n ∈ N
, |anxn| > |anen|.Or, |anen| ∼

+∞
2n, don
 lim

n→+∞
|anen| = +∞. Par 
onséquent, lim

n→+∞
|anxn| = +∞. La suite (anxn)n∈N∗n'admettant pas de limite nulle, on en déduit que ∑

anxn est grossièrement divergente.Ré
apitulons : ∑

anxn 
onverge absolument si |x| < e, et diverge grossièrement si |x| > e.(b) Soit x ∈] − e, e[, et soit y ∈
]

|x|
e , 1

[. On a :
∣

∣

∣

∣

anxn

yn

∣

∣

∣

∣

∼
+∞

∣

∣

∣

∣

2ne−n

(

x

y

)n∣

∣

∣

∣

= 2n

(

|x|

ey

)n

.Or, 0 6
|x|

ey
< 1, don
 d'après les 
roissan
es 
omparées, puisque pour tout α < 0, lim

n→+∞
neαn = 0, ona :

lim
n→+∞

2nen ln( |x|
ey

) = 0 soit: lim
n→+∞

2n

(

|x|

ey

)n

= 0.On en déduit que lim
n→+∞

∣

∣

∣

∣

anxn

yn

∣

∣

∣

∣

= 0, don
 que |anxn| = o(yn). Par 
onséquent :
∃N ∈ N

∗, ∀n > N, |anxn| 6 yn.Soit une telle valeur de N . Alors, pour tout n > N , et tout m > n, on a :
∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

k=n+1

akxk

∣

∣

∣

∣

∣

6

m
∑

k=n+1

|akxk| 6

m
∑

k=n+1

yk,puisque tous les indi
es k 
onsidérés véri�ent k > N . Comme les séries ∑

akxk et ∑

yk 
onvergent, onpeut passer à la limite lorsque m tend vers +∞ dans 
ette inégalité :
∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

k=n+1

akxk

∣

∣

∣

∣

∣

6

+∞
∑

k=n+1

yk =
yn+1

1 − y
.Pour 
e passage à la limite, on a utilisé la 
ontinuité de la fon
tion � valeur absolue �.(
) On ne peut pas passer à la limite lorsque y tend vers |x|

e
, 
ar pour pouvoir faire 
e passage à la limite, ilfaut le faire à n �xé, et il faudrait don
 trouver un rang à partir duquel l'inégalité est vraie pour tout y(don
 trouver un rang indépendant de y). Or, 
e rang varie en fon
tion de y. Plus y s'appro
he de |x|

e
,plus la 
onvergen
e de (

anxn

yn

)

n∈N∗

va être lente, et plus on devra prendre N grand.D'ailleurs, 
e passage à la limite est impossible, 
ar si on pouvait le faire, on obtiendrait l'existen
e d'unrang N ∈ N tel que pour tout n > N , (on suppose i
i x > 0) :
Rn(x) = |Rn(x)| 6

(

x
e

)n+1

1 − x
e

.6



Or, (anen)n∈N∗ tend vers +∞, don
 il existe N ′ ∈ N tel que pour tout n > N ′, anen > 1. On obtientalors :
∀n > N ′, 0 6 anxn >

(x

e

)n

, soit: Rn(x) >

+∞
∑

k=n+1

(x

e

)n

=

(

x
e

)n+1

1 − x
e

,d'où une 
ontradi
tion. Faire le passage à la limite amène don
 à une erreur.2. On étudie maintenant la série ∑

n∈N∗

xn

an

pour tout x ∈ R.(a) Le raisonnement est le même que pré
édemment. Soit x tel que |x| 6= 1
e . On note, pour tout n ∈ N

∗,
bn =

xn

an

. Si x = 0, la série ∑

bn est absolument 
onvergente, puisque �nie. Supposons don
 x 6= 0. Dans
e 
as, (bn)n∈N∗ est une suite à termes tous non nuls, et bn ∼
+∞

(xe)n

2n
. Ainsi :

bn+1

bn

∼
+∞

(xe)n+1(2n + 1)

(xe)n · 2n
∼

+∞
xe.Par 
onséquent, lim

n→+∞

bn+1

bn

= xe.Par le même raisonnement que dans la question III-1a :
• si |xe| < 1, don
 |x| < 1

e , on peut majorer à partir d'un 
ertain rang la suite (|bn|)n∈N∗ par une suitegéométrique de raison appartenant à ]0, 1[, don
 ∑

bn est absolument 
onvergente, don
 
onvergente ;
• si |xe| > 1, il existe N ∈ N tel que pour tout n > N , |bn+1|

|bn|
> 1, don
 |bn+1| > |bn|. La suite (|bn|)n∈N∗est don
 stri
tement 
roissante à partir du rang N , et on a :

∀n > N + 1, |bn| > |bN+1| > |bN | > 0.Le réel stri
tement positif |bN+1| est don
 un minorant de (|bn|)n∈N∗ à partir du rang N + 1, 
e quiempê
he que (|bn|)n∈N∗ , et don
 (bn)n∈N∗ tendent vers 0. Ainsi, ∑

bn est grossièrement divergente.(b) Supposons que x = 1
e . Alors : xn

an

∼
+∞

1

2n
.Or, la série ∑ 1

2n
est, à un 
oe�
ient multipli
atif près, une série de Riemann de paramètre 1, don
 di-vergente. Les séries 
onsidérées étant à termes positifs, on en déduit, d'après le théorème de 
omparaisonpar équivalents, que ∑ xn

an

est divergente.(
) D'après la relation dé�nissant (un)n∈N∗ , on a :
∀n ∈ N

∗, 0 = e−un −
un − n

un + n
soit: an = un − n = e−un(un + n) = e−n(un + n)en−un .Or, lim

n→+∞
n − un = 0, don
 en−un − 1 ∼

+∞
n − un, soit en−un − 1 = n − un + o(n − un), d'où :

an = e−n(un + n)
(

1 − (un − n) + o(un − n)
)

= e−n(un + n)(1 − an + o(an)).Ainsi, en posant pour tout n ∈ N
∗, bn = ean − 1 = an + o(an), on obtient :
∀n ∈ N

∗,
1

an

=
en

(un + n)
·

1

1 − bn

.Or, 1

1 − bn

− 1 = (1 − bn)−1 − 1 ∼
+∞

bn, d'où 1

1 − bn

= 1 + bn + o(bn). Par 
onséquent :
1

an

=
en

(un + n)
· (1 + bn + o(bn)).Comme bn = an + o(an), on a an ∼+∞ bn, don
 un o(bn) est aussi un o(an). On en déduit que :

1

an

=
en

(un + n)
· (1 + an + o(an)).
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(d) • La suite (un)n∈N∗ est 
roissante stri
tement positive, ainsi que (n)n∈N∗ . Ainsi, (un + n)n∈N∗ est 
rois-sante et stri
tement positive, don
 (

1

un + n

)

n∈N∗

est stri
tement dé
roissante.De plus, pour tout n ∈ N
∗, un + n > n, et lim

n→+∞
n = +∞, don
 lim

n→+∞
un + n = +∞, puis

lim
n→+∞

1

n + un

= 0.Le même raisonnement que dans la question II-2a montre alors que si (Sn)n∈N∗ désigne la sommepartielle, alors (S2n)n∈N∗ et (S2n+1)n∈N∗ sont adja
entes, don
 admettent une même limite ℓ. Le mêmeraisonnement qu'en II-2a amène alors l'existen
e d'une limite pour (Sn)n∈N∗ , don
 la 
onvergen
e de
∑

n∈N∗

(−1)n

un + nMontrons que la 
onvergen
e n'est pas absolue. En e�et, un ∼
+∞

n, don
 un = n + o(n), puis un + n =

2n + o(n). Ainsi, un + n ∼
+∞

2n. Par 
onséquent,
∣

∣

∣

∣

(−1)n

un + n

∣

∣

∣

∣

∼
+∞

1

2n
.La série ∑

1
2n


onverge, 
ar, à un 
oe�
ient multipli
atif près, il s'agit d'une série de Riemann deparamètre 1. Les séries 
onsidérées étant à terme positif, on en déduit, à l'aide du théorème de 
ompa-raison par équivalents, que ∑

∣

∣

∣

∣

(−1)n

un + n

∣

∣

∣

∣

diverge, don
 que ∑

n∈N∗

(−1)n

un + n
ne 
onverge pas absolument.On est don
 dans un 
as de semi-
onvergen
e

• On a an ∼
+∞

2ne−n, don
 ∣

∣

∣

∣

(−1)nan

un + n

∣

∣

∣

∣

∼
+∞

e−n. Or, ∑

e−n 
onverge, en tant que série géométrique deraison 1
e ∈ [0, 1[. Ainsi, les séries étant à termes positifs, ∑

∣

∣

∣

∣

(−1)nan

un + n

∣

∣

∣

∣


onverge d'après le théorèmede 
omparaison par équivalents. Ainsi, ∑ (−1)nan

un + n

onverge absolument, don
 
onverge.(e) Lorsque x = − 1

e , alors, d'après la question 2
,
xn

an

=
(−1)n

(un + n)
+

(−1)nan

un + n
+ o

(

an

un + n
)

)

.Or :
• d'après la question pré
édente, ∑ (−1)n

(un + n)

onverge ;

• d'après la question pré
édente, ∑ (−1)nan

un + n

onverge.

• Comme pour tout n ∈ N
∗,

xn

an
−

(−1)n

(un + n)
−

(−1)nan

un + n
= o

(

an

un + n

)

,et que ∑ an

un + n

onverge d'après la question pré
édente (du fait de la 
onvergen
e absolue !), on endéduit, d'après le théorème de 
omparaison par petit-o, que la série

∑

(

xn

an

−
(−1)n

(un + n)
−

(−1)nan

un + n

)
onverge absolument, don
 
onverge.
• Pour tout n ∈ N

∗, on a :
(−1)n

anen
=

(

(−1)n

anen
−

(−1)n

(un + n)
−

(−1)nan

un + n

)

+
(−1)n

(un + n)
+

(−1)nan

un + n
.Ainsi 1

anen
est la somme des termes généraux de trois séries 
onvergentes, don
 ∑ (−1)n

anen

onverge.
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