LYCEE LA BRUYERE, VERSAILLES Pour le vendredi 09/02/2012
ECS 2 — Mathématiques

DM n°11 : Variables a densité

Correction de ’exercice —

1. Une densité de X est :
1 1
—t= et sit>0

VteR, fx(t)= ViT() T VA

0 sinon.

La fonction ¢ : x + /T est définie, de classe C!, strictement croissante, de dérivée x +— ﬁ strictement

positive, sur U'intervalle ]0, +00[, dans lequel X prend ses valeurs presque stirement. Ainsi, d’aprés le premier
théoréme de transfert, Y est une variable aléatoire a densité, et

P(X<t?) sit=0

VieR, Fy(t)=P(WVX<t)=

0 sinon.

Ainsi, en dérivant presque partout (Y étant une variable a densité), on obtient une densité de Y :

2 2
Afx(t?) = —=e " sit>0
VEER,| fy(t) = VT
0 sinon.
2. Puisque B(Q) = {—1, 1}, les événements [B = 1] et [B = —1] forment un systéme complet. Par ailleurs, étant

donnét e R :

[ ] P[le](Z < t) = P(Y < t) = Fy(t)

¢ Pp__11(Z<t)=P(=Y <t)=PY > —t)=1- Fy(-t).
Ainsi, d’aprés la formule les probabilités totales,

Fz(t) = P(Z <t) = P(B=1)Fy(t) + P(B = —1)(1 — Fy(~t)) = %(Fy(t) +1— Fy(—t)).

Comme Fy est continue, et de classe C! presque partout, il en est de méme de F. Ainsi, Z est une variable
4 densité, et une densité est obtenue par dérivation presque partout de ’égalité précédente :

1 2 _p .
1 5 . —We + 0 sit > 0
VtER, fz(t) =s(fyr(t) + f-v(=1) = Y .
2 0+ = ——e (=0 sinon,

2 Vr

et on obtient donc une densité de Z :

vVt € R, fz(t) = —e

2
Ainsi, | Z < N (0, (%) > - On en déduit : [E(Z) = 0] et |V(2) = +|

3. On refait le méme raisonnement, en considérant cette fois X dont une densité est

et
Vt e R, t) = b,
X = 5rm©
On a alors, par le méme raisonnement que ci-dessus :
2t21/71 42
2 fx(t?) = e sit=0
0 sinon.



Ainsi, toujours d’aprés le méme raisonnement,

B |t|21/71
-~ bI(v)

2

e~

VieR, | fz(t) = %(fY(t) + fy(=t))

Pour que Z suive une loi normale centrée réduite, il est donc nécessaire et suffisant que 2v — 1 =0et b = 2,

donc

V= % et b = 2| Remarquez qu’il s’agit de la loi du x? a 1 degré de liberté. Ce n’est pas anodin,

puisqu’on a fait ici I'opération inverse de celle qui permet de retouver la loi du x? en élevant au carré une

variable normale centrée réduite.

Correction du probléme —

Partie I — Etude d’un exemple

1. (a)

X3 suit une loi uniforme sur [0, 1], donc :

0 sit<0
VteR, Fx,(t)=qt sitel0,1]
1 sit>1.

Ainsi, pour tout ¢t € R (les probabilités ponctuelles de X5 étant nulles, puisqu’il s’agit d’une variable a
densité) :

Fx;(t) = P(X;<t)=P(X2 > —t)=1—- P(Xa < —t) =1 - P(Xa < —1).

On obtient donc :

0 sit<—1
VteR, Fx;(t)=<{1+t site[-1,0]
1 sit>1.

On reconnait I'expression de la fonction de répartition d’une variable suivant une ‘ loi uniforme sur [—1, 0]. ‘

On peut obtenir ce résultat plus rapidement en utilisant les propriétés de stabilité par transformation
affine des lois uniformes, puisque ¢ : x — —z est affine, et ¢([0, 1]) = [-1,0].

Des densités de X; et de —Xo = X/, sont :

WER, frlt) = 0 sitgp] forlt) = 0 sitd|[—1,0]
o 1 sitelo,1] ? 1 site[-1,0]

Déterminons le produit de convolution de ces deux fonctions :

—+00

1 x
ek fuxf@ = [ fa@fge-na= [ fae-0= [ o a

(changement de variables affine u = x — t)
x

e Siz<—lousiz>1, fxy(u) du = 0.
r—1

x

oSi—léxéO,/ fxé(u)du:/ ldu=xz+1.
rx—1

-1

0 1
oSiO<:c<1,/ fXé(u)du:/ ldu=1-=.
x—1 r—1

Ainsi,

0 six & [-1,1]
Ve €R, | fx, *x fxy(x) =q1+a size[-1,0]
11—z sizel0,1]




Cette fonction est continue (presque partout), et, puisque X; et X3 sont indépendants, il en est de méme
de X7 et —X5. Ainsi, le produit de convolution ci-dessus est une densité de X7 — Xo.

La fonction de répartition s’obtient par intégration :

Vz €R, <I>1(x):/z Foa (1) dt.

Six < —1, alors ®1(z) =0
Siz e [—1,0], alors

Sizel0,1],

@ﬂ@:i/%1+ﬂdﬁ+A?1—ﬂdt:%+%—(y;MQ:1— 5

-1

e Six >0, alors ®(z) = 1.
Tout d’abord, Z1(2) = [0, 1], donc ®3 est nulle sur R* , et vaut 1 sur |1, +o0].
Soit t € [0,1]. On a :

Bo(t) = P(Z1 <t) = P(IVi| <t) = P(—t <Y1 <t) = 1— (1_2t)2 - (1_2”2 "t

La fonction @5 coincide sur chacun des ouverts | — oo, 0[, ]0, 1], et ]1, +o0o[ avec une fonction de classe
C!. Ainsi, @5 est de classe C! sur R\ {0,1}. De plus,

t—0— t—0t t—1-— t—1t

Ainsi, ®5 est aussi continue en 0 et en 1. Elle est donc continue sur R. Par conséquent, Z; est bien une
variable a densité. (On a détaillé cet argument une fois, on peut ensuite se contenter de faire une rapide
référence a cette question les fois suivantes)

Une densité de Z; est obtenue en dérivant presque partout cette expression :

0 sizéd[0,1]

201—1) sitelo,1]

Z1 ne dépend que de X7 et X, et les variables X7, X5 et X3 sont mutuellement indépendantes, donc
71 et — X3 sont indépendantes.

Une densité de — X3 est la méme que —X5 = X, Ainsi, on peut calculer le produit de convolution :

“+o0 1 T
prrfox@ = [ a@fxe-tdi= [2onf@-ndi= [ 20-0s0fx @ d.
—o00 0 r—1
e Siz < —lousiz>1,alors ps* f_x,(z) =0
e Siz e [—1,0], alors
w2 * fox,(x) :/ 21—z 4u) du=1—2?
-1
e Sixz € |0,1], alors
0
gpg*f,xs(z):/ 201 —z 4 u) du = (1 — z)°.
r—1
Ainsi, cette fonction étant continue presque partout, et Z; et —X3 étant indépendantes, on obtient :

0 sixd[-1,1]
Vz eR, |p3(x)=4q1—-22 sizel[-1,0]
(1—-2)? sizel0,1]




On obtient donc :

0 0
1 2
P(Zl—Zg,gO):/ os(t) dt:/ (- dt=1—+-|2]
—0o0 —1 3 3
La variable Z; représente la différence de temps entre le client qui sort le dernier et le client qui sort
le premier, entre A; et As. Le client A3 sort en dernier si et seulement si cette différence de temps est

moins importante que le temps mis par As, donc si et seulement si Z; — X5 < 0. Ainsi,

P(E) = P(Z, — X3) = ;

2. Soit T3 la variable aléatoire égale au temps total passé a la poste par As.

(a)

(b)

On a T3 = inf (X1, X2) + X3 (c’est le temps d’attente de la libération du premier guichet, plus le temps
de passage de Aj3)

Soit Y = inf(X1, X2). On a Y(Q) = [0, 1].
Soit € [0,1]. On a :

P(Y < z) = P(inf(X1,X2) <z) =1— P(inf(X1,X2) > 2) =1— P(X1 > z, X5 > x).
Comme X; et Xs sont indépendantes, il vient :
PY <z)=1-PX;>2)P(Xo>z)=1-(1—2x)%
On obtient donc la fonction de répartition de Y :

0 six <0
Ve eR, Fy(z)=q1-(1-2)® sizel0,1]
1 siz>1
Comme en I-1(c), on vérifie que Fy est continue sur R, de classe C* presque partout (inutile de redonner

Pargument complet), donc que Y est bien une variable & densité. Ainsi, une densité de Y est obtenue

par dérivation presque partout :

0 six &[0,1]

vVt € R, -
teR, |fr(t) 2(1—z) sizel0,1]

On reconnait @9, la densité de Z;

Les variables inf (X7, X2) et X3 sont indépendantes, donc une densité h de T3 est obtenu par le produit

de convolution
—+oo

vz €R, h(z)= / oo (O)f (@ — 1) dt,

ot f est une densité de X3. Or 9 est égal a 2(1 —¢) sur [0, 1] et nul sinon. De plus ¢ — f(z —t) est égal
alsite|r—1,z]et a0 sinon. Ainsi,
t f(t)g(z — 1)
est égal a4 2(1 —t) sur [0,1] N [z — 1, 2] et nul ailleurs. Par conséquent,
e siz €] —00,0[U]2,+o0[, [0,1]N[x —1,2] = &, donc h(z) =0;
e sixz e 0,1, [0,1] N[z —1,2] = [0, z], et par conséquent,

h(:c):/ 21— ) dt =1— (1 —a)? =2z — 22,
0
e sixzell,2],[0,1]N[x—1,2] =[x — 1,1], et par conséquent,

h(x):/l_IZ(l—t) dt = (2 —2)? =4 — 4o + 2%



La fonction h ainsi obtenue est continue au moins sur R \ {0,1,2}, donc il s’agit d’une densité de
T3 = inf(Xl,Xg) + X3 :

2r — 2 sixe0,1]
Ve eR, |fr,(z) =h(z) =4 —4x+2? sizc[l,2]

0 sinon.

(d) Le support de h étant borné, la variable T3 admet une espérance, et

1 2
2 1 4 1
E(Tg):/ (2z27z3)dz+/(4x74z2+z3)dx:§fz+2(471)75(871)+Z(1671)
0 1
,2,1+6,§+§,8*3+72*112+45,E,§
3 4 3 4 12 12 |6

Partie IT — Cas ou les opérations sont de deux types différents

1. (a) Tout d’abord, X (2) = [0, 2].

Soit « € [0,2]. D’aprés la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet (B, B), ott B
est I’événement : « A vient pour une opération postale »,

P(X <) = Ps(X < 2)P(B) + P(X < 2)P(B).

e Size[0,1],
1+p

2

P(X < 2) :pz+(1—p)g

e Sizel,2],
PX<z)=p+(1 *p)g-
Comme en I-1(c), on vérifie qu’il s’agit bien de la fonction de répartition d'une variable & densité (vous
constatez qu’au fil de la copie, on est de plus en plus vague lorsqu’on fait un appel répété a un argument
déja donné : ne perdez pas trop de temps a justifier plusieurs fois la méme chose ; une fois que vous avez

montré que vous savez quoi et comment faire, contentez-vous de références)

Par dérivation, on obtient bien une densité de X :

0 sitg]0,2]
1

VEER, |fx(t)=q 5L sitelo,1]
1—

o2 site[1,2).

(b) L’espérance de X existe car fx est & support borné, et :

1 2
1 1-— 1 31—
E(X):/Z'¥dl'+/$ 2pdz: Zp+§ 2pzlf§.
0 1

Vous pouvez vous amuser (et vous entrainer) a retrouver ce résultat a 1’aide de la formule de 'espérance

totale, et de I'expression de I'espérance des lois uniformes.

2. (a) e Tout d’abord, la fonction de répartition de — X5 est :
Ve R, F_x,(z) =P(-X2<2)

donc une densité est donnée par :

iS]

Vz €R, f_x,(z)= fx,(—2) =

—_
w‘+w\
s



e Ainsi, les variables X; et — X5 étant indépendantes, sous réserve de continuité pp du résultat, une

densité de X; — X5 est donnée par le produit de convolution :
—+o0
ek fux(@ = [ fa®f -0

1
+p/f& dﬁ%———/,fXQxft

1+p/ f-xa(u du+—/ f-x2(u

Ainsi :
x sie < -2, fx,—x,(z) =0

¥ si —2< << —1,
1+p [ 1—-p 1—p?
_ = d = 2
le Xz(‘r) 2 /_2 2 u 4 ($+ )a

1+p/ [t1-p T 14p 1—p [ t1-p
_ == —=d —=d —= L
le Xz(x) 2 (/zl 9 U+ ) 9 u | + 9 72 2

1t <x1p+(z+1)1+p)+ (1,p)2($+1)

2 2 4

*si0< e <,

1 0 1 1— L z=lq
1+p ﬂdw_fﬂ/ 177 gy / 147 4
2 e—1 2 2 -2 2 -1 2
1+ 3p? 14 p2
—+px+ TP
4 2

fX1*X2 (x) =

xsil<az<2,

1—p [© 1+p 1 —p?
frox@) =52 [ G au= e,

*Sl$ 2fx1 XQ():O.
Cette fonction étant bien continue presque partout (et méme partout), nos calculs sont valides.

e On a alors :
Ve e RY, P(IX; — Xo| <) =P(-2< X1 - Xo <2)=P(X; — Xa<2) - P(X; — X5 < —1).

On obtient donc, par dérivation, aprés avoir vérifié comme en I-1(c) qu'on a bien une variable a

densité :
Ve € Ry, fix,—x,(2) = fx,—x, () + fx,—x, (—7),
d’ou :
0 siz <0
2 .
Ve € R, | fix,—x,|(7) = i:)fz%z STO<x<1
T(Q*z) sil<e<?2
0 six > 2.

Remarquez que si p = 1, on retrouve ¢y de la partie I (cas o toutes les opérations suivent U([0, 1])).

De méme, si p = 0, on retrouve x — %@2 (%), ce qui correspond & un facteur d’échelle 2.



e Encore quelques calculs pour déterminer une densité de | X; — X3| — X3, en calculant le produit de

convolution, les variables | X; — Xs| et X3 étant indépendantes :

+oo
Ve € R, fix,—x,-x;(7) :/ fix— x| (0) f=x5 (x — t) dt
! 1+ 3p? 1-p?
_/0 (1+p2— 5 t) f_XZ(.Z‘—t) dt+/1 9 (Q—t)f_XQ(l‘—t) det
T 2 x—1 2
:/ (1+p2_#(3¢—u)) fox,(u) du+/ ! 2p (2—z+4+u)f-x,(u) du.
x—1 r—2

Remarquez que seules les valeurs négatives de = nous intéressent, puisque le but est de calculer
P(| X1 — X2| — X5 < 0). On obtient donc :

* six < —2, f\X17X2|7X3($) =0,
f i —2< e <1,

* 1+ 3p? 1—
f\Xl—le—Xs(z) :/ (1 +p2 - B P (x u)> Tp du

-2

1—p 1—p1+3p2{(x—u)2r

= (@+2)(1+p")— 53 5

-2

4

(x+2)2(1 P) (1 —2p2 1 +43p2$) -

1%1’ ((1 +pP)(@+2) — (14 SpQ)M)

¥ si —1<2<0,

-1 2
143 1-—

(1 +p® - ﬁ(xu)) P qut
x—1 2 2

z 1+ 3p? 1 Tl p2 1—
+/ (1+p2—£(3€—u))ﬂdu+/ 2p (2—z+u) 2pdu

fixi—x,1-x5 (%) = /

—1 2 2 —2
1-p o 143p21—p ((x+1)2 1 o 1+p
- 1 -~z (1 R
x (14p°) + 5 5 5 2+(:c+)(+p)2+
1 1+ 3p? 1)? 1—pl—p? /1 2
Llbpladpt (0 (@A)  1oplopt (1 27
2 2 2 2 2 2 2
2
1
=== (=P ) 4 5p(L =) + (240 +1).
Par conséquent :
(r+2)(1-p) (1;?2 _ 1+2P233) size[-2,—1]
Ve € R™, | fix,—xu)-x,(2) = —%:(1+p—p2+7p3)+%p(1—p2)+i(2+p+p3) six e[-1,0]
0 sinon,

(on ne donne pas l'expression de Jix1—Xa|—x, sur Ry, car elle est inutile)

Et miraculeusement (le miracle m’a occupé plus d’une heure et m’a obligé a refaire 3 fois les calculs...),
on retrouve, pour p = 1, la fonction @3, et pour p = 0, la fonction x %gpg (%) Cela nous conforte
dans la validité du résultat...



(b)

e On obtient donc enfin :

P(E) = P(|X1 — X2| - X3 <0)

:/21¥ ((1 +P2)(x+2)—(1+3p2)%) da+

0 a? 2 3y, T 2 1 3
+/ (—(1+pp + )+ 5p(L = p7) + 2 +p+p )> dz

8
—1
1—pl+p* 1-pl+3p* 1+p—p?+7p° p(l—p?) 1
= - — —~ +-(2
2 2 2 12 24 T i)
1 1
= =35 (16— 6p+4p* +2p°) =| = 8 +p(p— 1)(p+3))

Encore une fois, constatez que pour p = 1, on retrouve une probabilité de %, et pour p = 0 également

(cette probabilité n’est évidemment pas modifiée par le changement d’échelle!)

Comme précédemment, pour tout z € R,
P(inf(X1,X5) <z) =1 — P(inf(X1, X2) >2) =1 - P(X1 > z, X2 > ),
et, les variables aléatoires X et X5 étant indépendantes,
P@nf(X;,Xo)<z)=1-P(X; >2)P(X2>2)=1— (1 - P(X1 < 2))(1 —p(X2 < 2)).

On obtient donc :

0 siz <0
1-— 1—1+—px2 si0<r<1

vxeR7 Enf(Xl,XQ)(x): ( 22 ) 2
1-(1-p?(1-%)" sil<z<?2
1 six > 2.

Comme en I-1(c), on vérifie que inf(X7, X3) est une variable a densité, dont on obtient une densité par

dérivation presque partout :

0 siz<Ooux =2
Vz €R, | fine(x,,x) (%) = (1 +p) (1 - H22) sio<a<1
(1-p2(1-1%) sil<a<2

Ainsi, l'espérance existe (le support est borné), et

Bt X)) = [ a4 (121520 aot [Ca-p2 (1-5) as
_l4+p (+p?® 3 » T(1-p)? p)
R A

1 1
6(3-1—3])—1—2p—p2+9—18p+9p2—7+14p—7p2): 6(4—3])—1—])2).

On calcule également I'espérance de X3 :

+p —p _14p 3(0-p 1 _2-p
On a alors :
1 2— 1
B(T3) = Einf(X1, X2) + X5) = B(inf(X1, X2)) + E(X3) = (4= 3p+p”) + Tp =| 510~ 6p+ )|
Constatez encore une fois que pour p = 1, on retrouve E(T3) = , alors que pour p = 0, on obtient le

double (le facteur d’échelle double évidemment ’espérance totale de Pattente).



3. (a) 1. Chaque personne arrivant a la poste est confrontée & une épreuve de Bernoulli, dont le succes est de
venir pour une opération postale, donc de se diriger vers le guichet 1. Le nombre de personnes passant

au guichet avant A3 est égal au nombre de succés dans les deux épreuves de Bernoulli correspondant

aux deux personnes A; et Ay précédant As. Ainsi, | N suit une loi binomiale B(2, p). ‘

ii. Remarquez que ce qu'on demande est la loi conditionnelle de A3 sacnhant que Ag fait une opération
postale. Nous noterons F cet événement donnant la condition.
D’apres la formule des probabilités totales sur le systéme complet ([N = 0],[N = 1],[N = 2]), on
obtient, pour tout = de R,

=(1-p)PPe(l3<2|N=0)+2p(1 —p)P(Ts <z | N=1)+p*Pr(T3 <z | N =2),

car N, le nombre de personnes avant Az passant par le guichet des opérations postales, est indé-

pendant de I’événement F.

Or, toutes les personnes passant au guichet 1 venant pour une opération postale, leur temps de

passage suit une loi uniforme sur [0, 1]. Ainsi,

ez — Pp(T3 < x| N =0) est la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant une loi
uniforme, (il n’y a personne avant As, seul son temps de passage est pris en considération)

e x+— Pp(T5 < x| N =1) est la fonction de répartition d’une variable aléatoire obtenue comme
somme de deux variables indépendantes suivant une loi uniforme,

e z— Pp(T5 < x| N = 2) est la fonction de répartition d’une variable aléatoire obtenue comme
somme de trois variables mutuellement indépendantes suivant une loi uniforme,

Calculons rapidement ces fonctions de répartition, c’est classique et nous en avons maintenant

I’habitude.

Soit X,Y et Z trois variables mutuellement indépendantes suivant une loi uniforme sur [0, 1]. Alors

o Vx €[0,1], Fx(x)==z,etsix<0Fx(x)=0,etsixz>1, Fx(z)=1.

e Puisque X et Y sont indépendantes, une densité de X + Y est obtenue a ’aide du produit de

convolution :

+oo

vz €R, fX+y(x):/ P fy (@ —1) dt:/o Fr(@—1) dt:/:fy(u) du

— 00

Ainsi :

/ldu:z sio<z <1
01

Vr € R, | fxiy(z) = / ldu=2—2 sil<z<?2
rx—1

0 sinon.

On obtient de méme une densité de X +Y + Z en effectuant le produit de convolution de fx iy
par fz :

“+o0

1 x
Vr € R, fxiyiz(z)= / [xyy(z—1)fz(t) dt = / fxsy(z—1t) dt = / fx+y(u) du.
[e'e] 0 rx—1

Ainsi :

xsi0< <,
2

z x
fX+Y+Z(96) = / u du = 7;
0

* sil <o <2,

1

fxsviz(z) = /

x—1

* ) 3
udu+/ (2—u)du==-— +-— = 1—,7:2—1—390—5 = — " 43z—2?,
1



* si2< <3,

2 2
3—x
fx+v+z(x) Z/ (2-u)du= (T)
r—1
On obtient donc les fonctions de répartition par intégration :
0 siz <0
2
z si0<x <1
Vo eR, [Fxay(@) =% . O
-5 sil<z<2
1 siz > 2.
et de méme :
0 sizx <0
3 .
& sio<z«<1
Vo € R, Fx+y+z(l’): %—%x-ﬁ-%xQ—% sil<x<?2
1 — Goo) si2< e <3
1 siz > 3.

On obtient donc la fonction de répartition suivante de T3, pour la mesure de probabilité Pg :

0 sixzx <0
(1 —p)2z +2p(1 — )$—2+p2£ si0<z<1

Ve € R, | Fpp(r) = (1—4p+7p2)+1:(4p— i 2)—1—3@ ( p—l—%pQ)—%—zxs sil<x<?2
1-— (?)—z)3 si2<z<3
1 sixz > 3.

ili. En dérivant, aprés avoir vérifié comme en I-3(c) que T5 est bien une variable a densité dans 'espace

probabilisé (2, T, Pg), nous obtenons une densité de T3, pour la mesure de probabilité Pg :

0 siz<0Oousix >3
(1-p)? +2p(1 - p)z + p*a? sio<ae<1

Ve eR, | fre(x) = (4p 121p2) + (—2p+5p2)w—p2x2 sil<z<?
%(3 ) si2<x<3
1 six > 3.

L’espérance de T5 (qui est ici aussi une espérance conditionnelle) est alors :

E(T3 | E) = /0 (1 —p)?z +2p(1 — p)a® + p*2®) da+

2 3, 2
11
+/ <<4p — ?pQ) z+ (—2p+5p®) 2? p2x3> dx +/ %(3 — )%z da
1 2

(1—p)2 2 p? 3 1, 7 o 15,
= Y L Zh1— CR e 7 — (=2 - =
5 +3p( p)+4+2(p p)+3( p + 5p°) TR
5 19 65
2 2 2
R, b =
+ 3p 2+ 3 D 12p

Et 1a encore, on voit, sous nos yeux ébahis, s’opérer la magie des mathématiques, puisque cette
expression se simplifie & merveille, et qu’on obtient :

1
E(T3|E):p+§
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Remarquez qu’on peut retrouver beaucoup plus facilement ce résultat a I'aide de la formule de
Pespérance totale (a ceci prés que cette formule n’est donnée dans le cours que pour les variables

discrétes, donc on sort un peu du cadre du programme) :
E(T5 | E) = E(T5 | ENN =0)Pg(N =0)+E(T5 | ENN =1)Pg(N = 1)+ E(T5 | ENN = 2)Pg(N = 2)

Les espérances conditionnelles & calculer sont alors des espérances de sommes de lois uniformes sur

[0, 1], indépendantes : avec les notations précédentes :
1
E(Ts5 | ENN =0) = E(X;) = 2 E(T; | ENN =1)=E(X;1+X2) =1 et E(Ts5 | ENN =2) = E(X;

On retrouve bien alors :

(1-p)?
2

2

3
E(T3 | E) = +2p(1fp)+§p =|-+p}

avec des calculs tout de méme bien plus agréables.

Or, en notant T4 le temps de passage total a la poste de A3 dans le cas ou il n’y a pas de distinction

entre les guichets, on obtient :

. 1 1 2
E(T} | B) = B(nf(X1, X2) | E) + E(T3 | E) = £ (4= 3p+ %) + 5 = + % ,

[SIEN|
|
[N

en reprenant partiellement les résultats de 2(b).

Il est donc en moyenne plus intéressant d’avoir des guichets séparés si E(T5 | E) < E(T4 | E), donc

si )
p+ B <

Les deux racines de ce polynoéme sont

965
==

71—2)+p2 donc: p>—9p+4>0.

[N

_ 9+ Vs

€]0, 1], et D2 5

P1

Le polynéme est donc positif « & 'extérieur de ses racines », et comme la probabilité p est comprise

entre 0 et 1, on obtient la condition suivante :

9 — V65
—

(donc si le nombre de personnes venant pour une opération longue est plus important)

Il est plus intéressant d’avoir des guichets séparés si et seulement si p <

Remarquez que la valeur limite est a peu prés égale a %, trés légérement inférieure, puisque v/ 65 est
trés légérement supérieur & 8. Plus précisément, cette valeur limite vaut 0.469, & 10~3 prés.

Partie IIT — Cas d’un nombre plus grand de guichets

1. On a U, = min(Xy,...,X,). Ainsi, si 2 <0, P(U, < z) =0, et
Ve >0, P(U,<z)=1-Pmin(X,...,X,)>z)=1-P (ﬂ[XZ- >x]> =1-J[Pxi>2)

puisque les X; sont mutuellement indépendants. On a donc

0 sizx <0
< — n
Yz ER, P(Un<7) I—-JJe™M=1-e* siz>0
=1
Ainsi, | U, — E(nA).
On obtient donc directement | E(U, )*ietV(U)* L
n obtient donc directemen n) = n) =5
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2. On a V,, = max(Xy,...,X,). Ainsi, pour tout z < 0, P(V;, <0) =0, et

z]) = HP(Xi <z)=(1—e )",

D
B

Ve >0, PV, <z)=Pmax(Xy,...,X,) <z)= P(

i=1
les X; étant mutuellement indépendants. Une densité est donc :

0 siz <0
nAe” (1 —e M) =1 sig > 0.

Vz € R, f(z){

On vérifie comme plus haut qu’on a bien une variable & densité, dont une densité est donnée pour tout x > 0

par :

f(x) =nie™* nil(fl)’C (n ; 1) - i (” - 1) —(k+1)Az

k=0 k=0

—+o0
Or, pour tout k € [0,n — 1], / (k + 1) Aze™ FHDAT g est Pespérance d’une variable aléatoire suivant une

0
loi £((k + 1)A), donc lintégrale est convergente et vaut :

1

+oo
k+ DAge” Rt e qp — =
/0 (k + 1)Aze x G

Ainsi, en tant que somme finie d’intégrales convergentes, l'intégrale définissant E(V},) est convergente. Donc
E(V,,) existe, et

) Anzz (k+ DA 1 A (n v 1) /Om(’f + DAze” BTN dg
={Z<-1>km("ﬁ) BEEE)

3. Soit pour tout i € [1,n], 'épreuve de Bernoulli dont le succes est : « la personne A; a terminé avant 'instant

t».

Pour tout i € [1,n], le paramétre p; de cette épreuve est :
pi=P(X;<t)=F(t)=1—e M

Ainsi, ces épreuves de Bernoulli ont toutes méme paramétre 1 — e~ et sont mutuellement indépendantes.

La variable W; compte le nombre de succés lors de ces n épreuves. Ainsi, ‘ Wi — B(n,1— e M) ‘

Son espérance est donc :

E(W;) =n(1 —e )|
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