LYCEE LA BRUYERE, VERSAILLES Pour le vendredi 09/02,/2012
ECS 2 — Mathématiques

DM n°12 : Fonctions de plusieurs variables

Correction de ’exercice 1 —

1. Etude de deux fonctions auxiliaires

(a) i

ii.

ii.

iii.

La fonction g est dérivable sur R, en tant que produit de fonctions dérivables. On a :

Ve eR, ¢(z)=—-e"—(1—x)e® = (z—2)e "

Ainsi ¢’ s’annule en 2, et g(2) = ,eiz. De plus, d’aprés les croissances comparées :
li = t li = .
AP =0 e I gle) = oo

Enfin, g(x) = 0 si et seulement si 1 — 2 = 0, donc si et seulement si z = 1.
On obtient donc le tableau de variations suivant

T —00 1 2 +00

La fonction g est donc strictement décroissante sur | — oo, 2], donc injective sur cet intervalle (ici, nul besoin
de la continuité et du théoréme de la bijection!)

i. Tout d’abord, déterminons h’. Pour cela, commencons par observer que j est de classe C2, comme compo-

sées, produits et sommes de fonctions de classe C2. Ainsi, b’ et h” existent, et on a :
Ve eR, KW(r)=e'"" —xe!™" —e® + (1 —z)e” = (1 —x)e! ™" — xe”.
En dérivant une nouvelle fois, il vient :
Ve €R, h'(z)=—e'"" —(1—2)e! ™" —e” —ze® = (x — 2)e' ™% — (1 +2)e”.

Sur intervalle [0,1],  — = — 2 est strictement négatif, et x — 1 + x est positif. Les exponentielles étant
aussi strictement positives, il en résulte que h” est strictement négative sur [0, 1], donc h' est strictement
décroissante sur [0, 1].

Ainsi, b est strictement décroissante sur [0, 1], continue, et h'(0) = e > 0, et h'(1) = —e < 0. Ainsi, d’aprés
le théoréme de la bijection, h’' se corestreint en une bijection de [0,1] sur [—e,e]. Comme 0 € [—e, €], 0
admet un unique antécédent par h’, ce qui signifie précisément que h’ s’annule en une unique valeur «.
On peut remarquer (on peut pour cela partir de la constatation que z et 1 — x jouent un role symétrique,
ce qui va induire une symétrie par rapport a la valeur %) que h’ (%) = 0. Ainsi, a = % est la seule valeur
annulant h'.

Puisque A’ est continue sur [0, 1], et ne s’annule qu’en %, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, b’
garde un signe constant sur [0, %], et sur [%, 1]. Ces signes sont donnés par les valeurs en 0 et en 1 calculées
plus haut. Ainsi, on obtient le tableau de variations suivant pour A :

z |0 1 l
I
b (z) + 0 —
|
NG
1 1
Par conséquent, m[in] h(z) =1 et m[ax] h(x) = y/e. De plus, h atteint son minimum aux deux points 0 et
z€[0,1 z€[0,1

1, alors qu’il atteint son maximum en 'unique valeur %



2. Etude des extrema locaux

(a) Les fonctions (z,y,2) — x +y, (z,y,2) — =+ z et (z,y,2) — y + z sont de classe C2 sur R?, en tant que
fonctions polynomiales. La fonction exponentielle étant aussi de classe C? sur R, par composition, les fonctions
(1,y,2) = Y, (z,y,2) — e¥T* et (z,y,2) — e*T% sont de classe C? sur R3. La fonction f est donc une
somme de produits de fonctions de classe C? sur R3, donc elle est elle-méme de classe C2.

(b) La fonction f étant de classe C2, elle admet un gradient en tout point de R? :

eVtz 4 yez+z + ze®ty
V(,CE, Y, Z) € RS? Vf(fE, Y, Z) = | ze¥™? + e”t® + ze" Y
Z.eerz + yeerz + eery

(c) Soit A = (z,y,2) un point critique de f.
i. On a donc :

eYT? £ ye®T? 4+ ze*TY =0
ze¥T? 42 4 2tV =)
ze¥ T2 L ye® T £ etV =

En soustrayant les deux premiéres lignes, il vient :
(1 —x)e?™* — (1 —y)e** =0,
donc, en multipliant par e~ (v +2)

(I-z)e™=(1-yle ¥ donc:  g(x)=yg(y)
On obtient de méme g(y) = ¢g(z) en soustrayant les deux derniéres lignes.
ii. Supposons que x > 2. Alors g(x) < 0. Donc g(y) < 0 et g(z) < 0. Or, d’aprés la question 1(a)(i), g prend
des valeurs positives ou nulles sur | — 0o, 1], donc y > 1 et z > 1.
Cela n’est pas possible, car alors
eV 4 yeTE 4 2e™ Y > 0,
donc la premiére coordonnée du gradient n’est pas nulle, donc A = (z,y, z) ne peut pas étre un point
critique, contrairement & 'hypothése faite.
iii. On en déduit que x €]—00, 2], et un raisonnement similaire permet d’affirmer que y €] —o0, 2] et z €] —00, 2.
On a prouvé ci-dessus que g est injective sur | — 0o, 2], donc l'égalité g(x) = g(y) = g(z) améne . = y = z.
En remplacant dans une des trois équations y et z par x, il vient donc :
1
(14 22)e** =0, puis: r=y=z=-g.
Ainsi, le point A = (—%, —%, —%) est I'unique point critique de f.
(d) La fonction f étant de classe C2, sa hessienne existe, et s’obtient en dérivant par rapport a chacune des trois
variables les trois coordonnées du gradient. Ainsi :

yem-i-z + zeTty eytz + eTtz + ety Ytz + yem-i-z + eTty
V(z,y,2) € R3, V2f(x,y,2) = | V7% + ™% 4 ze?H¥ xe¥t? 4 ze®tY xe¥T? 4 72 4 o7ty
eerz +yex+z +ez+y xeerz +ex+z +ez+y xeerz +yex+z

Au point A = (f%,f%,f%), il vient donc :

_1 3 3
2e, e

2 _ 3 1
VEf(A) = % . 2
2¢ 2¢ e

Ainsi, V2f(A) + glg est une matrice de rang 1, donc 7% est une valeur propre de A. L’espace propre associé
est de dimension 2. De plus,
1 2
VifA) - 1] =(2
1 2
Ainsi, 2 est valeur propre de V2 f(A). La somme des dimensions des espaces propres étant au plus égale a 3, il
ne peut pas y avoir d’autre valeur propre.
(e) Ainsi, la hessienne de f en A admet deux valeurs propres de signe strictement opposé, donc f n’admet pas
d’extremum local au point A.
Comme R3 est un ouvert de R?, et que f est de classe C! sur cet ouvert, un point en lequel f admet un minimum

ou un minimum est nécessairement un point critique de f. Or, 'unique point critique de f ne correspond pas
a un extremum local, donc non plus 4 un extremum global. Ainsi, f n’admet ni maximum ni minimum sur R3.



3. Etude d’une restriction
Soit C la contrainte z +y + z = 1.

(a)

Soit H le plan vectoriel associé & la contrainte affine C. Ainsi, H est le plan d’équation = + y + z = 0, donc
1

HE=R|1
1

Par définition, B = (z,y, 2) est un point critique de f sous la contrainte C si et seulement si B € C et si
Vf(B) e H*
Cette deuxiéme condition donne I’égalité des différentes coordonnées du gradient au point B, donc :

ey-i-z + yem-i-z + Zew-‘ry — xey-i-z + em-i-z + Zew-‘ry — xey-i-z + yem-i-z + ez-i-y

i)
);

En soustrayant le premier et le second terme, on se retrouve avec la méme expression qui dans la questlon 2(c)(
nous a permis d’obtenir 1’égalité g(x) = g(y). Ainsi, cette égalité est encore vraie ici. De méme g(y) = g(z
d’oti Pégalité des trois termes g(z) = g(y) = g(2).
De méme que dans la question 2, si on suppose que x > 2, alorsy > 1let 2z > 1, doncx+y+2>4>1, ce
qui contredit 'appartenance de B 4 C. De méme si y > 2 ousi z > 2. Ainsi,onax < 2,y < 2et z < 2, et
g(z) = g(y) = g(z). Comme g est injective sur | — 00, 2], on en déduit que z =y = 2.
Enfin, puisque B € C, c’est-a-dire x + y + z = 1, on en déduit que :

1

rT=yYy=z=_—.

3

Ainsi, f admet un unique point critique sous la contrainte C, le point B = (%, %, %)

Justifions d’abord que D est un sous-ensemble fermé et borné de R3.

e Tout d’abord, pour tout (x,y,z) € A, puisque z > 0,y > 0et z > 0, 'égalité t+y+ 2 =1 améne 0 < = < 1,
0<y<let0<z< 1. Ainsi, D est inclus dans le cube (borné) [0,1]3. Ainsi, D est borné

e De plus, R est un sous-ensemble fermé de R, donc le produit cartésien (R, )3 est un sous-ensemble fermé de
R3 Enfin, soit k : (z,y, 2) = 2 +y + 2. La fonction k est continue sur R? en tant que fonction polynomiale,
et {1} est un sous-ensemble fermé de R, donc k=1 ({1}) est un sous-ensemble fermé de R3. Or,

D= (R4)* nk~1({1}),

donc D est U'intersection de deux fermés, donc D est un sous-ensemble fermé de R3.
Ainsi, f étant continue sur le sous-ensemble fermé borné D, f est bornée et atteint ses bornes sur D. Ainsi, f
admet un minimum et un maximum sur D.
Soit U = {(z,y,2) € (RY) |e+y+z=1}, Fi ={(z,y,2) € Ry)* |z +y+z=12=0}, Fb, ={(z,y,2) €
Ry |z+y+z=1y=0}et Fy ={(z,y,2) € Ry)® |z +y+2z=1,2=0}. Ainsi,

D=UUF, UF,UF;.

e Soit f la restriction de f a 'ouvert (R*) La recherche des extrema de f sur U est donc équivalente &

la recherche des extrema de f sous la contrainte C. Comme f est définie sur un ouvert, un extremum est
nécessairement atteint en un point critique sous contrainte. Nous avons montré que le seul point critique
sous la contrainte C est B = (é, é, 3) qui correspond donc a l'unique point de U candidat a accueillir un
minimum ou un maximum de f sur U. En ce point, on obtient :

111 2
f<§,§,§> =e€3.

e Soit (z,y,2) € Fi. Alorsz+y+2=1et x =0, donc z =1 — y. Ainsi,

Fir ={0,y,1-y), y €[0,1]}

On obtient, pour tout y € [0,1] :

0y, 1—y) =ye' 7Y + (1 —y)e? = h(y).

Or, h admet sur [0,1] un minimum égal a 1, atteint aux deux points 0 et 1, et un minimum égal a /e,
atteint en % Donc f admet sur F; un minimum égal a 1, atteint aux deux points (0,1,0) et (0,0, 1), et un

maximum égal & /e, atteint au point (0, 3, 1).

e De méme, f admet sur F, un minimum égal a 1, atteint aux point (1,0,0) et (0,0,1) et un maximum /e

atteint en (%, 0, %)

e De méme, f admet sur F3 un minimum égal a 1, atteint aux points (1,0,0) et (0,1,0), et un maximum /e

atteint en (2, %,0)



Puisque ¢ > 1, on a e3 > e2 = /e, donc finalement :

e f admet sur D un minimum, égal & 1, atteint aux trois points (1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1) (les sommets du
domaine triangulaire D)

e f admet sur D un maximum égal a eg, atteint en I'unique point (%, %, %) (centre du triangle équilatéral D).

Correction de ’exercice 2 — (d’aprés INSEEC 2001)

1. (a) e La matrice M — I3 est de rang 1, donc 1 est valeur propre de M, et dim E; = 2. De plus, les colonnes de
1 1

M — I3 vérifient les relations Cy — Co = 0et C; —C3 =0,donc by = | —1| € Eq, et by = 0 c Ey.
0 -1

Ces deux vecteurs étant non colinéaires, ils forment une famille libre de F4, et E; étant de dimension 2, ils

forment une base de Fj.
1

e Les colonnes de M vérifient Cy +Cy +C3 =4 |1 ], ainsi :
1

1 1
M|l =411
1 1

€ F4. Comme on a déja E; de dimension 2, la

—_ = =

Par conséquent, 4 est valeur propre de M, et by = (

1
dimension de F4 ne peut pas excéder 1, donc F4 =R (1 .
1

(b) La matrice M étant symétrique, £y L Ey. 11 suffit alors de déterminer une base orthonormale de chaque espace
propre. 4 étant de dimension 1, il suffit de considérer :

1

bs 1
fo=— = — 1
losll - v3 \ 4

Pour FEj, on peut décider d’orthonormaliser la base (b1,b2), ou alors d’essayer de trouver directement deux

1
vecteurs orthogonaux de F4. On peut remarquer par exemple que pour tout ¢ € R, by L | 1 |. Il suffit de choisir
c
1
c de sorte que | 1 | soit dans E7. On pose donc :
c
1
W= 1
-2

Ainsi, une base orthonormale de E; est constituée par exemple des vecteurs :

b, 1 [ 1 by 11

et f2

fi= = — | -1 =2 =1
loall - v2 \ lo2l] 2\

Alors, (f1, f2, f3) est une base orthonormale de R? constituée de vecteurs propres de M.
2. La fonction f est de classe C? sur R?, en tant que fonction polynomiale. On peut calculer son gradient :
562563(21'1 —+ 2o + Tr3 — 4)

V(21,22,23) € R, Vf(z1,20,73) = | m123(201 + 222 + 25 — 4)
r129(T1 + 29 + 203 — 4)

0
Ainsi, en supposant que z1 # 0, 22 # 0 et 23 #0, Vf(x1,z2,23) = | 0| si et seulement si
0
2:L'1+SC2+ZL'374 = 0 T 1
Ty +2x9+23—4 = 0 soit: Mz | =41
T+ 2o +2x3—4 = 0 X3 1



T

Or, la matrice M est inversible, donc X — M X est bijective. Ainsi, il existe un unique vecteur | x5 | tel que

x3
T1 1 1 1 I 1
M|xzo| =4(1].Deplusona: M |[1| =4|1],ainsi, [z2 ]| = |1
T3 1 1 1 I3 1
3.3 92f hy
3. On pose : Vh € R3, h = (hy,ha,h3), Q(h)=> > (a)h;hj, et H= | ho
i=1 j=1 Ox;0x; hs

(a)

La forme quadratique @ est la forme quadratique associée a la hessienne de f au point a. Déterminons donc
cette hessienne. Nous avons déja justifié que f est de classe C?, ce qui nous permet de calculer cette hessienne,
et d’utiliser le théoréme de Schwarz. Pour tout (x1, 2, x3) de R3,

2:62:63 563(21'1 + 21‘2 + Tr3 — 4) 562(2561 —+ 19 + 21‘3 — 4)
VQf(.Z'l, o, ,CCg) = 1'3(2:61 + 2:62 + Tr3 — 4) 21‘11‘3 561(561 + 21‘2 + 21‘3 — 4)
ZL'1(SC1 + 2:62 + 2:63 — 4) 562(21'1 —+ 2o + 21‘3 — 4) 2:621'3

En particulier, on obtient :
2 11
Vifla)=|1 2 1| =M.
11 2
Ainsi, Q est bien la forme quadratique associée & la matrice symétrique M, donc, pour tout h € R3,

Q(h) = 'HMH.

Soit f I’endomorphisme canoniquement associé & M. Soit B une base orthonormale constituée dans ’ordre de
deux vecteurs de E; et d'un vecteur de E; (I'existence de cette base orthonormale découle de la symétrie de

1 00
M). Alors la matrice de f dans la base Best D = ({0 1 0]. La formule de changement de base permet
0 0 4

alors d’affirmer que M = PDP~!, ou P est la matrice de passage de la base canonique & la base B. Ces deux
bases étant orthonormales, P est une matrice orthogonale, donc P! = *P, d’oti la relation M = PD *P.

Ici, le but est de démontrer directement la positivité de @, sans utiliser directement la relation entre le signe
des valeurs propres de M et le signe de Q. Nous reprenons donc le raisonnement. On a, pour tout h € R3,

Q(h)= 'HMH = 'HPD 'PH = 'Y DY =y} + 3 + 4y3.

Ainsi, pour tout h € R3\ 2, Q(h) > 0. On en déduit, d’aprés un théoréme du cours (condition suffisante
d’extremum du second ordre) que f admet au point ¢ un minimum local.

4. On a :

Q(h) = 2(h} + h3 + h% + hiha + hihs + hohs) = (hy + ho + h3)? + h3 + h3 + h3

Ainsi, Q(h) = 0, et Q(h) = 0 si et seulement si hy = hg = hg = 0. On arrive donc a la méme conclusion.

5. Refaisons de méme. On a, pour tout 7 € [1,n],

af n n
8$_(x1,...,xn):ij xi—l—z,rj—n—l
¢ j=1 j=1
J#i
Ainsi, en supposant les z; tous non nuls, V f(z1,...,2,) = 0 si et seulement si

Vie[l,n], a1+ -+ zic1+20,+ 241+ -+ =n+1,

donc si et seulement si

M| :|l=®m+1)|:|, oa M= !
Ty, 1 oo 1
1 --- 1 2

Or, par la méme méthode que pour n = 3, on a une valeur propre évidente 1, et dim £y = n — 1. De plus,

1 1
M| =mr|:].



donc on a une deuxiéme valeur propre, égale & n + 1, et pour des raisons de dimension, il n’y a pas d’autre valeur
propre. Ainsi, 0 n’est pas valeur propre, donc M est inversible. Or,

1 21 1 T 1
Ml:|=M]|:|=Mn+1)]|:|,dou [ ]|=
1 Ty 1 Ty 1
Notons @ = (1,...,1). Déterminons la hessienne au point a.

e Soit i € [1,n]. Alors

0% f L
a—z%(xl,...,xn) :2Hacj.

]<: .
J#i

En particulier,

e Soit (i,5) € [1,n], @ # j. Alors

S (s S

k;a_éz
k#j
En particulier,
82
/ (a) =1.
8zi8zj
Ainsi, on obtient encore une fois V2f(a) = M. Cette matrice M n’ayant que des valeurs propres strictement

positives, on se permet ici de conclure directement que f admet en ¢ un minimum local.

Correction de ’exercice 3 — (EDHEC 2005)
1. (a) La fonction f est une fonction polynomiale, donc de classe C2.
(b) Pour tout i € [1,n], et tout X = (z1,...,2,) € R™, on a:

of i
a:CZ( =2z, + 2 (;xk> -1

En redérivant cette expression par rapport & i, on obtient :

0% f
@(X )=2+2=4.
De méme, en dérivan
82
/ 2.
axj axi
2. (a) Le point A = (aq,...,ay) est un point critique de f si et seulement si

Vi€ [1,n], 0 7;91‘( 2az+2<2ak>

Etant donnés i et j, i # j, on obtient alors :

of of
0= A 2 i )
axz( a.ij ( ) (a’ a’])
. ) |
donc a; = a;. Ainsi, a1 = a2 = ..., = a;. L’équation %(A) = 0 donne alors
1
201+ 2 1=0 d L
x nry —1= onc: Ty =+ =Ly =—.
! ! ! 2(n+1)
Ainsi, f admet un unique point critique sur 'ouvert R?, donné par A = (2(7114_1) R, 2(n1—i-1))'



(b) La hessienne au point A (et en tout point d’ailleurs, cette hessienne étant constante) est, d’apreés les calculs de
la question 2,

4 2 ... 2
2 . T
A, =V3fa= =2J, +2I, = 2(I, + Jy,).
o T2
2 ... 2 4
3. (a) Les colonnes de J, vérifient Cy = --- = C,, # 0, donc rg(J,,) = 1 (en effet, le rang d’une matrice est la dimension

de Pespace vectoriel engendré par ses colonnes, donc ici par la colonne Cy, les autres lui étant égales).
En particulier, puisque n > 2, rg(A,) < n, donc A, n’est pas inversible, donc, en notant ¢,, I’endomorphisme
de R™ canoniquement associé a A,,, Ker(y,) # {0}, donc 0 est valeur propre de A,.

Remarque : évitez dans la mesure du possible la notation Ker A pour une matrice. Travaillez plutot sur
I’endomorphisme canoniquement associé.

De plus, notons Ejy le sous-espace propre de A,, associé a la valeur propre 0. On a alors, d’aprés le théoréme
du rang (on est en dimension finie) :

dim Ey = dim Kery, = dimR" —rgy, =n — 1.

(b) On a, en notant C1,...,Cy, les colonnes de J,, :
1 n 1
Jaox|:i|=C+-+Ci=|:]=n
1 n 1
1
(c) De la question b, on déduit que n est valeur propre de J,, un vecteur propre associé étant | :
1

La somme des dimensions des espaces propres ne pouvant étre supérieure a n, et Ey étant de dimension n — 1,
E,, de dimension au moins 1, on en déduit qu’il ne peut pas exister d’autres valeurs propres (puisque chaque
valeur propre rajouterait au moins 1 a la somme des dimensions des espaces propres), et que dim E,, = 1.
Ainsi, Sp(J,,) = {0,n}.
De plus, A € Sp(A,,) si et seulement si Ker(2(¢,, +id) — Aid) # 0, si et seulement si Ker (¢, — (% —1)id) # 0,
si et seulement si 3 — 1 € Sp(J,,).
Ainsi Sp(4,,) = {1,2n + 1}.

4. (a) Un résultat du cours affirme que c’est le cas, puisque la hessienne posséde uniquement des valeurs propres
strictement positives.
On peut le prouver directement aussi :

n n n n 2
HAH =4 hi+4 Y hihj=2Y hP+2 Y hih]—Qth+2<Zhi> > 0.
=1 1 1 1=1

1<i<j<n i= 1<i,5<n i=

De plus, on a I’'égalité si et seulement si tous les carrés ci-dessus sont nuls, donc en particulier hy = he = --- =
h, = 0. D’ou le résultat.

b) D’aprés la condition suffisante d’ordre 2 pour l'existence d’une extremum local en un poinbt critique, f admet
p b p que,
donc un minimum local en (ay,...,a,). Ce minimum est donné par :

1 1 _ n n 2_ n_ n+n®—2n(n+1)
f(2(n+1)""’2(n+1)) C 4(n+1)2 + (2(n+1)) 2(n+1) 4(n+1)2

C4n+1)2 4(n+1)

Correction de ’exercice 4 —
1. La fonction f est de classe C? sur ouvert R?, et

1
1+zf

Y(x1,...,xn) €R", Vf(x1,...,2,) = :
1
1+x2
Le gradient ne peut donc pas s’annuler, donc f n’admet pas de point critique, donc pas d’extremum local, ni global
sur Pouvert R2.



2. Soit s € R, et soit D = {(z1,...,2,) € (RY)" [ 21 4+ + 2, = s}

(a)

D = Ry)" N 1({s}), ot ¢ est définie sur R™ par ¢(x1,...,2,) = ¥1 + -+ + 2,. Comme ¢ est continue
sur R™ et {s} est un fermé de R, o =1(s) est fermé. De plus, (R, )" est fermé en tant que produit cartésien
d’intervalles fermés de R. Ainsi, leur intersection D est aussi fermée.

Par ailleurs, pour tout (x1,--- ,x,) € D, comme les z; sont tous positifs, on a :
Vke[l,n], 0<az <a1+-+x, =1,

donc D C [0,1]™. Ainsi, D est bornée.

f étant continue sur 'ensemble fermé borné D, f y admet un maximum.

1
Soit H I'hyperplan vectoriel d’équation @y + -+ 42, =0. Ona Ht = [ |. Ainsi, A = (21, ,2,) € (RL)"
1
1
est un point critique sous la contrainte C si et seulement si A € C et Vf(A) est colinéaire a | --- |. Cette
1
derniére condition ameéne I’égalité des coefficients de V f(A), donc
Vi.j e [Ln], — ! d 2 _ 42
i n = onc: Ty = x5
7] ) ) 1 + x? 1 + x? 1 ‘] )
et comme les x; sont supposés tous positifs, z; = x;. Ainsi, £; = -+ = x,,. Comme z1 +- -+, = s, on obtient
o
un unique point critique sous la contrainte C, égal &4 A = | :
o
La matrice hessienne de f est
—2
7 e 00
VX =| |, VfX)= 0 . 0
T 00

Cette matrice étant diagonale, ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux. Ainsi, si X € (R} )", V2f(X)
n’a que des valeurs propres strictement négatives, donc la forme quadratique associée gx ne prend que des
valeurs strictement négatives, sauf en 0 ou la valeur est nulle.

Ainsi, d’aprés la formule de Taylor-Lagrange a 'ordre 1 entre A et un point B € D différent de A (on vérifie
sans probléme que [A, B] C D, et B— A € H, donc B— ALV f(A)), on a existence de C' €] A, BJ (il est donc
dans (R%)™), tel que

f(B) = f(A)+(B = AV [f(A) +q0(B = A) = f(A) +qc(B — A) > f(A).

Ainsi, f présente en A un maximum strict sur D. Ce maximum vaut n Arctan (%)
Soit (z1,-+- ,xp) € T et soit s’ =a1 + -+ 4+ x, < 8.
D’aprés la question précédente, appliquée avec s’ au lieu de s, on a

/

flz1, - ,2,) < nArctan <S—> < nArctan (%) = f(4),

n

par croissance de l'arctangente. Ainsi, le maximum de f sur 7" est Arctan( )

s
n



