
Lyée La Bruyère, Versailles Pour lundi 26/09/2011ECS 2 � Mathématiques DM no 2 � SérieDEVOIR FACULTATIFCorretion du problème � Équivalents et développements asymptotiques de séries liées aux diviseursOn admet, dans l'ensemble du problème les deux résultats suivants :
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. (1)Questions préliminaires1. Soit ε > 0.Puisque an ∼

+∞
bn, il existe une suite (λn)n∈N et un entier N ′ tels que pour tout n > N ′, an = λnbn et

lim
n→+∞

λn = 1. Alors, par dé�nition des limites,
∃N ∈ N, ∀k > N, 1 − ε 6 λk 6 1 + ε.Soit une telle valeur de N , qu'on peut hoisir supérieure à N ′. En multipliant pour tout k > N ette inégalitépar bk, qui est positif, on obtient :

∀k > N, (1 − ε)bk 6 λkbk 6 (1 + ε)bk, soit : ∀k > N, (1 − ε)bk 6 ak 6 (1 + ε)bk.Soit n > N . Sommons es inégalités (valides pour les indies onsidérés) sur tous les indies k > n + 1 (lesséries∑ an et ∑ bn étant onvergentes, on peut onsidérer les sommes jusqu'à l'in�ni) :
(1 − ε)

+∞
∑

k=n+1

bk 6

+∞
∑

k=n+1

ak 6 (1 + ε)
+∞
∑

k=n+1

bk.Conlusion : ∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n > N, (1 − ε)sn 6 rn 6 (1 + ε)sn.2. Si la suite (bn)n∈N est nulle à partir d'un ertain rang (don si ∃N, ∀n > N, bn = 0), alors, ave les notationspréédentes, pour tout n > max(N,N ′), an = λnbn = 0. Alors, pour tout n > max(N,N ′), rn = sn = 0. Onpeut alors dé�nir, (λ′n)n>max(N,N ′) en posant pour tout n > max(N,N ′), λ′n = 1. On a alors :
∀n > max(N,N ′), rn = λ′nsn, et lim

n→+∞
λ′n = 1.Ainsi, rn ∼

+∞
sn. Remarquez qu'il s'agit du as très partiulier d'un équivalent à 0 : seule les suites stationnairesde limite nulle sont équivalentes à 0.Si la suite (bn)n∈N n'est pas nulle à partir d'un ertain rang ('est-à-dire stationnaire de valeur 0, e quin'empêhe par que ertains termes soient nuls), alors, omme elle est à termes positifs :

∀n ∈ N, ∃k > n, bk > 0, don ∀n ∈ N,

+∞
∑

k=n+1

bk > 0, soit : ∀n ∈ N, sn > 0.Ainsi, on peut diviser pour tout n > N l'inégalité de la question 1 par sn. On obtient :
∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n > N, (1 − ε) 6

rn

sn

6 (1 + ε).Par dé�nition des limites, on en déduit que lim
n→+∞

rn

sn

= 1, don rn ∼
+∞

sn.Bilan : avant de diviser, assurez-vous toujours que e par quoi vous divisez est non nul !PARTIE I � Comportement à l'in�ni des sommes partielles et restes des séries de Riemann1



1. Pour tout k > a, [k, k+1] est inlus dans le domaine de dé�nition de f , et omme f y est déroissante, on a :
∀k > a, ∀x ∈ [k, k + 1], f(k + 1) 6 f(x) 6 f(k).La fontion f étant ontinue, elle est intégrable sur [k, k + 1], et on peut don intégrer l'inégalité préédentesur et intervalle. Par la roissane de l'intégrale, on trouve :

∀k > a,

∫ k+1

k

f(k + 1) dx 6

∫ k+1

k

f(x) dx 6

∫ k+1

k

f(k) dx soit : f(k + 1) 6

∫ k+1

k

f(x) dx 6 f(k).Soit n > a et p > n. On peut sommer la première inégalité pour tout k ∈ [[n, p− 1]]. On obtient :
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∑

k=n

f(k + 1) 6
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∑
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k

f(x) dx =

∫ p

n

f(x) dx,d'après la relation de Chasles. En e�etuant un hangement d'indie, on obtient don :
p
∑

k=n+1

f(k) 6

∫ p

n

f(x) dx.De même, on somme la deuxième inégalité pour tout k ∈ [[n+ 1, p]]. On obtient :
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p
∑
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k

f(x) dx =
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n+1

f(x) dx.Conlusion : ∀n > a, ∀p > n,
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n+1

f(x) dx 6

p
∑
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f(k) 6

∫ p

n

f(x) dx.2. (a) Soit α > 1. Soit f : [1,+∞[→ R+ dé�nie pour tout x ∈ [1,+∞[ par f(x) =
1

xα
. La fontion f étantdéroissante et ontinue, on peut appliquer la question préédente : Soit n > 1, alors :

∀p > n,

∫ p+1

n+1

dx

xα
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∑
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,soit: ∀p > n,
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∑

k=n+1

1

kα
6

[

1

α− 1
· 1

xα−1

]x=p

x=n

,soit: ∀p > n,
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.Les trois expressions admettent une limite lorsque p tend vers +∞ (l'expression médiane du fait que
∑

1
nα onverge, en tant que série de Riemann de paramètre α > 1). Ainsi, en passant à la limite lorsque

p tend vers +∞, on obtient :
1

(α− 1)(n+ 1)α−1
6

+∞
∑

k=n+1

1

kα
6

1

(α− 1)nα−1
.(b) On obtient de la question préédente, en multipliant pour tout n > 1 par (α− 1)nα−1 > 0 :

∀n > 1,

(

n

n+ 1

)α−1

6 (α− 1)nα−1
+∞
∑

k=n+1

1

kα
6 1.Les deux expressions enadrantes tendent vers 1 lorsque n tend vers +∞, don, d'après le théorèmed'enadrement, la limite du terme médian existe, et :

lim
n→+∞

(α− 1)nα−1
+∞
∑

k=n+1

1

kα
= 1, soit: +∞

∑

k=n+1

1
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∼

+∞
1

(α− 1)nα−1
.2



3. (a) Cette fois, on applique la question 1 dans le as d'une série divergente. On onsidère la fontion f :

[1,+∞[→ R+, dé�nie pour tout x ∈ [1,+∞[ par f(x) = 1
x
. Elle est déroissante et ontinue sur [1,+∞[.On peut don appliquer les résultats de la question 1, en prenant n = 1 :

∀p > 1,

∫ p+1

2
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x
6

+∞
∑
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6

∫ p

k=1

dx

xsoit: ∀p > 1, ln(p+ 1) − ln 2 6

+∞
∑
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k
6 ln p,don: ∀p > 2, 1 +

ln(1 + 1
p
) − ln 2

ln p
6

1

ln p

+∞
∑
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k
6 1.Cette dernière inégalité a été obtenue en divisant, pour tout p > 2 par ln p > 0 (remarquez la néessitéde se restreindre à p > 2 pour e faire).Ainsi, les deux expressions enadrantes tendant vers 1 lorsque p tend vers +∞, on en déduit d'après lethéorème d'enadrement que l'expression médiane aussi, don : p

∑
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1

k
∼
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ln p.Comme le terme orrespondant à l'indie k = 1 de la somme est 1, et que 1 = o(ln p) lorsque p tend vers

+∞, on en déduit que p
∑
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ln p.(b) Soit n ∈ N

∗. Calulons vn :
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)D'après (1), on trouve don :
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.Ainsi, vn ∼
+∞

− 1

2n2
. Cette dernière expression étant de signe onstant (négatif) pour tout n, et le termegénéral d'une série onvergente (série de Riemann de paramètre 2 > 1), on en déduit, d'après le théorèmede omparaison des séries à termes positifs équivalents, que ∑ vn onverge, 'est-à-dire ∑ un+1 − unonverge.Or, la onvergene de ette dernière série équivaut à la onvergene de la suite (un)n∈N, puisque sessommes partielles véri�ent :

∀n ∈ N
∗,

n
∑

k=1
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n
∑

k=1

uk+1 −
n
∑

k=1

uk =

n+1
∑

k=2

uk −
n
∑

k=1

uk = un+1 − u1.Don la suite (un)n∈N∗ onverge vers un ertain réel γ.() Puisque vn ∼
+∞

− 1

2n2
, et que les séries ∑ vn et ∑− 1

2n2 sont à termes négatifs (au moins à partir d'unertain rang pour∑ vn, puisque (vn)n∈N∗ est équivalente à une suite négative), on est dans les onditionsd'appliation des questions préliminaires (quitte à tout multiplier par un fateur −1 pour se ramener àdes séries à termes positifs). Ainsi :
+∞
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,l'avant-dernier équivalent déoulant de la question 2a.3



(d) Or, pour tout n > 1 : +∞
∑

k=n

= lim
N→+∞

N
∑

k=n

(un+1 − un) = lim
N→+∞

uN+1 − un = γ − un. Ainsi :
∀n > 1,
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k
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vn,et, puisque d'après la question préédente, +∞
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.PARTIE II � Comportement à l'in�ni des sommes partielles de ∑ σn1. Tout nombre n est au moins divisé par 1, don pour tout n ∈ N
∗, σn > 1 et τn > 1. Ainsi, les suites (σn)n∈N∗et (τn)n∈N∗ ne onvergent pas vers 0 : les séries∑ σn et ∑ τn divergent grossièrement.2. Soit n ∈ N

∗. Soit k ∈ N
∗. Alors :

σk =
∑

d|k
1 = Card{d ∈ N

∗ tel que d|k} = Card{d ∈ N
∗ tel que ∃q ∈ N

∗, dq = k}.Pour tout diviseur d de k, et entier q étant unique, on obtient une bijetion :
Φ : {d ∈ N

∗ tel que ∃q ∈ N
∗, dq = k} −→ {(d, q) ∈ (N∗)2 tel que dq = k},en assoiant à tout diviseur d de k le ouple Φ(d) = (d, q), où q est l'unique entier tel que dq = k. En e�et, ondé�nit une réiproque Ψ en posant pour tout ouple (d, q) tel que dq = k, Ψ(d, q) = d. Clairement Φ ◦Ψ = idet Ψ ◦ Φ = id, don Φ est une bijetion. On en déduit l'égalité des ardinaux de es deux ensembles, don :

σk = Card{(d, q) ∈ (N∗)2 tel que dq = k}.Ainsi, ei étant vrai pour tout k ∈ N
∗, en sommant sur tous les entiers k ∈ [[1, n]], on obtient :

Sn =
n
∑

k=1

Card{(d, q) ∈ (N∗)2 tel que dq = k} = Card
n
⋃

k=1

{(d, q) ∈ (N∗)2 tel que dq = k}

= Card{(d, q) ∈ (N∗)2 tel que dq 6 n},l'avant dernière égalité provenant du fait que les ensembles onsidérés sont deux à deux disjoints.3. On va montrer que pour tout n ∈ N
∗,

{(d, q) ∈ (N∗)2 tel que dq 6 n} = An ∪Bn ∪ Cn,et que ette union est disjointe. Soit n ∈ N
∗.

• Soit (d, q) ∈ {(d, q) ∈ (N∗)2 tel que dq 6 n}. Alors :
∗ soit d 6

√
n. Dans e as, puisque dq 6 n, on a q 6 n

d
. En distinguant suivant la position de q parrapport à √

n, on aboutit don soit à (d, q) ∈ An, soit à (d, q) ∈ Bn ;
∗ soit d > √

n, et dans e as, q 6 n
d

6 n√
n

6
√
n. D'autre part, puisque qd 6 n, on a d 6 n

q
. Ainsi

(d, q) ∈ Cn.Don, dans tous les as, (d, q) ∈ An ∪Bn ∪ Cn, don : {(d, q) ∈ (N∗)2 tel que dq 6 n} ⊂ An ∪Bn ∪ Cn.
• ∗ Soit (d, q) ∈ An, alors 1 6 d 6

√
n et 1 6 q 6

√
n, don dq 6 n.

∗ Soit (d, q) ∈ Bn, alors, puisque q 6
n
d
, on a dq 6 n.

∗ Soit (d, q) ∈ Cn, alors, puisque d 6 n
q
, on a dq 6 n.On obtient don An ∪Bn ∪ Cn ⊂ {(d, q) ∈ (N∗)2 tel que dq 6 n}.Les deux inlusions étant satisfaites, on a égalité entre es deux ensembles. De plus, il apparaît lairement depar leur dé�nition que les trois ensembles An, Bn et Cn sont deux à deux disjoints. Ainsi :

Sn = Card{(d, q) ∈ (N∗)2 tel que dq 6 n} = Card(An ∪Bn ∪ Cn) = Card(An) + Card(Bn) + Card(Cn).4



4. (a) ∀n ∈ N
∗,Card(An) =

∑

(d,q)∈An

1 =
∑

d∈N
∗

d6
√

n

∑

q∈N
∗

q6
√

n

1 =

E(
√

n)
∑

d=1

E(
√

n)
∑

q=1

1 =

E(
√

n)
∑

d=1

E(
√
n) = E(

√
n)2.(b) On onstruit une bijetion ϕ : Bn → Cn en posant, pour tout (d, q) ∈ Bn, ϕ(d, q) = (q, d). La fontion

ϕ est lairement à valeurs dans Cn, et admet une réiproque ψ dé�nie sur tout ouple (d, q) ∈ Cn par
ψ(d, q) = (q, d). Don ϕ est une bijetion, et Card(Bn) = Card(Cn).() Soit n ∈ N

∗. Alors :
Card(Bn) =

∑

(d,q)∈Bn

1 =

E(
√

n)
∑

d=1

E( n
d )

∑

q=E(
√

n)+1
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E(
√

n)
∑
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E
(n

d
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− E(
√
n)
)

=





E(
√

n)
∑

d=1

E
(n

d

)



− E(
√
n)

E(
√

n)
∑

d=1

1 =





E(
√

n)
∑

d=1

E
(n

d

)



− E(
√
n)2.(d) Soit n ∈ N

∗. D'après les questions 3, 4a, 4b et 4, on a :
Sn = Card(An) + Card(Bn) + Card(Cn) = Card(An) + 2Card(Bn)

= 2





E(
√

n)
∑

d=1

E
(n

d

)



− 2E(
√
n)2 + E(

√
n)2 = 2





E(
√

n)
∑

d=1

E
(n

d

)



− E(
√
n)2.Commençons par enadrer E(

√
n)

∑

d=1

E
(n

d

)

.Pour tout d ∈ [[1, E(
√
n)]], n

d
− 1 < E

(n

d

)

6
n

d
, don, en sommant :

E(
√

n)
∑

d=1

(n

d
− 1
)

<

E(
√

n)
∑

d=1

E
(n

d

)

6

E(
√

n)
∑

d=1

n

d
= n

E(
√

n)
∑

d=1

1

d
.De plus, √n− 1 < E(

√
n) 6

√
n, don (

√
n− 1)2 < E(

√
n)2 6 n. Ainsi, on obtient un enadrement de

Sn :
Gn =

E(
√

n)
∑

d=1

2
(n

d
− 1
)

− n 6 Sn 6 2n

E(
√

n)
∑

d=1

1

d
− (

√
n− 1)2 = Dn.(Remarquez que je ne mets pas de quanti�ateur sur la variable n, puisque je l'ai posée en début dequestion)5. (a) Soit (un)n∈N une suite telle que un = O

(

1√
n

). Alors lim
n→+∞

un = 0, don ln(1 + un) ∼
+∞

un.Ainsi, ln(1 + un) = O(un) = O
(

1√
n

)

.Pour tout n ∈ N
∗, −1 6 E(

√
n) −√

n 6 0, don E(
√
n) =

√
n+O(1).(b) On reonnaît en Dn une somme partielle de la série∑ 1

k
. D'après I-3d, puisque 1

E(
√

n)
= O

(

1√
n

) :
Dn = 2n ln(E(

√
n)) + 2nγ + nO

(

1√
n

)

− n = 2n ln(
√
n) + 2n ln

(

E(
√
n)√
n

)

+ (2γ − 1)n+ O(
√
n).Or, d'après la question préédente : ln

(

E(
√
n)√
n

)

= ln

(

1 +O

(

1√
n

))

= O

(

1√
n

)

.Ainsi : Dn = n lnn+ (2γ − 1)n+O(
√
n).() Soit n ∈ N

∗. Alors
Gn = 2n

E(
√

n)
∑

d=1

1

d
− 2

E(
√

n)
∑

d=1

1 − n = 2n

E(
√

n)
∑

d=1

1

d
− 2E(

√
n) − n

= Dn + (
√
n− 1)2 − 2E(

√
n) − n = Dn − 2

√
n+ 1 − 2E(

√
n).5



(d) Or, E(
√
n) = O(

√
n), √n = O(

√
n) et 1 = O(

√
n) don :

Gn = Dn +O(
√
n) = n lnn+ (2γ − 1)n+O(

√
n).(e) Pour tout n ∈ N

∗, Sn est enadré par deux suites qui sont toutes les deux en n lnn+(2γ−1)n+O(
√
n).Notons pour tout n ∈ N

∗, un = Gn −n lnn+(2γ− 1) et vn = Dn −n lnn+(2γ− 1). Alors de l'inégalitéde la question 4d, on déduit :
un√
n

6
1√
n

(Sn − n lnn− (2γ − 1)n) 6
vn√
n
.Or, un = O(

√
n), don ( un√

n

)

n∈N∗

est bornée. De même, ( vn√
n

)

n∈N∗

est bornée. Ainsi, la suite
(

1√
n

(Sn − n lnn− (2γ − 1)n)

)

n∈N∗

est bornée, don, par dé�nition,
Sn − n lnn− (2γ − 1)n = O(

√
n), soit: Sn = n lnn+ (2γ − 1)n+O(

√
n).On en déduit que Sn ∼

+∞
n lnn, puisque (2γ − 1)n = o(n lnn) et O(

√
n) = o(n lnn).(f) Pour tout α ∈ R, 1

Sα
n

∼
+∞

1

nα lnα n
. Les séries étant à termes positifs, la nature de ∑ 1

Sα
n

est la mêmeque la nature de la série ∑ 1

nα lnα n
. Soit, pour tout n > 2, un =

1

nα lnα n
.Si α > 1, alors ∀n > 2, nαun =

1

lnα n
, don lim

n→+∞
nαun = 0. Ainsi, un = o

(

1

nα

), et omme ∑ 1

nαest une série de Riemann de paramètre α > 1, don onvergente, il en résulte, d'après un orollaire duthéorème de omparaison des séries à termes positifs, que ∑un onverge. Don ∑ 1

Sα
n

onverge.Si α < 1, alors ∀n > 2, nun =
n1−α

lnα n
. D'après les roissanes omparées, lim

n→+∞
nun = +∞. Ainsi,

1

n
= o(un). Les séries étant à termes positifs, d'après un orollaire du théorème de omparaison desséries à termes positifs, ∑un diverge ar∑ 1

n
diverge.Si α = 1, alors la fontion x 7→ 1

x ln x
est ontinue et déroissante sur [2,+∞[. Ainsi, d'après la questionI-1, pour tout p > 3,
∫ p+1

3

dx

x lnx
dx 6

p
∑

k=3

1

k ln ksoit: 1

2

[

(lnx)2
]p+1

3
6

p
∑

k=3

1

k ln ksoit: 1

2
(ln2(p+ 1) − ln2 4) 6

p
∑

k=3

1

k ln kOr, (1

2
(ln2(p+ 1) − ln2 4)

)

p>3

diverge vers +∞, don ( p
∑

k=3

1

k ln k

)

p>3

aussi.Ainsi, ∑ 1

n lnn
diverge don aussi ∑ 1

Sn

.PARTIE III � Comportement à l'in�ni des sommes partielles de ∑ τn1. Comme pour les sommes (Sn)n∈N∗ , on a :
∀n ∈ N

∗, Tn =
∑

(d,q)∈{(d,q)∈(N∗)2,dq6n}
d =

n
∑

q=1

∑

d6 n
q

d =

n
∑

q=1

E(n
q )

∑

d=1

d =

n
∑

q=1

1

2
E

(

n

q

)(

E

(

n

q

)

+ 1

)

.Désolé pour la malheureuse erreur de signe qui s'était glissée dans l'énoné.6



2. Soit n ∈ N
∗. Pour tout q ∈ [[1, n]], n

q
− 1 < E

(

n

q

)

6
n

q
, puis :

n

q

(

n

q
− 1

)

< E

(

n

q

)(

E

(

n

q

)

+ 1

)

6
n

q

(

n

q
+ 1

)

.Ainsi, en sommant sur toutes les valeurs de q ∈ [[1, n]], on obtient :
n
∑

q=1

n

q

(

n

q
− 1

)

< Tn 6

n
∑

q=1

n

q

(

n

q
+ 1

)

.3. D'après la partie I, +∞
∑

q=n+1

1

q2
∼

+∞
1

n
, don +∞

∑

q=n+1

1

q2
= O

(

1

n

).4. Soit n ∈ N
∗. Alors

n
∑

q=1

(

n

q

)2

= n2
n
∑

q=1

1

q2
= n2

(

+∞
∑

q=1

1

q2
−

+∞
∑

q=n+1

1

q2

)

= n2

(

π2

6
+O

(

1

n

))

=
(πn)2

6
+O(n) =

(πn)2

6
+O(n lnn).De plus, n

∑

q=1

n

q
= n

n
∑

q=1

1

q
∼

+∞
n lnn d'après la partie I.Ainsi, n

∑

q=1

n

q
= O(n lnn). Par onséquent,

1

2

n
∑

q=1

n

q

(

n

q
− 1

)

=
n2

2

n
∑

q=1

1

q2
− n

2

n
∑

q=1

1

q
=

(πn)2

12
+O(n lnn).De même,

1

2

n
∑

q=1

n

q

(

n

q
+ 1

)

=
n2

2

n
∑

q=1

1

q2
+
n

2

n
∑

q=1

1

q
=

(πn)2

12
+O(n lnn).Le même raisonnement que pour (Sn)n∈N∗ , montre alors que Tn =

(πn)2

12
+O(n lnn). Ainsi Tn ∼

+∞
(πn)2

12
.5. On a, pour tout n ∈ N

∗ :
1√
Tn

=
1

√

(nπ)2

12 +O(n lnn)
=

2
√

3

πn

1
√

1 + O
(

ln n
n

)

=
2
√

3

πn

(

1 − 1

2
O

(

lnn

n

))

=
2
√

3

πn
+O

(

lnn

n2

)

.6. Attention, on ne peut pas utiliser des équivalents ii, les séries n'étant pas de signe onstant. On utilise laquestion préédente :
(−1)n

√
Tn

=
2
√

3(−1)n

πn
+O

(

lnn

n2

)

.

• lim
n→+∞

lnn√
n

= 0, don lnn

n2
= o

(

1

n
√
n

). Ainsi, d'après un orollaire du théorème de omparaison des sériesà termes positifs, et les résultats de onvergene des séries de Riemann, les séries étant à termes positifs,
∑ lnn

n2
onverge, don aussi∑wn, où wn = O

(

lnn

n2

).
• Soit pour tout n ∈ N

∗, Un =

n
∑

k=1

(−1)k

k
. Alors :

∗ ∀n ∈ N
∗, U2n+2 − U2n =

1

2n+ 2
− 1

2n+ 1
< 0, don (U2n)n∈N∗ déroît.

∗ ∀n ∈ N
∗, U2n+1 − U2n−1 =

1

2n
− 1

2n+ 1
> 0, don (U2n+1)n∈N roît.

∗ ∀n ∈ N
∗, U2n+1 − U2n =

−1

2n+ 1
, don lim

n→+∞
U2n+1 − U2n = 0.7



Ainsi, les suites (U2n)n∈N∗ et (U2n+1)n∈N sont adjaentes, don admettent une limite ommune ℓ. Soit
ε > 0. Alors :

∃N1 ∈ N, ∀n > N1, |U2n − ℓ| < ε et ∃N2 ∈ N, ∀n > N2, |U2n+1 − ℓ| < ε.Ainsi, ∀n > 2 max(N1, N2), |Un − ℓ| < ε.On en déduit que (Un)n∈N∗ admet une limite, don ∑ (−1)n

n
onverge, don aussi ∑ 2

√
3(−1)n

πn
.Ainsi, ∑ (−1)n

√
Tn

est la somme de deux séries onvergentes, don onverge.
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