LYCEE LA BRUYERE, VERSAILLES Pour lundi 26/09/2011
ECS 2 — Mathématiques

DM n° 2 — Série
DEVOIR FACULTATIF

Correction du probléme — Equivalents et développements asymptotiques de séries liées aux diviseurs

On admet, dans 'ensemble du probléme les deux résultats suivants :

1 11 1 Rl
1n<1+ﬁ)_ﬁ_ﬁ+o(ﬁ> et ZFZF (].)

n=1
Questions préliminaires

1. Soit € > 0.
Puisque a, ol by, il existe une suite (A, )nen et un entier N’ tels que pour tout n > N’ a, = A\p,b, et

lim A, = 1. Alors, par définition des limites,
n—-+0o0o

INEN,VE=N, 1—e< A\ <1+e

Soit une telle valeur de N, qu’on peut choisir supérieure & N'. En multipliant pour tout & > N cette inégalité
par bg, qui est positif, on obtient :

Yk = N, (1—¢)bp < Aebp < (14 ¢€)by, soit : Yk =N, (1—¢)bp <ap< (1 —I—E)bk.

Soit n > N. Sommons ces inégalités (valides pour les indices considérés) sur tous les indices k > n + 1 (les
séries Y a, et Y b, étant convergentes, on peut considérer les sommes jusqu’a l'infini) :

—+oo —+oo —+oo
(1-¢) Z b < Z ap < (1+¢) Z bi.
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Conclusion : Ve > 0, IN e N, Vn > N, (1 —¢)s,, <7y < (1 +€)sp,.

2. Sila suite (by,)nen est nulle & partir d’un certain rang (donc si 3N, Vn > N, b, = 0), alors, avec les notations
précédentes, pour tout n > max(N, N'), a, = Ayb, = 0. Alors, pour tout n > max(N, N'), r, = s, = 0. On
peut alors définir, (A],),>max(n,n7) €0 posant pour tout n > max(N, N’), A}, = 1. On a alors :

Vn > max(N,N'), 7, = X, sp, et lim M\, =1.

n—-+o0o
Ainsi, 1, ~ s,. Remarquez qu’il s’agit du cas trés particulier d’un équivalent a 0 : seule les suites stationnaires
—+oo
de limite nulle sont équivalentes & 0.

Si la suite (by,)nen n'est pas nulle & partir d’un certain rang (c’est-a-dire stationnaire de valeur 0, ce qui
n’empéche par que certains termes soient nuls), alors, comme elle est & termes positifs :

+oo
VneN, Ik >n, by >0, donc  VneN, > b >0, soit: VneNs, >0
k=n-+1

Ainsi, on peut diviser pour tout n > N linégalité de la question 1 par s,. On obtient :

Ve >0, AN €N, VYo > N, (1—5)<Z—"§(1+5).

,
Par définition des limites, on en déduit que lim — = 1, donc r, o
n o]

— 400 Sn

Bilan : avant de diviser, assurez-vous toujours que ce par quoi vous divisez est non nul!

PARTIE I — Comportement a ’infini des sommes partielles et restes des séries de Riemann



1. Pour tout k > a, [k, k + 1] est inclus dans le domaine de définition de f, et comme [ y est décroissante, on a :
Vk > a, Ve € [k, k+1], f(k+1) < f(z) < f(k).

La fonction f étant continue, elle est intégrable sur [k, k + 1], et on peut donc intégrer I'inégalité précédente
sur cet intervalle. Par la croissance de l'intégrale, on trouve :

k k k k
Vk}a,/k +1f(k—i—l) d;vg/kﬂf(;v) dxg/k +1f(k) dr  soit : f(k+1)</k+lf(;v) dz < f(k).

Soit n > a et p > n. On peut sommer la premiére inégalité pour tout k € [n,p — 1]. On obtient :

p—1 r—1 k41 )
f(k+1) < flz)dz= [ f(z)dz
2 > /

d’aprés la relation de Chasles. En effectuant un changement d’indice, on obtient donc :

k </pf(:1c)d:1c

De méme, on somme la deuxiéme inégalité pour tout k € [n + 1, p]. On obtient :

i i /k+1 /p+1
f(k) > f(z) dae = f(z) da.
k=n+1 k=n+1 k n+l

p+1 p P
Conclusion : Vn > a, Vp > n, / f(z) dx < Z f(k) < / f(z) dz
n k= n

1
2. (a) Soit @ > 1. Soit f : [1,+o0o[— R4 définie pour tout = € [1,+oo[ par f(x) = —. La fonction f étant
e
décroissante et continue, on peut appliquer la question précédente : Soit n > 1, alors :

P+l dy P 1 P dx
Vp>n — K — < -
p/ 7‘/n’+1 :EO‘ X ka\‘/n $a7

k=n-+1
1 1 ]eEett LA 1 I
soit: Vp = n, [ . —_] < — < { . __} ,
a—1 go-l e=nt1 .5 ke a—1 zo-t]

1 1 1 1
it: Vp > n, — .
S0t p=zn 1—a ((n+1)°‘ (p—l—l ) k;ﬂ ke l—a (no‘l po‘l)

Les trois expressions admettent une limite lorsque p tend vers +oo (’expression médiane du fait que
> n% converge, en tant que série de Riemann de parameétre o > 1). Ainsi, en passant a la limite lorsque
p tend vers +o00, on obtient :

1 =X 1 1
(= 1)(n+1)>"t S W ke S (a—1)n>—1"
(b) On obtient de la question précédente, en multipliant pour tout n > 1 par (a — 1)n® 1 >0 :

a—1 00
n a1 1
Vn > 1, (n—|—1) <(a=1)n Z k—agl.

k=n-+1

Les deux expressions encadrantes tendent vers 1 lorsque n tend vers 400, donc, d’aprés le théoréme
d’encadrement, la limite du terme médian existe, et :

R | = 1

lim (a—1)n®! Z T = 1, soit:

n—-+oo k® +oo (o — 1)na—1’
k=n+1 k=n-+1



3.

(a) Cette fois, on applique la question 1 dans le cas d’une série divergente. On considére la fonction f :
[1,4+00[— Ry, définie pour tout z € [1, +oo| par f(z) = 1. Elle est décroissante et continue sur [1, +ool.
On peut donc appliquer les résultats de la question 1, en prenant n =1 :

p+1 +oo D
Vp>1,/ —dx<§j1</ e
2 z k k=1 T
k=2

+
1
soit: Vp=1, In(p+1)—1n2< ZE <Inp,
k=2
In(1+ 1) —1n2 1 &9
donc: W>2,1+L<—Z—<1.
Inp lnpk 2k

Cette derniére inégalité a été obtenue en divisant, pour tout p > 2 par Inp > 0 (remarquez la nécessité
de se restreindre & p > 2 pour ce faire).
Ainsi, les deux expressions encadrantes tendant vers 1 lorsque p tend vers +o0o, on en déduit d’apreés le
P
théoréme d’encadrement que ’expression médiane aussi, donc : Z 1 ~ Inp.
= k p—+oo
Comme le terme correspondant & U'indice k¥ = 1 de la somme est 1, et que 1 = o(Inp) lorsque p tend vers

In p.

~
p—Foo

p
1
400, on en déduit eE—
00, o1 en uqukilk

(b) Soit n € N*. Calculons vy, :

(e i 1 n+1
Up = Upi1 — Up = ZE —In(n+1) — Z +1nn—n+1—1n< - )
k=1

k=1

x| =

D’aprés (1), on trouve donc :
1 1 n 1 n 1 -1 n 1 n 1
Up = ——F+ —+4o|l=]|=—+—+0|= ).
n+l1l n  2n? n? nin+1) 2n? n?

-1 -1 -1 -1 1
Or, ——— ~ — , donc ——— = — — ). Ainsi :
r, n(n+1) oo 2 onc n(n—|—1) ) +0<n2> 1nsi

-1 1 1y 1 1
mEE e to\E) T T o)

1

Ainsi, v, o Cette derniére expression étant de signe constant (négatif) pour tout n, et le terme
o 2n

général d’une série convergente (série de Riemann de paramétre 2 > 1), on en déduit, d’aprés le théoréme

de comparaison des séries & termes positifs équivalents, que > v, converge, c’est-a-dire Y upt1 — Un
converge.

Or, la convergence de cette derniére série équivaut a la convergence de la suite (uy,)nen, puisque ses
sommes partielles vérifient :

n+1 n

n n n
Vn € N, E Uk41 — Uk = E Uk1 — E U = g U — g Uk = Up41 — UL
k=1 k=1 k=1 k=2 k=1

Donc la suite (uy,)nen+ converge vers un certain réel ~.

(c) Puisque v, ~ et que les séries > v, et > —# sont & termes négatifs (au moins a partir d’un
+

s 2n2’
certain rang pour Y vy, puisque (v, )nen+ est équivalente & une suite négative), on est dans les conditions
d’application des questions préliminaires (quitte & tout multiplier par un facteur —1 pour se ramener a

des séries & termes positifs). Ainsi :

INNEL SO
Lo e 2 L 2 o0 2(n—1) 40 2

I’avant-dernier équivalent découlant de la question 2a.



N

“+o00
(d) Or, pour tout n > 1 : Z = Nlirilm Z(Unﬂ —Up) = Nlir}rlm UN4] — Up = Y — Up. Ainsi :
k=n k=n
400
=u,+lnn=Inn+~— Zvn,

k=n

> =

Vn > 1, i
k=1

“+oo
1 1
et, puisque d’aprés la question précédente, E Up=——+40 <—> :
= 2n n

PARTIE IT — Comportement a l’infini des sommes partielles de > o,

1. Tout nombre n est au moins divisé par 1, donc pour tout n € N*, g, > 1 et 7, > 1. Ainsi, les suites (op )nen=
et (T )nen- ne convergent pas vers 0 : les séries Y o, et Y 7, divergent grossiérement.

2. Soit n € N*. Soit £ € N*. Alors :

o) = Y 1= Card{d € N* tel que d|k} = Card{d € N* tel que 3 € N*, dq = k}.
d|k

Pour tout diviseur d de k, cet entier ¢ étant unique, on obtient une bijection :
@ : {d € N* tel que 3¢ € N*, dg =k} — {(d,q) € (N*)? tel que dq = k},

en associant a tout diviseur d de k le couple ®(d) = (d, q), ou g est 'unique entier tel que dg = k. En effet, on
définit une réciproque ¥ en posant pour tout couple (d, g) tel que dg =k, ¥(d, ¢) = d. Clairement ® o ¥ = id
et ¥o®d =id, donc ® est une bijection. On en déduit I’égalité des cardinaux de ces deux ensembles, donc :

o = Card{(d,q) € (N*)? tel que dq = k}.

Ainsi, ceci étant vrai pour tout k¥ € N*, en sommant sur tous les entiers k € [1,n], on obtient :

Sp = Z Card{(d,q) € (N*)? tel que dq = k} = Card U {(d,q) € (N*)? tel que dq = k}
k=1 k=1
= Card{(d, q) € (N*)? tel que dg < n},

I’avant derniére égalité provenant du fait que les ensembles considérés sont deux & deux disjoints.

3. On va montrer que pour tout n € N*,
{(d.q) € (N*)? tel que dg < n} = A, UB, UC,,

et que cette union est disjointe. Soit n € N*.
e Soit (d,q) € {(d,q) € (N*)? tel que dqg < n}. Alors :
* soit d < /n. Dans ce cas, puisque dg < n, on a ¢ < %. En distinguant suivant la position de ¢ par
rapport & v/n, on aboutit donc soit & (d,q) € A, soit & (d,q) € By ;
* soit d > /n, et dans ce cas, ¢ < § < % < /n. D’autre part, puisque ¢gd < n, on a d < %. Ainsi
(d,q) € C,.
Donc, dans tous les cas, (d,q) € A, U B, UC,,, donc : {(d,q) € (N*
e x Soit (d,q) € Ap, alors 1 < d < netl<q</n,donc dg < n.
* Soit (d,q) € By, alors, puisque ¢ < %7, on a dg < n.
* Soit (d, q) € Cp, alors, puisque d < %, on a dgq < n.
On obtient donc A,, U B, UC,, C {(d,q) € (N*)? tel que dg < n}.
Les deux inclusions étant satisfaites, on a égalité entre ces deux ensembles. De plus, il apparait clairement de
par leur définition que les trois ensembles A,,, B,, et C,, sont deux & deux disjoints. Ainsi :

)2 tel que dg < n} C A, UB,UC,.

S, = Card{(d,q) € (N*)? tel que dg < n} = Card(A, U B, UC,) = Card(A,) + Card(B,,) + Card(C,,).



4.

E(/m) E(/R) B

39

)

Y
Il

1

(a) ¥n e N*,Card(4,) = > 1=Y > 1=> > 1= E(v/n) = E(v/n)?.
d=1 q=1

(b)

()

(d)

(d,q)€A, deN*  geN*
d<vn q<y/n

Oun construit une bijection ¢ : B,, — C,, en posant, pour tout (d,q) € B,, ©(d,q) = (¢q,d). La fonction
© est clairement & valeurs dans C,,, et admet une réciproque ¢ définie sur tout couple (d,q) € C,, par
¥(d, q) = (q,d). Donc ¢ est une bijection, et Card(B,,) = Card(C,,).

Soit n € N*. Alors :

B E(%) E(v/n) .
Card(B,) = > 1= 1= (E (E)—E(\/ﬁ))
(d,q)€Bn d=1 g¢=E(y/n)+1 d=1
Bym B(v/7) Bym
(X e(G)|-BWvD Y 1= E(%)] - B(/n)?
d=1 d=1 d=1

Soit n € N*. D’aprés les questions 3, 4a, 4b et 4c, on a :

S, = Card(A,) + Card(B,,) + Card(C,,) = Card(A,) + 2Card(B,,)

E(v/n) E(v/n) n
( Z E(Z )) —2E(Vn)? + E(vn)? =2 ( 3 E(a)) ~ E(vn)*.

E(V/n)
Commencons par encadrer Z E
nd:1 n n
Pour tout d € [1, E(y/n)], i 1< FE (E) < > donc, en sommant :
BV E(y/n) n Evm EWm)
- )« o Z.
Yo (g-1)< X E(g)s =" 2
d=1 d=1 d=1 d=1

De plus, /n — 1 < E(y/n) < y/n, donc (/n — 1)? < E(y/n)? < n. Ainsi, on obtient un encadrement de
Sy :

BWR EWR) |
Go= Y. 2(3—1>—n<Sn§2n > ——(Va-1? =D,
d=1 d=1

(Remarquez que je ne mets pas de quantificateur sur la variable n, puisque je ’ai posée en début de
question)

Soit (uy)nen une suite telle que u, = O (\/—> Alors lim w, =0, donc In(1 + uy,) foar

n—-+o00
Ainsi, In(1 + u,) = O(u,) = O (ﬁ) )
Pour tout n € N*, =1 < E(y/n) — v/n <0, donc E(y/n) = /n+ O(1).
On reconnait en D,, une somme partielle de la série ) % D’apres I-3d, puisque = (3/5) =0 (ﬁ) :

D,, = 2nIn(E(y/n)) + 2ny + nO <%> —n =2nln(v/n) + 2nln (%@) +(2y — D)n + O(v/n).

Or, d’apreés la question précédente : In (EE/\/_E)> =1In (1 + 0 (%)) =0 (%) .
n n n
Ainsi : D, = nlnn+ (2y — 1)n + O(v/n).

(c) Soit n € N*. Alors

B(v/m) 1 E(/A

Gn:2nz 221—n—2n2——2E —n
d=1
=D, + (vVn—1)? —2E(\/ﬁ)—n:Dn—2\/ﬁ+1—2E(\/ﬁ).



(d)

(e)

Or, B(y1) = (), Vi = O(v/7) et 1 = O(y/n) donc :
Gn =D, +0(/n)=nlnn+ (2y— 1)n+ O(/n).

Pour tout n € N*, S, est encadré par deux suites qui sont toutes les deux en nlnn+ (27 —1)n+O(y/n).
Notons pour tout n € N*, u, = G, —nlnn+ (2y —1) et v, = D, —nlnn+ (2y —1). Alors de l'inégalité
de la question 4d, on déduit :

Sp—nlnn—(2y—1)n) <

§\§

7(

Unp
\/_
Un
Or, u, = O(y/n), donc (—> est bornée. De méme, <—") est bornée. Ainsi, la suite
Vi) e V) pen

1
(—(Sn —nlnn — (2y — 1)n)> est bornée, donc, par définition,
neN*

vn
S, —nlnn— (2y —1)n = O(y/n), soit: Sp=nlnn+ (2y — 1)n + O(v/n).

On en déduit que S,, ~ nlnn puisque (2y — 1)n = o(nlnn) et O(y/n) = o(nlnn).

1 1
Pour tout o € R, ————. Les séries étant a termes positifs, la nature de E <o est la méme
S o {3 noIn®
1 1
ue la nature de la série —————. Soit, pour tout n > 2, u, = ————.
d Z n®lnn P " paln®n

Sia>1,alors Vn 2 2, nu, = —5
In“n

est une série de Riemann de paramétre o > 1, donc convergente, il en résulte, d’aprés un corollaire du

1
, donc nEI-ir-loon Uy, = 0. Ainsi, u, =0 ( ) et comme Z i

. . . 1
théoréme de comparaison des séries & termes positifs, que E U, converge. Donc E o converge.
n

nlfa

———. D’aprés les croissances comparées, hm nu, = +oo. Ainsi,

In“n n—-+oo

Si a < 1,alors Vn > 2, nu, =
1

— = o(uy). Les séries étant & termes positifs, d’aprés un corollaire du théoréme de comparaison des
n

. - . 1.
séries & termes positifs, E uy, diverge car E — diverge.
n

Si a = 1, alors la fonction x — est continue et décroissante sur [2, +-o0o[. Ainsi, d’aprés la question
nx

I-1, pour tout p > 3,

k=3

. 1 P &1

: = <
solt 2[(1”) }3 Zklnk

k=3
1 LA

it: ~(In? 1) —In?4) <

soit 2(n(p+ ) —In"4) kzzgklnk

1
Or, (i(lm2 (p+1)—1n? 4)) diverge vers +oo, donc (

(]
>~
N~
S
V
w
QJ
c
»n
z

p=3 k=3

1 1
Ainsi, Z un diverge donc aussi Z 3
nlnn n

PARTIE III — Comportement a ’infini des sommes partielles de 7,

1. Comme pour les sommes (S, )nen+, on a :

em

n E(3)

VneN*, T, = 3 d=3"%d= zn: d= :%E<Z><E(g)+1)

(d,q)€{(d,q)€(N*)2,dg<n} g=1d< ¢=1 d=1 q

23

Désolé pour la malheureuse erreur de signe qui s’était glissée dans ’énoncé.



2. Soit n € N*. Pour tout ¢ € [1,n], " 1<E (2) < 2, puis :
q q q

G )G ) <G

Ainsi, en sommant sur toutes les valeurs de ¢ € [1,n], on obtient :

“+oo 1 1 “+oo 1 1
3. D’apré i E —- ~ — E — = — .
aprés la partie I, = donc @) <n>
g=n+1
4. Soit n € N*. Alors

() s (S 2.7)

)

De plus, Z = nz -~ nlnn d’aprés la partie 1.

ql ql

Ainsi, Z — = O(nlnn). Par conséquent,

De méme,

n NP~ 1l n=1 (mn)?
(—+1>—7Z—2+§Za— 2 +O(nlnn).

2

+O(nlan). Ainsi T,, ~ (mn)

Le méme raisonnement que pour (Sy,)nen+, montre alors que 7T, = fodr
o0

5. On a, pour tout n € N* :

1 1 2v/3 1 2V/3 Inn 2v/3 Inn
= = - —O =—+0|— ).
VT, \/(mr) +O(ninn) ™ 140 (lnn) ™ n ™ n

6. Attention, on ne peut pas utiliser des équivalents ici, les séries n’étant pas de signe constant. On utilise la

question précédente :

) Inn Inn 1 . . . .
e lim — =0,donc —- =o( —= |. Ainsi, d’apreés un corollaire du théoréme de comparaison des séries
n—+oo /1 n ny/n

a termes positifs, et les résultats de convergence des séries de Riemann, les séries étant a termes positifs,

Inn . R Inn
E —,- converge, donc aussi E Wy, OU Wy, = O — |
n n

e Soit pour tout n € N*, U,, = i (_]i)k Alors :
k=1
x Vn € N*, Ugpqg — Uy = 2”} 5~ 27111+1 < 0, donc (Uszp )nen+ décroit.
x Vn € N* Ugpi1 — Uspoq = Y > 0, donc (Uzp41)nen croit.
* Vn € N*, Ugyiq1 — Ugy = 2n——|1—1’ donc nEIJIrloo Usnt1 — Uszp = 0.



Ainsi, les suites (Uszp)nen+ €t (Uzn+1)nen sont adjacentes, donc admettent une limite commune ¢. Soit
e > 0. Alors :

aN; EN, V?”L}Nl, |U2n—€|<6 et HNQEN, VTL}NQ, |U2n+1—€|<6.
Ainsi, Vn > 2max(N1, Na), |U, —£| <e.
(1)

n

VA1

. 2
converge, donc aussi E

On en déduit que (U, )nen+ admet une limite, donc Z
™

o =4 -
Ainsi, E T est la somme de deux séries convergentes, donc converge.
n



