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ée La Bruyère, Versailles Pour vendredi 30/09/2011ECS 2 � Mathématiques DM3 - Séries, intégrales impropresCorre
tion de l'exer
i
e 1 � (Produit de Cau
hy de deux séries)1. Soit ∑ an et ∑ bn deux séries à termes positifs 
onvergentes. On dé�nit, pour tout n ∈ N,
cn =

n
∑

k=0

akbn−k.(a) Géométriquement, 
ela se 
omprend assez bien : la première somme 
onsiste à sommer sur tous lesindi
es (k, l) d'un 
arré de 
�té ⌊N
2

⌋, la deuxième à sommer sur un 
ertain triangle, et la troisième, àsommer sur un 
arré de 
oté N , 
es trois ensembles étant in
lus les uns dans les autres.Soit N ∈ N. On a
N
∑

n=0

cn =

N
∑

n=0

n
∑

k=0

akbn−k =

N
∑

k=0

N
∑

n=k

akbn−k =

N
∑

k=0

N−k
∑

ℓ=0

akbℓ,en ayant e�e
tué le 
hangement d'indi
e ℓ = n − k.
• Comme les termes sont tous positifs, on a don
 :

N
∑

n=0

cn 6

N
∑

k=0

N
∑

ℓ=0

akbℓ =
N
∑

k=0

ak

N
∑

k=0

bk .

• Les termes étant positifs, en retreignant la première somme à N 6
⌊

N
2

⌋, on obtient une somme pluspetite (il y a moins de termes) :
N
∑

n=0

cn >

⌊N

2 ⌋
∑

k=0

N−k
∑

ℓ=0

akbℓ.Mais puisque tous les indi
es k véri�ent maintenant k 6
⌊

N
2

⌋

6
N
2 , l'indi
e maximal de la se
ondesomme est toujours supérieur à N

2 , don
 à ⌊N
2

⌋. Ainsi, la somme interne 
ontient plus de termes (quisont positifs) que la même somme restreinte à la borne supérieure ⌊N
2

⌋. On obtient ainsi :
N
∑

n=0

cn >

⌊N

2 ⌋
∑

k=0

⌊N

2 ⌋
∑

ℓ=0

akbℓ =

⌊N

2 ⌋
∑

k=0

ak

⌊N

2 ⌋
∑

ℓ=0

bk .(b) Les séries∑ an et∑ bn étant 
onvergentes, et en notant A et B leur somme, le minorant de∑ cn trouvédans la question pré
édente tend vers AB, et le majorant également, par 
omposition des limites.Ainsi, d'après le théorème d'en
adrement, n
∑

k=0

cn admet une limite lorsque N tend vers +∞, et 
ettelimite est AB. Ainsi, ∑ cn 
onverge, et
+∞
∑

n=0

cn =

(

+∞
∑

n=0

an

)(

+∞
∑

n=0

bn

)

.2. On suppose maintenant que∑ an et ∑ bn sont absolument 
onvergentes, mais plus né
essairement à termespositifs. On pose pour tout n ∈ N,
c′n =

n
∑

k=0

|akbn−k|.(a) On note pour tout n ∈ N, a′
n = |an|, et b′n = |bn|. Alors c′n =

n
∑

k=0

a′
kb′n−k. De plus, la 
onvergen
e absoluede ∑ an et ∑ vn amène la 
onvergen
e de ∑ a′

n et ∑ b′n. Ces séries étant à termes positifs, la questionpré
édente amène la 
onvergen
e de ∑ c′n.Par ailleurs, d'après l'inégalité triangulaire, pour tout n ∈ N, |cn| 6 c′n, don
, d'après le théorème de
omparaison des séries à termes positifs, ∑ |cn| 
onverge, i.e. ∑ cn 
onverge absolument .1



(b) Soit n ∈ N. Soit ∆n = {(p, q) ∈ [[0, n]]2, p + q > n}. On a alors ∆n ⊂ [[0, n]]2. Notons également
Tn = [[0, n]]2 \ ∆n = {(k, ℓ) ∈ [[0, n]]2 | k + ℓ 6 n} = {(k, ℓ) ∈ [[0, n]]2 | ℓ 6 n − k}D'après l'expression trouvée un peu plus haut pour ∑ ck, on a don
 :

n
∑

k=0

ck =
∑

(k,ℓ)∈Tn

akbℓ et n
∑

k=0

ak

n
∑

k=0

bk =
∑

(k,ℓ)∈[[0,n]]2

akbℓ.Puisque Tn ⊂ [[0, n]]2, en faisant la di�éren
e, il reste :
n
∑

k=0

ak

n
∑

k=0

bk −
n
∑

k=0

ck =
∑

(k,ℓ)∈[[0,n]]2\Tn

akbℓ =
∑

(p,q)∈∆n

apbq.Ainsi, d'après l'inégalité triangulaire, il vient :
∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=0

ak

n
∑

k=0

bk −
n
∑

k=0

ck

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

(p,q)∈∆n

apbq

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6
∑

(p,q)∈∆n

|apbq| .(
) En appliquant le même raisonnement que 
i-dessus aux suites (a′
n), (b′n) et (c′n), on obtient :

n
∑

k=0

a′
k

n
∑

k=0

b′k −
n
∑

k=0

c′k =
∑

(p,q)∈∆n

a′
pb

′
q,
'est-à-dire :

n
∑

k=0

|ak|
n
∑

k=0

|bk| −
n
∑

k=0

c′k =
∑

(p,q)∈∆n

|apbq|.Ainsi, d'après la question pré
édente, il vient :
∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=0

ak

n
∑

k=0

bk −
n
∑

k=0

ck

∣

∣

∣

∣

∣

6

n
∑

k=0

|ak|
n
∑

k=0

|bk| −
n
∑

k=0

c′k .(d) En appliquant le résultat de la première question aux séries à termes positifs ∑ a′
n et ∑ b′n, qui sont
onvergentes (
ar ∑ an et ∑ bn sont absolument 
onvergentes), on obtient la 
onvergente de ∑ c′n etl'égalité

+∞
∑

k=0

c′k =

(

+∞
∑

k=0

|ak|
)(

+∞
∑

k=0

|bk|
)

.Par 
onséquent,
lim

n→+∞

n
∑

k=0

|ak|
n
∑

k=0

|bk| −
n
∑

k=0

c′k = 0.D'après le théorème d'en
adrement, appliqué à l'inégalité obtenue dans la question pré
édente, on obtientdon
 l'existen
e et la valeur de la limite suivante :
lim

n→+∞

n
∑

k=0

ak

n
∑

k=0

bk −
n
∑

k=0

ck = 0.Puisque∑ an et∑ bn 
onvergent, l'existen
e de 
ette limite assure la 
onvergen
e de∑ cn, et l'égalité :
+∞
∑

k=0

ck =

(

+∞
∑

k=0

ak

)(

=∞
∑

k=0

bk

)(produit de Cau
hy de deux séries absolument 
onvergentes)
2



3. Pour tout x ∈ R, la série exponentielle∑ xn

n! est absolument 
onvergente (rappel : pour s'en assurer, on peutposer un = |x|n

n! , remarquer que un+1

un
tend vers 0, 
e qui permet de 
omparer, par la méthode de d'Alembert,

un ave
 une suite géométrique : il existe n0 tel que pour tout n > n0, 0 6 un 6 un0

(

1
2

)n−n0).Soit x, et y dans R, et pour tout n ∈ N, an = xn

n! et bn = yn

n! . Les séries ∑ an et ∑ bn sont absolument
onvergentes. On est don
 dans les 
onditions d'appli
ation de la formule du produit de Cau
hy des séries.Cal
ulons don
 cn, pour tout n ∈ N :
∀n ∈ N, cn =

n
∑

k=0

akbn−k =
n
∑

k=0

xkyn−k

k!(n − k)!

=
1

n!

n
∑

k=0

(

n

k

)

xkyn−k =
(x + y)n

n!
,d'après la formule du bin�me. Ainsi, la formule du produit de Cau
hy donne :

+∞
∑

n=0

(x + y)n

n!
=

(

+∞
∑

n=0

xn

n!

)(

+∞
∑

n=0

yn

n!

)

.On retrouve la formule ex+y = exey . D'ailleurs, dans de nombreux ouvrages de mathématiques fondamen-tales, la fon
tion exponentielle est dé�nie 
omme la somme de la série exponentielle, et on déduit ensuite de
ela ses di�érentes propriétés, en parti
ulier 
elle que nous venons de montrer à l'aide du produit de Cau
hy.4. Nous 
ommençons par un rappel sur la 
onvergen
e de 
es séries. Soit p ∈ N et pour tout x ∈ R et tout
n ∈ N, un =

(

n+p
n

)

xn.On a alors
‖ |un+1|

|un|
=

n + 1

n + 1 + p
|x| → |x|.

• si |x| < 1, alors soit a tel que |x| < a < 1. Par dé�nition de la limite, il existe n0 tel que pour tout n > n0,
‖ |un+1|

|un|
6 a don
: |un+1| 6 a|un|,et par itération

∀n > n0, 0 6 |un| 6 an−n0 |un0
|,Ces termes étant positifs, et∑ an−n0 étant 
onvergente (série géométrique de raison a ∈]0, 1[), on en déduitla 
onvergen
e de ∑ |un|, don
 la 
onvergen
e absolue de ∑un.

• (inutile pour 
e qui suit, mais 
'est un bon rappel) si |x| > 1, alors, toujours par dé�nition de la limite,il existe n0 tel que pour tout n > n0, |un+1| > |un|. Par 
onséquent, (|un|) est positive et stri
tement
roissante, don
 ne peut pas 
onverger vers 0. Don
 (un) ne 
onverge pas non plus vers 0. Ainsi, ∑ undiverge grossièrement.
• (inutile aussi) si |x| = 1, alors

∀n ∈ N, |un| =

(

n + p

n

)

=
(n + 1)(n + 2) · · · (n + p)

p!
(ou 1 si p = 0).Ainsi, |un| ne tend pas vers 0 (tend vers +∞ si p > 0 et 1 si p = 1). Don
 ∑un diverge grossièrement.La 
onvergen
e absolue étant établie pour tout x ∈]− 1, 1[, nous allons pouvoir utiliser la formule du produitde Cau
hy. Comme suggéré dans l'énon
é, nous e�e
tuons une démonstration par ré
urren
e.Soit, pour tout p dans N, la propriété P(p): ∀x ∈] − 1, 1[,

+∞
∑

n=0

(

n + p

n

)

xn =
1

(1 + x)p+1
..Soit p = 0. Nous avons alors, pour tout x ∈] − 1, 1[,

+∞
∑

n=0

(

n + p

n

)

xn =

+∞
∑

n=0

xn =
1

1 − x
=

1

(1 − x)p+1
,d'après la formule de la somme d'une série géométrique (obtenue par des moyens élémentaires, par passage àla limite dans la formule de sommation des termes d'une suite géométrique. Ainsi, P(1) est vraie.3



Soit p ∈ N tel que P(p) soit vrai. Soit x ∈] − 1, 1[. D'après l'hypothèse de ré
urren
e P(p) et d'après P(1)(somme des séries géométriques) :
1

(1 + x)p+2
=

1

(1 + x)p+1
· 1

1 + x
=

(

+∞
∑

n=0

(

n + p

n

)

xn

)(

+∞
∑

n=0

xn

)

.Les deux séries 
i-dessus étant absolument 
onvergentes, la formule du produit de Cau
hy est appliquable.Cal
ulons don
 cn :
∀n ∈ N, cn =

n
∑

k=0

(

k + p

k

)

xkxn−k = xn

n
∑

k=0

(

k + p

p

)

.D'après la formule de sommation des 
oe�
ients binomiaux, il vient alors :
∀n ∈ N, cn = xn

(

n + p + 1

p + 1

)

.Nous avons don
 bien obtenu :
1

(1 + x)p+2
=

+∞
∑

n=0

cn =

+∞
∑

n=0

(

n + p + 1

p + 1

)

xn ,
e qui 
orrespond à la propriété P(p + 1).Par 
onséquent, P(0) est vraie, et pour tout p dans N, P(p) entraîne P(p+1). D'après le prin
ipe de ré
urren
e,
P(p) est vraie pour tout p dans N.On retrouve don
 ainsi la formule du bin�me négatif, 
'est-à-dire la formule des dérivées d'une série géomé-trique.Corre
tion de l'exer
i
e 2 �1. Soit a ∈ R. La fon
tion f : x 7→ e−ax Arctanx est 
ontinue sur [0, +∞[, don
 l'intégrale I(a) est impropreuniquement en +∞. De plus :
• si a > 0, puisque Arctan est minorée par π

2 , et positive sur R+, pour tout x ∈ R+, 0 6 f(x) 6 e−ax.Or, l'intégrale exponentielle ∫ +∞

0

e−ax dx est 
onvergente (puisque a > 0), don
, d'après le théorème de
omparaison par inégalités d'intégrales de fon
tions positives, l'intégrale I(a) est 
onvergente.
• si a 6 0, alors pour tout x ∈ R

+, f(x) > Arctanx, et 
omme Arctan admet une limite stri
tement positiveen +∞, 1
x

= o(f(x)) au voisinage de +∞. La divergen
e de ∫ +∞

1

dx

x
et la positivité des fon
tions amènealors la divergen
e de I(a).Par 
onséquent, I(a) 
onverge si et seulement si a > 0.2. Soit a > 0. Posons, pour tout x ∈ R+ :

u(x) = Arctanx et v(x) = −e−ax

a
.Les fon
tions u et v sont de 
lasse C1 sur [0, +∞[, et lim

x→+∞
u(x)v(x) = 0. Cette dernière hypothèse nouspermet de faire une intégration par partie dire
tement sur les intégrales impropres, et la 
onvergen
e del'intégrale initiale I(a) nous assure alors la 
onvergen
e de l'intégrale à laquelle on parvient :

I(a) =
[

u(x)v(x)
]lim+∞

0
+

1

a

∫ +∞

0

e−ax

1 + x2
dx =

1

a

∫ +∞

0

e−ax

1 + x2
dxOn refait une deuxième intégration par parties, ave
 les fon
tions de 
lasse C1 sur [0, +∞[, dé�nies, pour tout

x ∈ [0, +∞[, par :
u(x) =

1

1 + x2
et v(x) = −e−ax

a
.En
ore une fois, l'existen
e de la limite (nulle) de uv en +∞ et la 
onvergen
e de l'intégrale initiale nousassurent la 
onvergen
e de l'intégrale à laquelle on parvient, et nous permettent d'é
rire :

I(a) =
1

a

[

u(x)v(x)
]lim+∞

0
− 1

a2

∫ +∞

0

2xe−ax

(1 + x2)2
.4



Ainsi :
I(a) =

1

a2
− 2

a2

∫ +∞

0

xe−ax

(1 + x2)2
dx.3. Inutile d'étudier les variations de la fon
tion. La fon
tion g 7→ x

(1+x2)2 tend vers 0 en +∞. Don
, par dé�nitionde la limite, ave
 ε = 0, il existe A ∈ R+ tel que pour tout x > A, |g(x)| 6 1. De plus, g est 
ontinue surl'intervalle fermé borné [0, A], don
 elle est bornée sur 
et intervalle. Il existe don
 M ∈ R
+ tel que pour tout

x ∈ [0, A], |g(x)| 6 M . En prenant M ′ = max(1, M), indépendant de x, on obtient :
∀x ∈ R+, |g(x)| 6 M ′.Don
 g est bornée sur R+.Soit M ′ un majorant de g sur R+, on a alors (l'intégrale exponentielle étant 
onevergente, et par positivitéde g) :

0 6

∫ +∞

0

xe−ax

(1 + x2)2
dx 6 M ′

∫ +∞

0

e−ax dx =
[

− e−ax

a

]lim+∞

0
=

1

a
.Ainsi, d'après le théorème d'en
adrement, puisque lim

a→+∞

1

a
= 0, on obtient l'existen
e d'une limite de l'inté-grale lorsque a tend vers +∞, et

lim
a→+∞

∫ +∞

0

xe−ax

(1 + x2)2
dx = 0.4. Ainsi, au voisinage de +∞ pour la variable a,

∫ +∞

0

xe−ax

(1 + x2)2
dx = o(1) don
: 2

a2

∫ +∞

0

xe−ax

(1 + x2)2
dx = o

(

1

a2

)

.On en déduit que I(a) =
1

a2
+ o

(

1

a2

), et don
 :
I(a) ∼

+∞

1

a2Corre
tion de l'exer
i
e 3 � (E
ri
ome 2009)1. Domaine de dé�nition de f(a) La fon
tion exponentielle étant 
ontinue sur R+, 
ette intégrale n'admet qu'une impropreté en +∞.Soit A ∈ R
∗
+. Alors

∫ A

0

e−at dt =
[

− e−at

a

]A

0
=

1

a
(1 − e−aA).Cette expression admet une limite lorsque A tend vers +∞, 
ar −aA tend vers −∞ (puisque a > 0).Don
 l'intégrale 
onverge , et

∫ +∞

0

e−at dt =
1

a
.(b) Soit x un réel �xé. Soit fx la fon
tion dé�nie sur R+ par : ∀t ∈ R+, fx(t) = e−2t

√

1 + x2e2t.La fon
tion fx est 
ontinue sur R+, don
 l'intégrale admet une unique impropreté en +∞. De plus,
• si x = 0 , ∫ +∞

0

fx(t) dt =

∫ +∞

0

e−2t dt, et 
ette intégrale 
onverge d'après la question pré
édente.
• si x 6= 0 , alors x2 > 0, don
 1 = o(x2e2t), don


1 + x2e2t ∼
t∞

x2e2t don
: √

1 + x2e2t ∼
t∞

|x|et don
: fx(t) ∼
t∞

|x|e−t.Or, d'après la question 1(a), l'intégrale ∫ +∞

0

|x|e−t dt 
onverge, don
, par 
omparaison (les fon
tions
onsidérées étant positives), ∫ +∞

0

fx(t) dt 
onverge.5



2. Bran
he in�nie de la 
ourbe représentative de f(a) Soit x > 0 et t > 0. Toutes les quantités de l'en
adrement à démontrer étant positives, 
et en
adrementéquivaut à l'en
adrement obtenu en élevant au 
arré :
x2e2t

6 1 + x2e2t
6

(

xet +
e−t

2x

)2

= x2e2t + 1 +
e−2t

4x2
.Cet en
adrement est évidemment véri�é !(b) L'en
adrement de la question pré
édente amène :

∀(x, t) ∈ R
∗
+ × R+, xe−t

6 fx(t) 6 xe−t +
e−3t

2x
,d'où, en intégrant 
ette inégalité, par 
roissan
e de l'intégrale, et toutes les intégrales étant 
onvergentes,d'après les questions 1(a) et 1(b),

∀x ∈ R
∗
+, x

∫ +∞

0

e−t dt 6 f(x) 6 x

∫ +∞

0

e−t +
1

2x

∫ +∞

0

e−3t dt.En utilisant la question 1(a), il vient alors : ∀x ∈ R
∗
+, x 6 f(x) 6 x +

1

6x
.(
) Nous avons don
, pour tout x ∈ R

∗
+

0 6 f(x) − x 6
1

6x
,don
, d'après le théorème d'en
adrement, lim

x→+∞
f(x) − x = 0, don
 la 
ourbe de f admet en +∞ unedroite asymptote d'équation y = x , et se situe au-dessus de 
ette asymptote .3. Dérivabilité et monotonie de f(a) Soit x stri
tement positif. La fon
tion ϕ : t 7→ xet est stri
tement 
roissante sur R+, et de 
lasse C1,bije
tive de R+ sur [x, +∞[. Ainsi, le 
hangement de variable u = xet est valide, et du = xet dt. Onobtient :

f(x) = x2

∫ +∞

0

1

x3e3t

√

1 + x2e2txet dt = x2

∫ +∞

x

1

u3

√

1 + u2 du .(b) • La fon
tion u 7→ 1
u3

√
1 + u2 étant 
ontinue entre 1 et x, pour tout x > 0, elle est primitivable, et uneprimitive (
elle s'annulant en 1) est donnée par :

g : x 7→
∫ x

1

1

u3

√

1 + u2 du.Cette primitive est don
 de 
lasse C1 sur ]0, +∞[.
• Pour tout x ∈]0, +∞[,

h(x) =

∫ +∞

x

1

u3

√

1 + u2 du =

∫ +∞

1

1

u3

√

1 + u2 du − g(x) = C − g(x),où C est une 
onstante, et g est de 
lasse C1 sur ]0, +∞[. Don
 h est de 
lasse C1 sur ]0, +∞[.
• Ainsi, f est le produit de la fon
tion � 
arré � et de la fon
tion h, toutes deux de 
lasse C1 sur ]0, +∞[,don
 f est de 
lasse C1 sur ]0, +∞[ .Ave
 les notations pré
édentes, on a :

∀x ∈ R, f ′(x) = 2x

∫ +∞

x

1

u3

√

1 + u2 du − x2g′(x) =
2

x
f(x) − x2

√
1 + x2

x3
=

2f(x) −
√

1 + x2

x
.(
) On e�e
tue une intégration par parties sur l'intégrale

I(x) =

∫ +∞

x

√
1 + u2u3

du
,6



en posant les fon
tions de 
lasse C1 sur [x, +∞[, dé�nies pour tout u ∈ [x, +∞[ par :
α(u) =

√

1 + u2, α′(u) =
u√

1 + u2
, β(u) = − 1

2u2
, β′(u) =

1

u3
.On a : ∀u ∈ [x, +∞[, α(t)β(t) = −

√
1 + u2

2u2
∼

u∞
− 1

2u
.Ainsi, αβ admet une limite, égale à 0, en +∞. L'existen
e de 
ette limite nous autorise à faire l'intégrationpar parties dire
tement sur -l'intégrale impropre, et on obtient :

I(x) =
[

−
√

1 + u2

2u2
−
]lim+∞

x
+

1

2

∫ +∞

x

du

u
√

1 + u2
=

√
1 + x2

2x2
+

1

2

∫ +∞

x

du

u
√

1 + u2
.On obtient don
 : ∀x ∈ R

∗
+, 2f(x) = 2x2I(x) =

√

1 + x2 + x2

∫ +∞

x

du

u
√

1 + u2
.En reprenant la relation de la question 3(b), on obtient alors, pour tout x > 0 :

f ′(x) = x

∫ +∞

x

du

u
√

1 + u2
.Puisque l'intégrande est stri
tement positive 
ontinue sur [x, +∞[, l'intégrale est stri
tement positive,don


∀x > 0, f ′(x) > 0.Ainsi, f est stri
tement 
roissante sur ]0, +∞[.Cela dit, 
'est bien 
ompliqué pour en arriver là, 
ar il su�sait de 
onstater que si x < y, alors pourtout t ∈ R+, fx(t) < fy(t), et la stri
te positivité de l'intégrale permet de 
on
lure...4. Étude lo
ale de f et f ′ en 0(a) On refait une intégration par partie, en posant α et β les fon
tions de 
lasse C1 sur [x, +∞[ dé�nies dela façon suivante : pour tout t > x,
α(u) = (1 + u2)−

1
2 α′(u) = −u(1 + u2)−

3
2 , β(u) = lnu, β′(u) =

1

u
.Nous avons :

∀u ∈ [x, +∞[, α(u)β(u) = (1 + u2)−
1
2 lnu ∼

u∞

lnu

u
,don
, d'après les 
roissan
es 
omparées, αβ admet une limite nulle en +∞. On peut don
 en
ore unefois e�e
tuer l'intégration par parties dire
tement sur l'intégrale impropre, et

∫ +∞

x

du

u
√

1 + u2
=
[

(1+u2)−frac12 lnu
]lim+∞

x
+

∫ +∞

x

u lnu

(1 + u2)
3
2

du = − lnx√
1 + x2

+

∫ +∞

x

u lnu

(1 + u2)
3
2

du.Remarquez que le théorème d'intégration par partie nous assure de la 
onvergen
e en la borne +∞ del'intégrale obtenue. Ainsi, la fon
tion intégrée étant 
ontinue ailleurs, il su�t de véri�er la 
onvergen
ede l'intégrale ∫ +∞

0

u ln(u)

(1 + u2)
3
2

du en la borne 0. Or, puisque u lnu → 0 en 0, la fon
tion u 7→ u ln(u)

(1+u2)
3
2peut se prolonger par 
ontinuité en 0 (en la dé�nissant égale à 0 en 0). Ainsi, étant faussement impropreen la borne 0, et 
onvergente en la borne +∞, l'intégrale ∫ +∞

0

u ln(u)

(1 + u2)
3
2

du est 
onvergente.(b) Lorsque x → 0+, − lnx√
1 + x2

tend vers −∞ et ∫ +∞

x

u lnu

(1 + u2)
3
2

du. tend vers une limite �nie, don
 estnégligeable devant − lnx√
1 + x2

. Ainsi, l'égalité de la question pré
édente amène :
∫ +∞

x

du

u
√

1 + u2
∼

x→0+
− lnx√

1 + x2
∼

x→0+
− lnx.7



En revenant à l'expression de f ′ trouvée en 3(
), on en déduit que
f ′(x) ∼

x→0+
−x ln(x) .De même, on a :

x2

∫ +∞

x

du

u
√

1 + u2
∼

x→0+
−x2 lnx, et √

1 + x2 − 1 ∼
0+

x2

2
= o(−x2 lnx),don
, d'après l'expression trouvée en 3(
),

2f(x) − 1 ∼
x→0+

−x2 lnx don
: f(x) − 1

2
∼

x→0+
−x2 ln(x)

2
.(
) L'équivalent de f ′ nous assure, d'après les 
roissan
es 
omparées, que f ′ tend vers 0 en 0. Don
, d'aprèsle théorème de prolongement des fon
tions de 
lasse C1, la restri
tion f|]0,+∞[ se prolonge par 
ontinuitéen une fon
tion g de 
lasse C1 sur [0, +∞[ et véri�ant g′(0) = 0. Il su�t de montrer que 
e prolongementpar 
ontinuité 
oïn
ide ave
 f , don
 que f est 
ontinue en 0.Cela provient du deuxième équivalent, qui assure que f tend vers 1

2 en 0, 
e qui 
orrespond au 
al
uldire
t de f(0) (question 1(a) ave
 a = 2).Ainsi, f|[0,+∞[ est de 
lasse C1, don
 f est dérivable à droite en 0 ave

f ′

d(0) = 0 = lim
x→0+

f ′(x).Par parité, on a aussi la dérivabilité à gau
he, et les égalités :
f ′

g(0) = 0 = lim
x→0−

f ′(x).Ainsi, puisque f ′
d(0) = f ′

g(0) = 0, f est dérivable en 0, et les limites 
i-dessus amènent :
f ′(0) = 0 = lim

x→0
f ′(x) .Ainsi, f est dérivable en 0, et f ′ est 
ontinue en 0.Comme on avait déjà le 
ara
tère C1 sur ]0, +∞[, on en déduit que f est de 
lasse C1 sur [0, +∞[ , etmême sur R, par parité.
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