LYCEE LA BRUYERE, VERSAILLES Pour vendredi 30/09/2011
ECS 2 — Mathématiques

DMS3 - Séries, intégrales impropres

Correction de ’exercice 1 — (Produit de Cauchy de deux séries)

1. Soit > ay, et Y b, deux séries & termes positifs convergentes. On définit, pour tout n € N,

(a)

n
Cp = E akbn,k.
k=0

Géométriquement, cela se comprend assez bien : la premiére somme consiste & sommer sur tous les
indices (k,l) d’'un carré de coté L%J, la deuxiéme & sommer sur un certain triangle, et la troisiéme, a
sommer sur un carré de coté N, ces trois ensembles étant inclus les uns dans les autres.

Soit N € N. On a
N—k

ch_ZZakbnk_ZZakb S

n=0 k=0 k=0n=~k k=0 ¢=0

en ayant effectué le changement d’indice £ = n — k.
e Comme les termes sont tous positifs, on a donc :

n=0 k=0 ¢=0 k=0 k=0

e Les termes étant positifs, en retreignant la premiére somme & N < L%J, on obtient une somme plus
petite (il y a moins de termes) :
L N—k

N
E akbg.
n=0

k=0 ¢=0

vz
| E—

Mais puisque tous les indices k vérifient maintenant k < L%J < %, I'indice maximal de la seconde
somme est toujours supérieur a %, donc a L%J Ainsi, la somme interne contient plus de termes (qui

sont positifs) que la méme somme restreinte a la borne supérieure L%J On obtient ainsi :

N 5L I I

E Cn = arby = a b |-
n=0 k=0 ¢=0 k=0 £=0

vlz
[
vz
[
vz
[
vlz
[

Les séries Y a, et > b, étant convergentes, et en notant A et B leur somme, le minorant de ) ¢,, trouvé

dans la question précédente tend vers AB, et le majorant également, par composition des limites.
n

Ainsi, d’aprés le théoréme d’encadrement, ch admet une limite lorsque N tend vers +oo, et cette
k=0
limite est AB. Ainsi, > ¢, converge, et

2 () (5]

n=0

2. On suppose maintenant que Y a, et Y b, sont absolument convergentes, mais plus nécessairement a termes
positifs. On pose pour tout n € N,

n
= Z |akbn,k|.
k=0

n

(a) On note pour tout n € N, a), = |ay|, et b, = |b,|. Alors ¢, = Z apbl,_,. De plus, la convergence absolue

k=0
de > ay et > v, ameéne la convergence de > al, et > b . Ces séries étant & termes positifs, la question
précédente améne la convergence de > c},.

Par ailleurs, d’aprés 'inégalité triangulaire, pour tout n € N, |¢,| < ¢, donc, d’aprés le théoréme de

comparaison des séries a termes positifs, > |¢,| converge, i.e. ‘ > ¢y, converge absolument |.




(b) Soit n € N. Soit A,, = {(p,q) € [0,n]]>, p+¢>n}. On aalors A,, C [0,n]?. Notons également
T, =[0,n]*\ Ap = {(k,0) € [0,n]* | k+ £ <n} ={(k,0) € [0,n]* | £ <n—k}

D’aprés Pexpression trouvée un peu plus haut pour Y ¢, on a donc :

n n

ST P TS SUR SR
k=0 (k,0)ET, k=0 k=0 (k,£)€[0,n]?
Puisque T}, C [0,n]?, en faisant la différence, il reste :
SuYh-Ya- Y wne Y ah
k=0 k=0 k=0 (k,£)€0,n]2\ T (p,9)EAR

Ainsi, d’aprés 'inégalité triangulaire, il vient :

Zak bk—ch = Z apby| < Z lapbq] |
0 k=0

k=0 k= (P,9)EAR (P,9)EAR

(c¢) En appliquant le méme raisonnement que ci-dessus aux suites (al,), (b)) et (c},), on obtient :

n n n
!/ / / /AN,
Dak Y b= = Y. aby
k=0 k=0 k=0 (p,9)EAN
c’est-a-dire :
n n n
I
E |a| E |bx| — E Ck = E |apbq|-
k=0 k=0 k=0 (P @)EAR
Ainsi, d’aprés la question précédente, il vient :
n n n n n n
/
E akg bk—g Ckgg |ak|5 |bk|—g Cr |-
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

(d) En appliquant le résultat de la premiére question aux séries a termes positifs > al, et > b/, qui sont
convergentes (car Y a, et > b, sont absolument convergentes), on obtient la convergente de > ¢/, et

Pégalité
+oo +oo +oo
S - (zw) (Zwu) |
k=0 k=0 k=0

Par conséquent,
n

nﬁr&ozmk'z bl = > ¢l =0.
k=0

k=0 k=0

D’aprés le théoréme d’encadrement, appliqué & 'inégalité obtenue dans la question précédente, on obtient
donc lexistence et la valeur de la limite suivante :

n n n

lim E Q. bk — E C = 0.

n—-+4oo
k=0 k=0 k=0

Puisque Y a, et > b, convergent, existence de cette limite assure la convergence de > ¢,,, et I’égalité :

S () (2)

(produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes)



3. Pour tout x € R, la série exponentielle > Z_T est absolument convergente (rappel : pour s’en assurer, on peut
_ | n

u
poser u, = il

Un

tend vers 0, ce qui permet de comparer, par la méthode de d’Alembert,

un avec une suite géométrique : il existe ng tel que pour tout n > ng, 0 < Uy < Up, (%)nfm)

Soit x, et y dans R, et pour tout n € N, a,, = fl—T et b, = yn—T Les séries > a, et Y. b, sont absolument
convergentes. On est donc dans les conditions d’application de la formule du produit de Cauchy des séries.
Calculons donc ¢,,, pour tout n € N :

-, remarquer que

n
YneN, ¢, = Z arbp— = 2y
k=0

d’aprés la formule du bindme. Ainsi, la formule du produit de Cauchy donne :

00 n +o00 " +oo 4,
S (59) (55))

n=0 n=0 n=0

On retrouve la formule | e*™¥ = e%e¥ | D’ailleurs, dans de nombreux ouvrages de mathématiques fondamen-

tales, la fonction exponentielle est définie comme la somme de la série exponentielle, et on déduit ensuite de
cela ses différentes propriétés, en particulier celle que nous venons de montrer & ’aide du produit de Cauchy.

4. Nous commencons par un rappel sur la convergence de ces séries. Soit p € N et pour tout x € R et tout
— (ntP) .1
nGN,un—( M ):1: .

On a alors

” |’U,n+1| _ n+1

= x| — |T|.
fun] ~ mr1tp 1

e si|z| < 1, alors soit a tel que |z| < a < 1. Par définition de la limite, il existe ng tel que pour tout n = ng,

|| |’U,n+1|

<a donc: [tnt1] < aluyl,
||

et par itération
Vn = no, 0 < fun| <a™ " fug,l,

Ces termes étant positifs, et Y a™~™° étant convergente (série géométrique de raison a €]0, 1[), on en déduit
la convergence de 3 |uy,|, donc la convergence absolue de Y uy,.

e (inutile pour ce qui suit, mais c’est un bon rappel) si || > 1, alors, toujours par définition de la limite,
il existe ng tel que pour tout n > ng, |ups+1]| > |un|. Par conséquent, (|u,|) est positive et strictement
croissante, donc ne peut pas converger vers 0. Donc (u,) ne converge pas non plus vers 0. Ainsi, > u,
diverge grossiérement.

e (inutile aussi) si |z| = 1, alors

(ou1sip=0).

VneN, |up| = (”+p) _(n+)(n+2)---(n+p)

n p!

Ainsi, |u,| ne tend pas vers 0 (tend vers +oo si p >0 et 1 si p=1). Donc > u, diverge grossiérement.
La convergence absolue étant établie pour tout 2 €] — 1, 1], nous allons pouvoir utiliser la formule du produit
de Cauchy. Comme suggéré dans ’énoncé, nous effectuons une démonstration par récurrence.

+oo
1
Soit, pour tout p dans N, la propriété P(p): Va €] —1,1], E <n —i—p) " = W..
n T
n=0

Soit p = 0. Nous avouns alors, pour tout = €] — 1, 1],

—+oo —+oo
n+p\ , n 1 B 1
S ()= = = e

n=0 =0

d’aprés la formule de la somme d’une série géométrique (obtenue par des moyens élémentaires, par passage a
la limite dans la formule de sommation des termes d’une suite géométrique. Ainsi, P(1) est vraie.



Soit p € N tel que P(p) soit vrai. Soit = €] — 1,1[. D’aprés ’hypothése de récurrence P(p) et d’aprés P(1)
(somme des séries géométriques) :

1 - 1 1 X /n+p n
(1+x)p+2_(1+x)p+1'1+$_<;< > ><Z$>

0

Les deux séries ci-dessus étant absolument convergentes, la formule du produit de Cauchy est appliquable.

Calculons donc ¢, :
(EAD\ konk o= (k+p
Vn €N, cn—kg_0< i )3: T =z ,;ZO » .

D’aprés la formule de sommation des coefficients binomiaux, il vient alors :

n—i—p—i—l)

vneN, ¢,=a"
p+1

Nous avons donc bien obtenu :

X (n+p+1\ ,
(1+xp+2 ch_z( p+1 )x '

n=0

ce qui correspond & la propriété P(p + 1).

Par conséquent, P(0) est vraie, et pour tout p dans N, P(p) entraine P(p+1). D’apres le principe de récurrence,
P(p) est vraie pour tout p dans N.

On retrouve donc ainsi la formule du bindme négatif, c’est-a-dire la formule des dérivées d’une série géomé-
trique.

Correction de ’exercice 2 —

1. Soit a € R. La fonction f : x +— ™% Arctanx est continue sur [0, 400, donc lintégrale I(a) est impropre
uniquement en +o0o. De plus :
s

e si a > 0, puisque Arctan est minorée par 7, et positive sur Ry, pour tout z € Ry, 0 < f(z) < e
“+oo
Or, l'intégrale exponentielle / e~ %" dx est convergente (puisque a > 0), donc, d’aprés le théoréme de

—ax

0
comparaison par inégalités d’intégrales de fonctions positives, 'intégrale I(a) est convergente.
e sia < 0, alors pour tout # € RT, f(x) > Arctanz, et comme Arctan admet une limite strictement positive

+oo
en 400, ; = o(f(x)) au voisinage de +o00. La divergence de / — et la positivité des fonctions améne
1

alors la divergence de I(a).

Par conséquent,

(a) converge si et seulement si a > 0. ‘

2. Soit a > 0. Posons, pour tout z € Ry :

u(z) = Arctan z et v(z) = —

Les fonctions u et v sont de classe C sur [0, +oc], et hrf u(z)v(xz) = 0. Cette derniére hypothése nous
r— 100

permet de faire une intégration par partie directement sur les intégrales impropres, et la convergence de
l'intégrale initiale I(a) nous assure alors la convergence de l'intégrale a laquelle on parvient :

lim oo 1 +oo e—aw 1 “+o0 e—aw
I(a) = [ } - L de=- L d
@=[un@] " [ e [

On refait une deuxiéme intégration par parties, avec les fonctions de classe C! sur [0, +o0], définies, pour tout

x € [0, 400, par :
1 e*(lil)
u(zr) = ———= et v(T) = —
(z) 1+ 22 (z) a
Encore une fois, 'existence de la limite (nulle) de uv en +oo et la convergence de l'intégrale initiale nous
assurent la convergence de 'intégrale & laquelle on parvient, et nous permettent d’écrire :

I(a) = é [u(@)o(@)] zm*x - a_12 /O o (f“f#)?



Ainsi :

1 2 [T gemaz

3. Inutile d’étudier les variations de la fonction. La fonction g — W tend vers 0 en +o00. Donc, par définition

de la limite, avec ¢ = 0, il existe A € Ry tel que pour tout x > A, |g(z)| < 1. De plus, g est continue sur
Iintervalle fermé borné [0, A], donc elle est bornée sur cet intervalle. Il existe donc M € R™ tel que pour tout
x € [0,A], |g(x)] < M. En prenant M’ = max(1, M), indépendant de x, on obtient :

Vo e Ry, Jg(a)| < M

Donc ‘ g est bornée sur R, . ‘

Soit M’ un majorant de g sur R, on a alors ('intégrale exponentielle étant conevergente, et par positivité

de g) :
“+oo re—aT “+oo e~ 0% qlimy oo 1
0</ 7dx<M'/ e e
o (1+a2)? 0 a Jo a

1
Ainsi, d’aprés le théoréme d’encadrement, puisque lim — = 0, on obtient I'existence d’une limite de l'inté-

a—-+oco

grale lorsque a tend vers 400, et

+oo et

S fy Aoy T

4. Ainsi, au voisinage de 400 pour la variable a,

+oo et 2 +oo et 1
————dx =o(1 donc: — ——— dr = — |-
[ a0 g aro(g)

1 1
On en déduit que I(a) = pe +o <a_>’ et donc :

Correction de ’exercice 3 — (Ecricome 2009)

1. Domaine de définition de f

(a) La fonction exponentielle étant continue sur R, cette intégrale n’admet qu’une impropreté en +oo.

Soit A € R . Alors
A —at 1 A 1
/ e dt = [_e ] = —(1—e94).
0 a Jlo a

Cette expression admet une limite lorsque A tend vers +oo, car —aA tend vers —oo (puisque a > 0).

+oo
1
/ e dt == |.
0 a

(b) Soit x un réel fixé. Soit f, la fonction définie sur Ry par : V¢ € Ry, fo(t) = e 2'\/1 + 22e2t,
La fonction f, est continue sur R, donc l'intégrale admet une unique impropreté en +o0o. De plus,

+oo +oo
° , / fu(t) dt = / e 2t dt, et ‘ cette intégrale converge ‘ d’apreés la question précédente.
0 0
° , alors 22 > 0, donc 1 = o(22e?!), donc

1+ 2% ~ z%e? donc: V1+ 222 ~ |z]e! donc: fa(t) b~ |z]e™".
o0

too too

Donc ‘ I’intégrale converge |, et

+oo
Or, d’apreés la question 1(a), l'intégrale / |z|le™* dt converge, donc, par comparaison (les fonctions
0

+oo
considérées étant positives), / f=(t) dt converge.
0




2. Branche infinie de la courbe représentative de f

(a) Soit > 0 et ¢t > 0. Toutes les quantités de ’encadrement & démontrer étant positives, cet encadrement
équivaut & I’encadrement obtenu en élevant au carré :

67215

472 |

PN
226% < 14 22e% < (:vet—i— 62_> 262 41 4
x

Cet encadrement est évidemment vérifié !

(b) L’encadrement de la question précédente ameéne :

67315

2z’

V(z,t) e R x Ry, me™ " < fo(t) <ze '+

d’ou, en intégrant cette inégalité, par croissance de 'intégrale, et toutes les intégrales étant convergentes,
d’apres les questions 1(a) et 1(b),

1 [T

+o0 +00
vz €RY, x/ ™" dt < f(z) < x/ et — e 3t dt.
0 0 2x 0

En utilisant la question 1(a), il vient alors : Vo € R, |z < f(z) <z + 6
T

(c) Nous avons donc, pour tout x € R* X

av

donc, d’aprés le théoréme d’encadrement, 11111 f(z) — 2 =0, donc la courbe de f admet en +oo une
T— 100

0< f(z) —z <

‘ droite asymptote d’équation y = x |, et se situe ‘ au-dessus de cette asymptote ‘

3. Dérivabilité et monotonie de f

(a) Soit x strictement positif. La fonction ¢ : t +— ze’ est strictement croissante sur R, , et de classe C?,

bijective de Ry sur [z, 4o00o[. Ainsi, le changement de variable u = ze! est valide, et du = ze' dt. On
obtient :

+oo —+oo
1 1
fx) :xQ/ —— V1 + z2e2tget dt = 22 — V14+u2dul
o x3e . U

(b) e La fonction u — u—lgx/ 1 + u? étant continue entre 1 et z, pour tout = > 0, elle est primitivable, et une
primitive (celle s’annulant en 1) est donnée par :

1
g:x|—>/ —V1+u?du.
1 u

Cette primitive est donc de classe C* sur ]0, +o0].
e Pour tout z €]0, 00|,

+oo
h(z) = L

+001
E\/l—i—lﬂdu: : ﬁx/l—i-u?du—g(:z:):C—g(:z:),

ot C est une constante, et g est de classe C! sur |0, +oo[. Donc h est de classe C! sur ]0, +o0].
e Ainsi, f est le produit de la fonction « carré » et de la fonction h, toutes deux de classe C! sur ]0, 400,

donc ‘ f est de classe C! sur ]0, +oo] ‘

Avec les notations précédentes, on a :

22V/1 + 22 _ 2f(z) = V1 + a?

3 T

+oo 1 2
Yz eR, f(z)=2x —V1+u? du—a?g'(z) = = f(z) -
x u z

(c) On effectue une intégration par parties sur l'intégrale

oo T T
@)=



en posant les fonctions de classe C! sur [z, +oo[, définies pour tout u € [z, +oo[ par :

oW = VITE, o=t B =g Bl = o

V1 2 1
On a: Vu € [z,4+00[, a(t)s(t) = _% o

Ainsi, af admet une limite, égale 4 0, en +00. L’existence de cette limite nous autorise a faire 'intégration
par parties directement sur -l’intégrale impropre, et on obtient :

V14+u2 qlimpe 1 [+ du Vi+aZ 1 [T du
o) =[5 -], T3

1 ux/1+u2: 222 2/, uw/I+uZ

Foo du
z w1+ u2’

En reprenant la relation de la question 3(b), on obtient alors, pour tout = > 0 :

On obtient donc : Vo € R, |2f(z) = 22°I(z) = V1 + 22 + 2?

oo du

Fay==| |

Puisque 'intégrande est strictement positive continue sur [z, 4+o0o[, intégrale est strictement positive,
donc
Vo >0, f'(z)>0.

Alinsi,

f est strictement croissante sur ]0, +00[. ‘

Cela dit, c’est bien compliqué pour en arriver 13, car il suffisait de constater que si x < y, alors pour
tout t € Ry, fo(t) < fy(t), et la stricte positivité de l'intégrale permet de conclure...

4. Etude locale de f et ' en 0

(a)

On refait une intégration par partie, en posant « et 3 les fonctions de classe C* sur [z, +oo[ définies de
la fagon suivante : pour tout ¢ > x,

alu) =(1+ u2)_% o (u) = —u(l + u2)_%, B(u) = Inw, 3 (u) = %

Nous avons :
Inu

Yu € [z,400[, a(w)B(u)=(1+u?)"2lnu ~ —,
uoo U
donc, d’aprés les croissances comparées, a8 admet une limite nulle en +00. On peut donc encore une

fois effectuer 'intégration par parties directement sur l'intégrale impropre, et

e du {(1 n 2)*]"7‘(10121 }“mﬂo n /+oo ulnu Inz n oo ylnu
_— = U nu — du=-——=— -
e uwVl4u? s (14u?)3 Vitar Jo (1+u?)d

Remarquez que le théoréme d’intégration par partie nous assure de la convergence en la borne +oco de
I'intégrale obtenue. Ainsi, la fonction intégrée étant continue ailleurs, il suffit de vérifier la convergence
+oo
uln(u
de l'intégrale / 7()3 _uln(u)
o (I+u?)? (1+u?)3
peut se prolonger par continuité en 0 (en la définissant égale a4 0 en 0). Ainsi, étant faussement impropre

x

du en la borne 0. Or, puisque ulnu — 0 en 0, la fonction v —

. oo wln(u)
en la borne 0, et convergente en la borne +oo, | 'intégrale / (73 du est convergente.
0

1+wu?)?
Inx T ulnu
Lorsque z — 07, ————— tend vers —oco et / —— du. tend vers une limite finie, donc est
V1+a? «  (14+u?)2
Inz

négligeable devant — . Ainsi, I'égalité de la question précédente ameéne :

/+°° du Inz !
—_— ~ ——— ~ —Inux.
- uv1 4+ u? z—0+t /14 22 2—0+

V1422



En revenant a ’expression de f’ trouvée en 3(c), on en déduit que

f(x) s —xIn(z) |

De méme, on a :

+oo du 2

. Vita? -1~ S = o(—2?
SR e A z“Inz, et 1+x 10+ 5 o(—zInx),

donc, d’apreés Pexpression trouvée en 3(c),

2f(x) =1 ~ —z’lnz donc: f(gc)—1 M

~ —
z—0+ 2 z—o0+ 2

L’équivalent de f’ nous assure, d’apreés les croissances comparées, que f’ tend vers 0 en 0. Donc, d’apreés
le théoréme de prolongement des fonctions de classe C!, la restriction J1j0,4+00[ S€ prolonge par continuité
en une fonction g de classe C* sur [0, +oo] et vérifiant ¢’(0) = 0. I suffit de montrer que ce prolongement
par continuité coincide avec f, donc que f est continue en 0.

Cela provient du deuxiéme équivalent, qui assure que f tend vers % en 0, ce qui correspond au calcul
direct de f(0) (question 1(a) avec a = 2).

Ainsi, fo,400[ €St de classe C', donc f est dérivable & droite en 0 avec

f70)=0= lim f'(z).

z—0t

Par parité, on a aussi la dérivabilité & gauche, et les égalités :
'0)=0= 1l "(z).
f4(0) Jim f'(z)

Ainsi, puisque f3(0) = f,(0) =0, f est dérivable en 0, et les limites ci-dessus aménent :

f(0)=0= lim f'(z) |

Ainsi, f est dérivable en 0, et f’ est continue en 0.

Comme on avait déja le caractére C! sur |0, +oo|, on en déduit que ‘ f est de classe C! sur [0, +oo[|, et

méme sur R, par parité.



