
Lyée La Bruyère, Versailles Pour le lundi 10/10/2011ECS 2 � Mathématiques DM no 4 : Intégrales impropresCorretion de l'exerie 1 � Comparaison par équivalenes : un ontre-exemple1. Puisque sin est borné, et lim
t→+∞

ln t = +∞, on a :
lim

t→+∞

sin t

ln t
= 0 don: sin t

ln t
= o(1).On en déduit que :

1 +
sin t

ln t
∼

+∞
1 puis: sin t

t
∼

+∞

sin t

t

(

1 +
sin t

ln t

)

.2. Un lassique parmi les lassiques ! On proède par intégration par partie (méthode à utiliser, ou au moins àessayer, en +∞ dès que vous avez un sin)La fontion t 7→ sin t

t
est ontinue sur [π, +∞[, don l'intégrale n'est impropre qu'en +∞.On pose u et v les deux fontions de lasse C1 sur [π, +∞[, dé�nies par :

∀t ∈ [π, +∞[ u(t) = − cos t v(t) =
1

t

u′(t) = sin t v′(t) = − 1

t2On a :
∀t ∈ [π, +∞[, u(t)v(t) = −cos t

t
don: lim

t→+∞
u(t)v(t) = 0.Ainsi, d'après le théorème d'intégration par parties, les intégrales ∫ +∞

π

sin t

t
dt et ∫ ∞

π

cos t

t2
dt ont mêmenature.Or, pour tout t ∈ [π, +∞[,
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∣
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∣

∣

∣
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1

t2
.Puisque ∫ +∞

π

dt

t2
onverge (intégrale de Riemann de paramètre 2 > 1 en +∞), d'après le théorème deomparaison des intégrales de fontions positives, ∫ +∞

π

∣

∣

∣

∣

cos t

t2

∣

∣

∣

∣

dt onverge, don ∫ +∞

π

cos t

t2
dt onvergeabsolument (don onverge). D'après e qui préède, on en déduit la onvergene de ∫ +∞

π

sin t

t
dtÀ savoir faire les yeux fermés...3. (a) Les fontions t 7→ 1

t
et t 7→ 1

ln t
sont déroissantes et positives sur [π, +∞[. Leur produit t 7→ 1

t ln t
estdon aussi déroissant (attention à ne pas oublier la positivité, néessaire pour l'étude des variationsd'un produit).(b) Soit n ∈ N

∗. Puisque t 7→ 1

t ln t
est déroissante sur [nπ, (n + 1)π], on a :

∀t ∈ [nπ, (n + 1)π],
1

(n + 1)π ln((n + 1)π)
6

1

t ln t
.Puisque sin2 t > 0, on en déduit que :

∀t ∈ [nπ, (n + 1)π],
sin2 t

(n + 1)π ln((n + 1)π)
6

sin2 t

t ln t
,puis, par positivité de l'intégrale (non impropre ii) :

∫ (n+1)π

nπ

sin2 t

(n + 1)π ln((n + 1)π)
dt 6

∫ (n+1)π

nπ

sin2 t

t ln t
dt.1



Or,
∫ (n+1)π

nπ

sin2 t dt =

∫ (n+1)π

nπ

1 − cos(2t)

2
dt =

[ t

2
+

sin(2t)

4

](n+1)π

nπ
=

π

2
.Ainsi, l'inégalité préédente amène :

1

2(n + 1) ln((n + 1)π)
6

∫ (n+1)π

nπ

sin2 t

t ln t
dt() On a :

ln((n + 1)π) = ln(n + 1) + ln(π) = lnn + ln

(

1 +
1

n

)

+ lnπ ∼
+∞

lnn,ar lnπ = o(ln n) et ln

(

1 +
1

n

)

= o(ln n), puisque lnn tend vers +∞. Ainsi,
1

(n + 1) ln((n + 1)π)
∼

+∞

1

n lnn
.Les deux termes étant positifs pour tout n > 2, les séries∑ 1

(n + 1) ln((n + 1)π)
et∑ 1

n lnn
sont donde même nature, d'après le théorème de omparaison par équivalenes des séries à termes positifs. Onreonnaît là une série de Bertrand (HP) dans le as � ritique �. On se souvient alors que la méthodedans e as est de faire une omparaison ave une intégrale : la fontion t 7→ 1

t ln t
étant déroissante sur

[2, +∞[, positive, de limite nulle, la série ∑
n>2

1

n lnn
et l'intégrale ∫ +∞

2

dt

t ln t
sont de même nature.Or, une primitive de t 7→ 1

t ln t
est F : t 7→ ln(ln t). Puisque lim

t→+∞
F (t) = +∞, l'intégrale ∫ +∞

2

dt

t ln tdiverge, don la série de terme général 1

n lnn
diverge, don la série de terme général 1

(n + 1) ln((n + 1)π)diverge. Puisqu'elle est à termes positifs,
lim

N→+∞

N
∑

n=1

1

2
· 1

(n + 1) ln((n + 1)π)
= +∞.Or, en sommant l'inégalité de la question préédente entre n = 1 et n = N , et en utilisant la relation deChasles, on obtient :

∀N > 1,

∫ (N+1)π

π

sin2 t

t ln t
dt >

N
∑

n=1

1

2
· 1

(n + 1) ln((n + 1)π)
.D'après le théorème de minoration, on en déduit don que

lim
N→+∞

∫ (N+1)π

π

sin2 t

t ln t
dt = +∞,don, d'après le ritère séquentiel pour les limites, x 7→

∫ x

π

sin2 t

t ln t
dt n'admet pas de limite �nie en +∞.Ainsi, ∫ +∞

π

sin2 t

t ln t
dt diverge.On a, pour tout t ∈ [π, +∞[,

sin t

t

(

1 +
sin t

ln t

)

=
sin t

t
+

sin2 t

t ln t
.Or, ∫ +∞

π

sin t

t
dt onverge et ∫ +∞

π

sin2 t

t ln t
dt diverge, don ∫ +∞

π

(

sin t

t
+

sin2 t

t ln t

)

dt diverge, 'est-à-dire
∫ +∞

π

sin t

t

(

1 +
sin t

ln t

)

dt diverge. 2



4. La positivité des fontions est indispensable pour omparer la nature d'intégrales par équivalentsEn e�et on a montré que sin t

t
∼

+∞

sin t

t

(

1 +
sin t

ln t

), et pourtant, d'après les aluls qui préèdent, ∫ +∞

π

sin t

t
dtonverge alors que ∫ +∞

π

sin t

t

(

1 +
sin t

ln t

)

dt diverge.Corretion de l'exerie 2 � Limite sous le signe somme : un ontre-exempleSoit f une appliation de R
+ dans R, ontinue et bornée.1. Soit n ∈ N. Puisque x 7→ 1 + n2x2 est ontinue et ne s'annule pas, et puisque f est ontinue sur R+, lafontion x 7→ nf(x)

1 + n2x2
est ontinue sur [0, +∞[. Ainsi, l'intégrale ∫ +∞

0

nf(x)

1 + n2x2
dx n'est impropre qu'en laborne +∞.De plus, f étant bornée, il existe M ∈ R tel que

∀x ∈ R+, |f(x)| 6 M.On a alors
∀x > 1,
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∣

∣

∣

nf(x)

1 + n2x2

∣

∣

∣

∣

6
nM

1 + n2x2
6

nM

n2x2
=

M

nx2
.Or, l'intégrale ∫ +∞

1

M

nx2
dx est onvergente (intégrale de Riemann de paramètre 2 > 1, en une borne in�nie).Ainsi, d'après le théorème de omparaison des intégrales par inégalités, appliqué à des fontions positives,l'intégrale ∫ +∞

1

nf(x)

1 + n2x2
dx est absolument onvergente, don onvergente.Ainsi l'intégrale ∫ +∞

0

nf(x)

1 + n2x2
dx est onvergente .2. Soit n ∈ N

∗. On e�etue le hangement de variables x = t
n
, i.e. t = nx, de lasse C1 sur [0, +∞[, stritementroissant et bijetif de [0, +∞[ sur [0, +∞[ (ar n > 0), et véri�ant dx =

dt

n
. Ainsi, le hangement devariable est valide. La onvergene de l'intégrale initiale étant déjà aquise, le théorème de hangement devariable assure la onvergene de la seonde, et on a :

∫ +∞

0

nf(x)

1 + n2x2
dx =

∫ +∞

0

nf
(

t
n

)

1 + n2
(

t
n

)2

dt

n
soit: ∫ +∞

0

nf(x)

1 + n2x2
dx =

∫ +∞

0

f
(

t
n

)

1 + t2
dt .3. Cette question n'est pas évidente, ar on n'est pas autorisé à passer la limite à l'intérieur de l'intégrale.L'idée est de omparer ette intégrale à elle qu'on obtiendrait formellement en passant la limite à l'intérieur,'est-à-dire, à ∫ +∞

0

f(0)

1 + t2
dt. E�etuons don la di�érene des 2, en vue d'une majoration :

∀n ∈ N,
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∣

∣

∣

∫ +∞

0

f
(

t
n

)

1 + t2
dt −

∫ +∞

0

f (0)

1 + t2
dt

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∫ +∞

0

f
(

t
n

)

− f(0)

1 + t2
dt

∣

∣

∣

∣

∣

6

∫ +∞

0

∣

∣f
(

t
n

)

− f(0)
∣

∣

1 + t2
dt,d'après l'inégalité triangulaire, es intégrales étant toutes onvergentes, par un arguement de omparaisonsimilaire à elui de la première question, le numérateur étant borné (par 2M).Soit ε > 0. La fontion f étant ontinue, il existe δ tel que pour tout x ∈ [0, δ[, |f(x) − f(δ)| < ε

π
(le fateur

π a été rajouté une fois arrivé en �n d'argument, a�n de reti�er le oe�ient trouvé en �n de majoration).Ainsi, étant donné n > 0, pour tout t ∈ [0, nδ[, |f ( t
n

)

− f(δ)| < ε
π
. On a don :

∀n ∈ N,

∣

∣

∣

∣

∣

∫ +∞

0

f
(

t
n

)

1 + t2
dt −

∫ +∞

0

f (0)

1 + t2
dt

∣

∣

∣

∣

∣

6

∫ nδ

0

ε

π(1 + t2)
+

∫ +∞

nδ

∣

∣f
(

t
n

)

− f(0)
∣

∣

1 + t2
dt.Puisque, d'après l'inégalité triangulaire, on a

∣

∣

∣

∣

f

(

t

n

)

− f(0)

∣

∣

∣

∣

6 |f
(

t

n

)

| + |f(0)| 6 M + M = 2M,3



on obtient �nalement :
∀n ∈ N,

∣

∣

∣

∣

∣

∫ +∞

0

f
(

t
n

)

1 + t2
dt −

∫ +∞

0

f (0)

1 + t2
dt

∣

∣

∣

∣

∣

6

∫ nδ

0

ε

π(1 + t2)
+

∫ +∞

nδ

2M

1 + t2
dt.Puisque ∫ +∞

0

2M

1 + t2
dt est onvergente, lim

n→+∞

∫ +∞

nδ

2M

1 + t2
dt = 0, d'après les propriétés du reste d'uneintégrale onvergente. Ainsi, il existe n0 tel que pour tout n > n0,

0 6

∫ +∞

nδ

2M

1 + t2
dt <

ε

2
.Par ailleurs, pour tout n > n0,

∫ nδ

0

ε

π(1 + t2)
<

∫ +∞

0

ε

π(1 + t2)
=

ε

π

[

Arctan t
]lim
+∞
0

=
ε

2('est pour obtenir ette valeur qu'on a rajouté le fateur π dans l'utilisation de la ontinuité de f un peuplus haut)Ainsi, pour tout n > n0,
∣

∣

∣

∣

∣

∫ +∞

0

f
(

t
n

)

1 + t2
dt −

∫ +∞

0

f (0)

1 + t2
dt

∣

∣

∣

∣

∣

<
ε

2
+

ε

2
= ε.Ainsi, par dé�nition de la limite, (∫ +∞

0

f( t

n
)

1+t2
dt

)

n∈N∗

admet une limite lorsque n tend vers +∞, et :
lim

n→+∞

∫ +∞

0

f
(

t
n

)

1 + t2
dt =

∫ +∞

0

f (0)

1 + t2
dt = f(0)

[

Arctan t
]lim
+∞
0

,d'où �nalement :
lim

n→+∞

∫ +∞

0

f
(

t
n

)

1 + t2
dt =

π

2
· f(0).Ave des hypothèses supplémentaires sur f (aratère C1 et existene d'une limite �nie en +∞), on auraitpu s'en sortir plus failement à l'aide d'une intégration par parties, en dérivant t 7→ f

(

t
n

) et en primitivant
t 7→ 1

1+t2
(je vous laisse mettre l'argument en plae, 'est un bon entraînement)4. Soit x ∈ R
∗
+ (�xé).

• Si f(x) = 0, on a diretement , pour tout n ∈ N, nf(x)
1+n2x2 = 0, don g(x) = 0.

• Si f(x) 6= 0,
nf(x)

1 + n2x2
∼

+∞

nf(x)

n2x2
=

f(x)

x2
· 1

n
,don

lim
n→+∞

nf(x)

1 + n2x2
= 0 don: g(x) = 0.Ainsi, pour tout x ∈ R

∗
+, g(x) = 0.5. ∫ +∞

0

g(x) onverge et vaut 0 (intégrale de la fontion nulle !)6. Pour tout fontion f bornée et ontinue sur R+, véri�ant de plus que f(0) 6= 0, on obtient :
lim

n→+∞

∫ +∞

0

nf(x)

1 + n2x2
dx 6=

∫ +∞

0

lim
n→+∞

nf(x)

1 + n2x2
dxL'égalité n'est véri�ée que si f(0) = 0. Ainsi, attention à l'erreur lassique (beauoup trop fréquente) onsis-tant à passer une limite à l'intérieur de l'intégrale. VOUS N'AVEZ PAS LE DROIT DE LE FAIRE !
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Corretion de l'exerie 3 � (Intégrale de Gauss)1. Soit t ∈ [0, 1]. La fontion ft est de lasse C∞, en tant que omposée d'une fontion polyn�miale en x et del'exponentielle, toutes deux de lasse C∞. On a, pour tout x ∈ R+ :
f ′

t(x) = −2x(t2 + 1)e−x2(t2+1) et f ′′
t (x) = (4x2(t2 + 1)2 − 2(t2 + 1))e−x2(t2+1) .Puisque 0 6 t 6 1, on a 1 6 t2 + 1 6 2, don, pour tout x ∈ R+ :

|f ′′
t (x)| = |4x2(t2 + 1)2 + 2(t2 + 1)|e−x2(t2+1)

6 (|4x2(t2 + 1)2 + |2(t2 + 1)|)e−x2(t2+1)
6 (4x2 · 22 + 4)e−x2

,et don �nalement,
∀x ∈ R+, |f ′′

t (x)| 6 4(4x2 + 1)e−x2

.Soit α : x 7→ 4(4x2 + 1)e−x2 , dé�nie sur R+. La fontion α est dérivable sur R+, en tant que produit etomposée de fontions qui le sont. On a alors :
∀x ∈ R+, α′(x) = (−8x(4x2 + 1) + 32x)e−x2

= x(−32x2 + 24)e−x2

.Ainsi, on obtient le tableau de variation suivant :
x

α′(x)

α(x)

0
√

3
2

+∞

+ 0 −

0

16e−
3
4

0Par onséquent, pour tout x ∈ R+, α(x) 6 16e−
3
4 , et on en déduit don que :

∀x ∈ R+, |f ′′
t (x)| 6 16e−

3
4 .2. Soit x ∈ R+, et u ∈ R

∗ tel que u + x ∈ R+. La fontion ft étant de lasse C2 entre u et u + x, et sa dérivéeseonde étant majorée sur et intervalle (inlus dans R+) par 16e−
3
4 , il résulte de l'inégalité de Taylor-Lagrangeà l'ordre 1 appliquée à ft entre x et x + u que :

|ft(x + u) − ft(x) − uf ′
t(x)| 6

|u|2
2

· 16e−
3
4 ,soit, en divisant par |u|(1 + t2) > 0 :

∣

∣

∣

∣

ft(x + u) − ft(x)

u(1 + t2)
− f ′

t(x)

1 + t2

∣

∣

∣

∣

6
8|u|e− 3

4

1 + t2
.Ainsi, les deux membres de l'inégalité étant ontinus sur [0, 1] par rapport à t (à x �xé), on peut intégrerentre 0 et 1, et, d'après l'inégalité triangulaire pour les intégrales dé�nies, on trouve alors :

∣

∣

∣

∣

g(x + u) − g(x)

u
−
∫ 1

0

1

1 + t2
f ′

t(x) dt

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

(

ft(x + u) − ft(x)

u(1 + t2)
− f ′

t(x)

1 + t2

)

dt

∣

∣

∣

∣

6

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

ft(x + u) − ft(x)

u(1 + t2)
− f ′

t(x)

1 + t2

∣

∣

∣

∣

dt

6 8|u|e− 3
4

∫ 1

0

dt

1 + t2
= 8|u|e− 3

4 Arctan 1 = 2π|u|e− 3
4 .Or, lim

u→0
2π|u|e− 3

4 = 0, don, d'après le théorème d'enadrement, ∣∣∣
∣

g(x + u) − g(x)

u
−
∫ 1

0

1

1 + t2
f ′

t(x) dt

∣

∣

∣

∣

ad-met une limite lorsque u tend vers 0 et
lim
u→0

∣

∣

∣

∣

g(x + u) − g(x)

u
−
∫ 1

0

1

1 + t2
f ′

t(x) dt

∣

∣

∣

∣

= 05



(ette limite se réduit à une limite à droite lorsque x = 0, à ause de la ondition x + u > imposée à u).On en déduit que pour tout x ∈ R+, umapsto
g(x + u) − g(x)

u
admet une limite lorsque u tend vers 0 (limiteà droite si x = 0), don que g est dérivable en x (et si x = 0, la dérivabilité à droite équivaut à la dérivabilitéen 0, puisque 0 est le bord gauhe du domaine de dé�nition de g). Ainsi, g est dérivable sur R+ , et, pourtout x ∈ R+ :

g′(x) =

∫ 1

0

f ′
t(x)

1 + t2
dt = −2x

∫ 1

0

e−x2(1+t2) dt3. (a) La fontion t 7→ e−t2 est ontinue sur R+. Ainsi, la fontion k : x 7→
∫ x

0 e−t2 dt est une primitive de e−t2sur R+ (plus préisément la primitive s'annulant en 0). Par onséquent, k est dérivable sur R+, et
∀x ∈ R+, k′(x) = e−x2

.Ainsi, la fontion h, obtenu omme le arré de k, est aussi dérivable sur R+, et
∀x ∈ R+, h′(x) = 2k′(x)k(x) = 2e−x2

∫ x

0

e−t2 dt.En e�etuant le hangement a�ne (don de lasse C1) t = ux, on obtient :
∀x ∈ R

∗
+, h′(x) = 2e−x2

∫ 1

0

e−u2x2

x du = 2x

∫ 1

0

e−x2(1+u2) du = −g′(x),puisque la variable d'intégration est une variable muette. L'égalité est aussi lairement véri�ée pour
x = 0 (en repartant de l'expression initiale de h′), don

∀x ∈ R+, h′(x) + g′(x) = 0(b) Par onséquent, la fontion h + g est onstante sur l'intervalle R+, et
∀x ∈ R+, h(x) + g(x) = h(0) + g(0) = 0 +

∫ 1

0

dt

1 + t2
= Arctan 1 =

π

4
.Ainsi : ∀x ∈ R+, h(x) + g(x) =

π

4
.4. Pour tout x ∈ R+ et tout t ∈ [0, 1], on a :
0 6

e−x2(1+t2)

1 + t2
6 e−x2

,don
0 6 g(x) 6

∫ 1

0

e−x2

dt = e−x2

.Comme lim
x→+∞

e−x2

= 0, on obtient, d'après le théorème d'enadrement, l'existene de la limite de g en +∞,et
lim

x→+∞
g(x) = 0 .De la relation préédente, on a alors l'existene de la limite de h en +∞, et :

lim
x→+∞

h(x) =
π

4
− lim

x→+∞
g(x) =

π

4
.Or, par positivité des intégrales onsidérées, on a pour tout x ∈ R+,

∫ x

0

e−t2 dt =
√

h(x),don, par ontinuité de la raine en 0, en passant à la limite lorsque x tend vers +∞, on obtient l'existenede la limite lorsque x tend vers +∞ de ∫ x

0

e−t2 dt, don la onvergene de ∫ +∞

0

e−t2 dt (que l'on peut biensûr obtenir par des tehniques beauoup plus élémentaires), et la valeur de ette limite :
∫ +∞

0

e−t2 dt =
√

lim
x → +∞h(x) =

√
π

2
.6



Corretion de l'exerie 4 � Pour tout réels x et y, on pose
B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1 − t)y−1 dt.1. (a) Pour tout (x, y) ∈ R
2, la fontion t 7→ tx−1(1 − t)y−1 est ontinue sur ]0, 1[. Don il peut y avoir deuximpropretés en 0 et en 1.

• Étude en 0. On a, au voisinage de 0 :
tx−1(1 − t)y−1 ∼

t→0+
tx−1.Les fontions étant positives, l'intégrale dé�nissant B(x, y) et ∫ 1

0 tx−1 dt sont de même nature en laborne 0. Or ette dernière intégrale est onvergente si et seulement si 1−x < 1, don si x > 0, en tantqu'intégrale de Riemann de paramètre 1− x en 0. Ainsi, l'intégrale dé�nissant B(x, y) onverge en laborne 0 si et seulement si x > 0.
• Étude en 1. De même :

tx−1(1 − t)y−1 ∼
t→1−

(1 − t)y−1,et l'intégrale ∫ 1

0

(1 − t)y−1 dt onverge (pour sa seule borne impropre 1) si et seulement si y > 0 (ils'agit enore une fois d'une intégrale de Riemann, en 1 ette fois). Don l'intégrale dé�nissant B(x, y)onverge en la borne 1 si et seulement si y > 0.Ainsi, le domaine de dé�nition de B est (R∗
+)2.(b) Soit (x, y) ∈ R

∗
+)2. E�etuons le hangement de variables u = 1− t dans B(x, y), don t = 1−u = ϕ(u),don dt = − du. La fontion ϕ est bijetive de ]0, 1[ dans ]0, 1[, de lasse C1 et stritement déroissante.Ainsi, d'après le théorème de hangement de variables, les intégrales

∫ 1

0

tx−1(1 − t)y−1 dtet −
∫ 1

0

(1 − u)x−1(1 − 1 + u)y−1(− du)sont de même nature, don onvergentes, et :
B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1 − t)y−1 dt = −
∫ 1

0

(1 − u)x−1(1 − 1 + u)y−1(− du) =

∫ 1

0

uy−1(1 − u)x−1 du.Ainsi, on obtient bien : B(x, y) = B(y, x) .() Soit (x, y) ∈ (R∗
+)2. On a :

B(x + 1, y) =

∫ 1

0

tx(1 − t)y−1 dt.E�etuons une intégration par parties sur ette intégrale, en posant les fontions u et v dé�nies par :
∀t ∈]0, 1[, u(t) = tx et v(t) = − (1 − t)y

y
.Alors u et v sont de lasse C1 sur ]0, 1[, et

∀t ∈]0, 1[, u′(t) = xtx−1 et v′(t) = (1 − t)y .De plus, puisque x > 0 et y > 0, on a :
lim

t→0+
u(t)v(t) = 0 et lim

t→1−

u(t)v(t) = 0.Ainsi, es limites existant dans R, le théorème d'intégration par parties permet d'a�rmer que les inté-grales ∫ 1

0

u′v et ∫ 1

0

uv′ sont de même nature, don onvergentes, et que
∫ 1

0

tx(1 − t)y−1 dt = lim
t→1−

u(t)v(t) − lim
t→0+

u(t)v(t) −
∫ 1

0

−xtx−1 · (1 − t)y

y
dt =

x

y
B(x, y + 1).Don yB(x + 1, y) = xB(x, y + 1) . 7



Or, on a :
B(x, y+1) =

∫ 1

0

tx−1(1−t)y dt =

∫ 1

0

tx−1(1−t)y−1(1−t) dt =

∫ 1

0

tx−1(1−t)y−1 dt−
∫ 1

0

tx(1−t)y−1 dt,es intégrales étant onvergentes. Ainsi :
B(x, y + 1) = B(x, y) − B(x + 1, y).On obtient don la relation suivante :

yB(x + 1, y) = xB(x, y) − xB(x + 1, y) don: B(x + 1, y) =
x

x + y
B(x, y).(d) On ommene par n = 0. On obtient :

B(1, y) =

∫ 1

0

t0(1 − t)y−1 dt =

∫ 1

0

(1 − t)y−1 dt =
[

− (1 − t)y

y

]1

0
=

1

y
.Alors, par itération de la formule trouvée dans la question préédente, pour tout n ∈ N,

B(n + 1, y) =
n

n + y
· n − 1

n − 1 − y
· · · 1

1 + y
B(1, y) =

n!

y
n
∏

k=1

(k + y)et, en voyant le terme y omme le terme orrespondant à k = 0 dans le produit, il vient �nalement :
∀n ∈ N, B(n + 1, y) =

n!
n
∏

k=0

(k + y)
.Ce produit ne se simpli�e pas davantage.2. Soit n ∈ N

∗.(a) La dérivée seonde de f : t 7→ e−t est f ′′ : t 7→ e−t. Don f ′′ est positive sur R, don f est onvexe.Ainsi, la ourbe de f est au-dessous de ses tangentes, notamment de sa tangente en 0. Ainsi :
∀t ∈ R, e−t

> f ′(0)t + f(0) = −t + 1 .Ainsi, pour tout t ∈ [0, n], (1 − t
n

)

6 e−
t

n . Or puisque t ∈ [0, n], es quantités sont positives, don enélevant à la puissane n, par roissane de x 7→ xn sur R+, on obtient
(

1 − t

n

)n

6 e−t.(b) • Première méthode : En distinguant suivant que t ∈ [0,
√

n[ et t ∈ [
√

n, n]

∗ Si t ∈ [
√

n, n], l'inégalité est évidente, ar (1 − t2

n

)

6 0.
∗ Si t ∈ [0,

√
n[, les deux quantités à omparer sont stritement positives, don, par roissane du lnsur R

∗
+, il su�t de montrer l'inégalité obtenue en appliquant le logarithme, à savoir :

ln

(

1 − t2

n

)

− t 6 n ln

(

1 − t

n

)

.On pose g la fontion dé�nie sur [0,
√

n[ par :
g(t) = ln

(

1 − t2

n

)

− t − ln

(

1 − t

n

)

.Cette fontion est dérivable sur [0,
√

n[, et
∀t ∈ [0,

√
n[, g′(t) =

− 2
n
t

1 − t2

n

− 1 +
1

1 − t
n

.8



Après mise sur le même dénominateur, et après simpli�ations, on obtient :
∀t ∈ [0,

√
n[, g′(t) =

− t
n

+ 2t2

n2 − t3

n2

(

1 − t2

n

) (

1 − t
n

) =
−t(t2 − 2t + n)

(n − t2)(n − t)
.Or, pour tout t ∈ [0,

√
n[,

t2 − 2t + n = (t − 1)2 + (n − 1) > 0,puisque n > 1. Ainsi, puisque par ailleurs t 6
√

n (don le dénominateur est positif), on obtient,pour tout t ∈ [0,
√

n[, g′(t) 6 0.Ainsi, la fontion g est déroissante sur [0,
√

n[, don
∀t ∈ [0,

√
n[, g(t) 6 g(0) = 0.On obtient bien : ∀t ∈ [0,

√
n[, ln

(

1 − t2

n

)

− t 6 n ln

(

1 − t

n

). On trouve l'inégalité reherhéeen appliquant l'exponentielle, qui est roissante.Ainsi, pour tout t ∈ [0, n], on a : (1 − n

(

t

n

)2
)

e−t
6

(

1 − t

n

)n .
• Deuxième méthode : par la onvexité de x 7→ (1 − x)n.Tout d'abord, pour tout x ∈ [0, 1], on a (1− x)n > 1−nx. Enore une fois, il s'agit d'une inégalité deonvexité. En posant h : x 7→ (1−x)n, on obtient, si n > 2, pour tout x ∈ [0, 1], h′(x) = −n(1−x)n−1et h′′(x) = n(n− 1)(1− x)n−2 > 0. Si n = 1, h′′ = 0 > 0. Ainsi, dans tous les as, h est onvexe, donau-dessus de sa tangente en 0. Ainsi :

∀x ∈ [0, 1], (1 − x)n
> f ′(0)x + f(0) = −nx + 1.(ela peut être vu aussi omme une utilisation de l'inégalité de Taylo-Lagrange)Par ailleurs, un argument similaire à i-dessus permet de montrer que pour tout t > 0, et tout n ∈ N

∗,
(

1 +
t

n

)n

6 et.(en fait, l'argument donné en 2(a) est aussi valable pour toutes les valeurs négatives de t)On en déduit que pour tout t ∈ [0, n], puisque t
n
∈ [0, 1] :

(

1 − n

(

t

n

)2
)

e−t
6

(

1 −
(

t

n

)2
)n

e−t
6

(

1 − t

n

)n(

1 +
t

n

)n

e−t
6

(

1 − t

n

)n

ete−t,et don en�n
(

1 − n

(

t

n

)2
)

e−t
6

(

1 − t

n

)n() Soit x > 0 ; On en déduit que pour tout t ∈ [0, n],
(

1 − n

(

t

n

)2
)

e−t
6

(

1 − t

n

)n

6 e−t,don, puisque tx−1 > 0,
(

1 − n

(

t

n

)2
)

e−ttx−1
6

(

1 − t

n

)n

tx−1
6 e−ttx−1.don :

e−ttx−1 − 1

n
e−ttx+1

6

(

1 − t

n

)n

tx−1
6 e−ttx−1.En intégrant ette inégalité entre 0 et n, on obtient, par positivité de l'intégrale (les intégrales étantonvergentes en 0 d'après les propriétés de onvergene des intégrales Γ)

∫ n

0

e−ttx−1 dt − 1

n

∫ n

0

e−ttx+1 dt 6

∫ n

0

(

1 − t

n

)n

tx−1 dt 6

∫ n

0

e−ttx−1 dt.9



Or, lim
n→+∞

∫ n

0

e−ttx−1 dt = Γ(x) et lim
n→+∞

∫ n

0

e−ttx+1 dt = Γ(x + 2).Ainsi, d'après les règles usuelles sur les limites, le majorant et le minorant onvergent tous deux vers
Γ(x). Ainsi, d'après le théorème d'enadrement, le terme intermédiaire admet une limite, et

lim
n→+∞

∫ n

0

(

1 − t

n

)n

tx−1 dt = Γ(x).(d) E�etuons le hangement de variables u = t
n
, don t = nu = ϕ(u). La fontion ϕ est une bijetion de

[0, 1] dans [0, n], stritement roissante, et de lasse C1. Ainsi, les intégrales étant onvergentes, on a :
∫ n

0

(

1 − t

n

)n

tx−1 dt =

∫ 1

0

(1 − u)n(nu)x−1n du = nx

∫ 1

0

(1 − u)nux−1 du = nxB(n + 1, x) .On déduit alors de la question 1(d) que : lim
n→+∞

nx · n!
n
∏

k=0

(k + x)
= lim

n→+∞

∫ n

0

(

1 − t

n

)n

tx−1 dt = Γ(x) .3. (a) D'après e qui préède,
lim

n→+∞
nyB(n+1, y) = Γ(y) 6= 0, don: nyB(n+1, y) ∼

+∞
Γ(y), don: B(n + 1, y) ∼

+∞

Γ(y)

ny
.(b) Comme t ∈ [0, 1], la fontion x 7→ tx est déroissante. Don, à y �xé, par propriété de roissane del'intégrale, la fontion B est déroissante en sa première variable. Ainsi, pour tout x > 1,

B(⌊x⌋ + 1, y) 6 B(x, y) 6 B(⌊x⌋, y)où ⌊x⌋ désigne la partie entière de x. Or, x ∼
+∞

⌊x⌋ et x ∼
+∞

⌊x⌋ + 1, don y étant �xe,
⌊x⌋y ∼

x→+∞
xy ∼

x→+∞
(⌊x⌋ + 1)y.Ainsi,

B(⌊x⌋, y) ∼
x→+∞

Γ(y)

xy
∼

x→+∞
B(⌊x⌋ + 1, y).Or, l'enadrement préédent amène, pour tout x > 1,

B(⌊x⌋ + 1, y)

Γ(y)/xy
6

B(x, y)

Γ(y)/xy
6

B(⌊x⌋, y)

Γ(y)/xy
.D'après e qui préède, les termes enadrant admettent 1 pour limite, don aussi le terme entral. Don

B(x, y) ∼
x→+∞

Γ(y)

xy
.() Par itération de la question 1(), on obtient dans un premier temps que

B(x + n, y) =
x + n − 1

x + y + n − 1
B(x + n − 1, y) = · · · =

n−1
∏

k=0

(x + k)

n−1
∏

k=0

(x + y + k)

B(x, y)Ainsi, d'après la question 2,
Γ(x + y)

Γ(x)
∼

n→+∞

nx+yn!

nxn!
·

n
∏

k=0

(x + k)

n
∏

k=0

(x + y + k)
∼

+∞

nyB(x + n, y)

B(x, y)
· x + n

x + y + n
∼

+∞

nyB(x + n, y)

B(x, y)
.Or, B(x + n, y) ∼

+∞

Γ(y)

ny
, don, en remplaçant dans l'équivalent préédent : Γ(x + y)

Γ(x)
∼

n→+∞

Γ(y)

B(x, y)
.Comme es expressions ne dépendent plus de n (sur lequel porte l'équivalent), et équivalent est en faitune égalité (égalité des limites) On en déduit don :

Γ(x + y)

Γ(x)
=

Γ(y)

B(x, y)
soit: B(x, y) =

Γ(x)Γ(y)

Γ(x + y)
.10


